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欧 几 里 得 《几何 原本 》 是 世界 名 著 , 在 普 国 流传 之 广 .影响 之 大 仅 次 
于 基 营 教 的 &《 革 经 .我 国 在 明 清 两 代 有 过 译 订 ,前 5 卷 是 利 玛 密 和 徐 光 
谋 合 详 的 ,1607 年 出 版 . 底 本 是 德国 人 克拉 维 马 斯 (CClavius) 校 订 增 补 
的 拉丁 文本 Euelidis Elementomm Libri XY(《 院 几 里 得 原本 15 着 $, 1574 
年 初版 ) .后 9 卷 是 英国 人 伟 重 亚 力 种 李 善 兰 合 译 的 ,18$7 年 出 版 , 底 
本 是 另 一 种 英文 版 本 ,这 种 底 本 都 是 增补 本 ,和 了 欧 几 里 得 原著 有 很 天 的 
出 人 ,不 少 内 容 是 后 大 修改 或 添加 上 去 的 . 明 清 本 的 最 初 翻 详 距 今 已 好 
几 吾 年 ,现在 不 容易 找到 , 沈 且 你 是 文言 义 , 名 词 术 诸 不 是 现代 诸 计 ,这 
更 增加 了 阅读 的 困难 ,因此 重新 翻译 是 十 分 必 坚 的 . 

本 书 根据 目前 标准 的 希 思 CThomas Linle Heath,1861 一 1940) 英 详 
评注 本 The thirteen books of Ruclid’s Flements(《 欧 几 里 得 原本 13 卷 》， 
1908 年 初版 ,1926 年 再 版 ,1956 年 新 版 ) 译 出 ,而 希 轧 本 又 是 以 海 伯 格 
(John Tudwig Tleiberg，1854 ~ 1928 ,入 麦 入 ) 与 门 椅 (.Menge) 的 术 威 注 
群 本 Euclidis opera omnia($ 欧 几 里 得 全 集 》,1883 ~ 1916 出 版 ,希腊 文 拉 
丁 文 对 照 ) 为 底 本 的 ,点 该 说 比 明 清 本 所 根据 的 底 本 更 帅 靠 , 调 划 更 接 
近 欧 几 里 得 的 原著 . 

兰 纪 正 副教授 . 朱 恩 宽 副 教授 积 多 年 的 几何 毅 学 经 验 , 参 考 卫 明 清 
本 以 及 不 同文 字 的 几 种 版 李 , 详 成 汉文 后 广泛 征求 了 意见 , 数 易 上 其 稿 ， 
当 能 较 好 地 表达 欧 几 里 得 的 基本 精神 

多 少年 来 ,十 干 万 万 途 过 欧 几 里 得 几何 的 学 习 受 到 本 逻辑 的 训 
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看 欧 几 里 得 "几何 原本 


练 , 从 而 氨 人 科学 的 早 萱 .大 科学 家 牛顿 在 摆 写 他 的 人 名著 《自然 怕 学 之 
数学 原理 放 ( Philosophiae naturalis principia mathematica, 1687) 时 ,就 箭 受 
到 几何 公理 方法 的 记过 .他 在 序 中 写 到 :“ 从 那么 少 的 几 条 外 米 的 原理 ， 
就 能 够 到 得 那么 多 的 成 果 , 这 是 几何 学 的 光 党 ”(F is the glory of geome- 
ty that from sn few prineiples ,fetehed from without, it is able to accomplish so 
much) 中 ,今天 ,我 们 仍然 不 断 从 儿 何 中 蚂 到 普 养 .无 论 从 数学 史 或 从 数 
学 教育 的 角 嵌 原本》 部 永 下 是 有 价值 的 参考 书 . 希 望 这 个 译本 能 在 祖 
国 的 文化 建设 中 起 到 应 有 的 作用 . 

若 思 本 附 有 大 量 的 注 文 , 它 不 仅 是 原 交 的 洽 释 ,而 且 可 以 看 作 是 两 
于 年 来 研究 4 虚 本 放 的 内 史 总 结 . 如 将 注 文 全 部 详 出 ,可 帮助 读者 进一步 
了 解 原 文 的 内 容 , 并 知道 各 个 定义 .命题 .方法 的 来 龙 去 脉 . 不 过 工作 量 
很 大 ,只 好 留待 将 来 .这 里 不 妨 借 用 一 下 徐光启 的 话 :“ 总 成 大 业 , 未 知 
何 日 , 末 知 何人 人, 书 以 修 扎 .” 


梁 宗 巨 
1986.12.8 


DD RR.E.Moritz, On mathematics and mathematicians (1914)P.2903. 
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欧 几 里 得 和 他 的 《几何 原本 》 


【一 } 欧 凡 里 得 传略 

欧 几 里 得 (Euclid, 拉丁 文 寿 为 hurlides 或 Eucleides, 希腊 六 
卫 ueeesms, 公 邱 前 300 年 前 后 ) 是 希腊 数学 家 ,以 共 所 著 的 《几何 原本 》 
{Hlemenis ,Eroryeta) 闻 名 于 旗 . 对 于 他 的 生平 ,现在 知道 的 很 少 . 他 生活 
的 年 代 , 是 根据 下 列 的 记载 来 确定 的 . 普 购 克 洛 斯 (Poelus, ToorXos， 
4127 ~ 485] 是 雅典 柏拉图 学 网 中 上 晚期 的 导师 ,公元 450 年 左右 ,他 给 
《于 休 原 椒 》 作 注 , 写 了 一 个 简明 的 4 儿 休 学 发 展 概要 》 吕 (以 下 简称 《4 概 
要 》) ,字数 虽 不 多 ,但 已 包括 从 泰勒 斯 (Thales, Bohns, 公 无 逆 640? ~ 
5467) 到 欧 儿 里 得 数 百 咎 问 主 要 数学 家 的 质 迹 ,这 是 几何 学 史 的 重要 资 
料 .《 概 要 》 中 指出 , 欧 几 里 得 是 托 勒 密 一 世 守 时 代 的 人 ,早年 学 于 雅典 ， 
深 知 柏拉图 的 学 说 .又 说 阿 基 米 德 (Archimedes，ApxyepnlSre ,公元 前 287 


QI， 相 接 图 (Hato, 公 元 前 427 ~ 347) 在 公元 前 387 年 建立 的 黄 名 学 习 场 所 ， 

名 做 见 CDC.C. Gillispie, Dictionary of sientife biography .vol .4501971)pp.4 二 一 
459. C27T. .van der Wacrden, Erwachende Wissenschaftt 1966) p-.148. 

多 Pinlemy 1, 托 勒 密 于 国 的 创建 者 ， 公元 前 323 ~ 285 在 位 , 建 都 在 平 大 让 
大 . 
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做 区 几 香 得 :几何 原 术 


一 212) 的 镍 引 用 过 《几何 原本 》 的 命题 时, 可 见 他 早 于 阿 巧 米 德 . 玉 一 位 
学 者 由 波斯 {Pappus, llarros， 公元 300 ~ 350 前 后 ) 在 《4 数学 汇编 3 中 提 
到 阿波 园 尼 鼻 斯 (Apollonivns ,AxoMoveos, 约 公元 前 225) 长 期 住 在 亚 方 
出 大 ,和 殉 几 里 得 的 学 生 在 一 起 ,这 说 明 欧 几 申 得 在 亚历山大 教 过 学 . 

综 工 所 述 , 欧 几 里 得 应 该 是 公元 前 300 年 前 后 的 人 . 

& 概 要》 还 记述 了 这 样 一 则 故事 : 托 吉 密 上 问 欧 儿 里 得 说 ,除了 他 的 
4 几何 原本 》 之 外 ,还 有 没有 其 他 学 习 几 何 的 捷径 . 欧 几 里 得 问 管 道 ; “在 
几何 里 , 洪 有 专 为 国王 铺设 的 大 道 ”CThere is ne royal road to geometry )%. 
这 句 话 成 为 传诵 千古 的 学 习 艇 言 多 .斯 托 比 亚 斯 (Stwobaeus, 约 500) 记 述 
另 - - 则 故事 ,说 一 个 学 年 才 开始 学 习 第 一 个 命题 ,就 丫 学 了 几何 学 之 后 
将 得 到 些 什 么 . 欧 儿 里 得 说 性 给 他 三 个 钱币 ,因为 他 想 在 学 习 中 获取 实 
利 . "由 此 可 知 欧 几 里 待 主 张 学 习 必须 循序 渐进 ,刻苦 铺 针 ,不 赞 胞 投机 
职 巧 的 作风 ,也 反对 狭隘 实用 观点 .由 波斯 特别 赞赏 欧 几 里 得 的 谦逊 ， 
他 从 不 掠 人 之 美 ,也 没有 声称 过 哪些 是 白 己 的 独创 ,而 阿波 罗 志 奥 斯 则 
不 然 ,他 过 分 突击 自己 ,明明 是 欧 几 里 得 研究 过 的 工作 ,他 在 * 圆 锥 曲线 
论 》(Conics) 路 也 没有 归功 于 欧 几 里 得 吃 ， 

除了 《几何 原本 》 之 外 , 欧 几 里 得 还 有 不 少 善 作 , 可 惜 大 都 失传 , 唯 
一 保存 下 来 的 纯粹 几 扣 著作 (希腊 文 ) 是 《已 知 数 》(CThe duta, AeSopsua)， 
体例 和 4 几何 原本 》 前 65 卷 相似 ,包括 94 个 命题 ,指出 若 图 形 中 的 某 些 
元 素 已 知 , 则 另外 的 - - 些 元 素 也 可 以 确定 .4 疼 形 的 分 割 》(On divisions 
of figures, Tepeap eceou BBhtoo) 了 现存 拉丁 文 与 阿拉 伯 文 本 ,论述 用 五 线 


避税 基 米 德 * 沦 球 与 区 柱 3On the sphere and cylimder)l 命题 5 明确 指出 引用 
了 几何 原本 半角 的 证 明 , 多 了 1. Heathy, The words of Archimedes with the 
method of Archimodest 1912)p.9, 汉 汪 本 ,1998. 

太原 交 风 RLE. Moritz, On tnalhematics and mathematicianet 1914)p. 152. 

久 ” 郧 一 种 说 法 试 为 这 是 门厅 秋英 斯 (Menaechmus) 和 和 和平 历 山 夫 王 的 故事 . 

DH TL.Heath, Amanual of (Greek mathematicst 1931)p.203. 


将 已 知 图 形 分 为 相等 的 部 分 战 成 比例 的 部 分 《光学 》(Optica，Orreucal 
是 早期 的 几何 光学 著作 之 一 ,研究 透视 问题 ,指出 光 的 人 射 角 等 于 反射 
角 , 认 为 视觉 是 眼睛 发 出 光线 到 达 物 体 的 结果 等 名 , 太 有 一 些 苦 作 未 能 
确定 是 否 属 于 欧 北 里 得 ,而 睛 已 经 散 尖 . 
{二 上 半 几 何 原本 》 产 生 的 历史 背景 
欧 几 里 得 的 4 几何 原本 # 是 一 部 划时代 的 普 作 .其 伟大 的 历史 意义 
在 于 它 是 用 公理 建立 起 演绎 体系 的 最 早 典 范 . 过 去 所 积累 下 来 的 数学 
知识 , 旦 零 俯 的 .片断 的 ,可 以 比 作 木石 . 砖 瓦 .只 有 惜 助 于 导 辑 方法 ,把 
这 些 知 识 组 织 起 来 ,加 以 分 类 .比较 ,揭露 彼此 辣 的 内 在 联系 ,整理 在 - 
个 严密 的 系统 之 中 ,才能 建成 各 峨 的 大 厦 .< 几 何 原 本 3( 以 下 简称 4 原 
本 》) 完 成 了 这 一 艰巨 的 任务 , 它 对 整个 数学 的 发 展 启 牛 了 潍 远 的 影响 . 
《原本 3 的 出 现 不 是 偶然 的 ,在 它 之 前 ,已 有 许多 希腊 学 省 做 了 大 其 
的 前 驱 工 作 . 从 泰勒 斯 算 起 ,已 有 三 百 多 年 的 历史 礼 .泰勒 斯 是 希腊 第 
a 
崇 , 它 比 希 腊 基 他 地 区 更 容易 吸收 巴比伦 ,埃及 等 占 国 积累 下 来 的 经 验 
和 文化 在 那里 ,氏族 吐 族 政治 为 商人 的 统治 所 代 蔡 ,商人 具有 撮 烈 的 
活动 性 和 塞 险 性 ,这 有 利于 思想 自由 而 大 胆 地 发 展 .城邦 内 部 的 斗争 带 
助 押 脱 忧 统 的 信念 . 希 草 役 有 特殊 的 祭司 阶层 ,也 没有 必须 遵守 的 教 
条 ,内 此 有 相当 程度 的 思想 自由 .科举 积 砷 党 帮 始 从 宗 教 分 离开 来 , 泰 
勒 斯 提 征 是 一 个 商人 ,通过 商业 旅游 ,很 快 就 掌握 了 凸 代 流 传 下 来 的 知 
识 , 并 加 以 发 扬 . 他 企图 柳 脱 宗教 ,从 白 然 现 象 中 去 性 找 真理 .对 一 切 科 
学 问题 不 满足 于 知 其 然 , 咱 且 还 要 探索 所 以 然 的 道理 .他 对 数学 的 最 大 
页 献 开 始 了 命题 的 证 明 . 所 谓 证 明 ,就 是 异 曲 - 些 公理 或 舱 实 性 业经 确 


乏 人 参见 了 .1L. Heath, A hustory of Greek mathematies( 1921})1 


二 欧 几 里 得 以 前 希腊 数学 的 各 个 学 派 , 在 下 列 书 中 做 了 较 好 的 描述 ; Ceorge 
Johnaton Allmant 1824 ~ 1904) ,Greek geometry from Thales to Euclid( 1889). 
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三 网 下 里 得 :几何 襄 本 


定 的 命题 来 论证 某 一 命题 的 真实 性 .这 为 建立 几何 的 演绎 体系 还 出 了 
可贵 的 第 一 步 , 在 数学 史上 是 一 个 不 寻常 的 飞 脾 . 

接着 是 毕 达 可 拉 斯 {Pythagoras ,Ibayopas. 公 元 前 5802? ~ 500?) 学 
派 , 活 动 于 意大利 半岛 南部 - 带 .这 个 学 派 企 图 用 数 来 解 群 一 切 , 进 
步 将 数学 从 具体 应 用 中 折 象 出 来 ,建立 自己 的 理论 体系 .他 们 发 现 了 义 
股 定理 .不 可 遂 约 其 , 计 知 道 五 种 下 多 面体 的 存在 ,这 些 后 来 都 成 为 《 原 
本 3 的 重要 内 容 . 这 个 学 派 的 男 特点 是 将 算术 和 几何 紧密 联系 起 来 ， 
为 4 原本》 算术 的 几何 化 提供 了 榜样 ， 

希 , 波 战 争 以 后 ,雅典 成 为 人 A 人 立 些 芋 的 中 心 . 雅 由 的 智 人 (Sophist， 
一 译 诡 因 ) 学 派 提出 几何 作 图 的 一 大 问题 :[. 一 等 分 任意 角 ;2. 倍 立方 
一 一 求 作 一 立方 体 ,使 其 体积 等 于 已 知 立 方 休 的 两 倍 ;3. 化 圆 为 方 
求 作 一 正方 形 ,使 其 面积 等 于 - :已 知 网. 问题 的 难处 , 足 作 图 只 许 
用 直 扩 和 贺 般 .希腊 人 的 兴趣 并 不 在 于 图 撒 的 实际 作出 ,而 是 在 尺 规 的 
限制 下 从 理论 上 去 解决 这 些 问 题 .这 是 儿 何 学 从 实际 应 用 向 演绎 体系 
靠近 的 叉 -- 步 . 作 图 只 能 用 尺 规 的 限制 最 先是 癸 庶 皮 过 斯 (Denopedes， 
O wor cB , 约 公元 前 465 年 ) 提 出 的 ,后 来 &《 原 本》 用 公设 的 形式 规定 下 
来 加 ,于 是 成 为 希腊 几何 的 金 科 坟 律 . 

智 人 人 学派 的 安 蒂 直 { Aniphon, ?Aved Bu; 约 公元 脏 430 年 ) 为 了 解 
决 化 图 为 方 问题 ,提出 版 有 价值 的 "穷竭 法 ”(method of exhaustion) 必 , 孕 
育 着 近代 极限 论 的 思想 .后 来 经 过 欧 多 和 克 索 斯 (Eudoxus, 忆 veotos, 公 元 


办 《 原 相 》 状 [给 出 5 个 公设 , 兴 3 第 就 是 对 作 图 的 纲 定 : 
《1 两 点 各 相连 一 直线 区 2 线段 可 什 意 族长 并 3 以 在 齐 点 为 心 , 寿 意 帆 岗 
可 作 : -加 .要 据 这 几 条 公设 , 作 图 就 只 能 几 直 尺 加 舰 . 
WD.E. Smith, Histry of mathematics, vol, I 1923)p.84. 
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时 襄 业 


前 408? ~ 3553) 的 改进 ,使 其 产 格 化 .成 为 & 原 本 》 中 重要 的 让 了 明 方 
法 名 . 

埃 利 亚 ( 意 太 利 半岛 南端 } 学 派 的 世 诺 (Zeno, Zrxoo, 约 公开 前 450 
第 ) 提 出 四 个 悖 论 思 ,迫使 哲学 家 和 数学 家 深入 思考 无 穷 的 问题 .无 好 
历来 是 争论 的 焦点 ,在 & 原 本 》 中 , 欧 几 里 得 实际 上 是 同 避 了 这 一 闻 盾 . 
例 Hk 际 本 》 第 到 卷 20 命题 说 :素数 的 个 数 比 任意 给 定 的 秦 数 部 多 ”， 
而 不 证 我 们 现在 更 简单 的 说 法 :素数 无 穷 多 

原子 论 学 派 的 德 训 克 利 特 {Democritus, Aiokoeros, 约 公元 前 410 
年) 用 原子 法 得 到 的 结论 ; 锥 体 体积 是 同 底 等 高 柱 体 的 173, 乒 来 也 是 
4 原本 》 中 的 章 尝 命 占 . 

柏拉图 学 派 的 思想 对 欧 几 里 得 无 疑 六 生 过 深刻 的 影响 , 欧 几 里 得 
星 年 也 许 就 是 这 个 学 派 的 成 员 .公民 前 387 年 左 4 ,机 拉 图 在 矫 虐 创办 
哲学 学 园 (Academia) 呈 ,他 非常 重视 数学 ,但 片面 癌 调 在 训 练 管 力 方面 
的 作 有 内 ,而 鬼 视 其 实用 价值 .他 主张 通过 几何 的 学 习 上 培养 效 辑 思维 能 
力 , 因 为 几何 能 给 入 以 强烈 的 直观 印象 ,将 抽象 的 逻辑 规律 体现 在 具体 
的 图 形 之 中 .他 在 学 网 门 前 大 节 : "不 慌 几 何者 免 进 " (popetvs aYewp e 
tomos etetrw HoF TH Cr 二 和， Let no one ignorant of geometry enter my 
doon) 沪 ,是 尽 人 稍 知 的 只 . 

析 拉 向 的 门徒 亚 旦 十 多 德 ( Aristotel ,ApororeMp, 公 无 前 384 一 
322) 是 形式 逐 辑 的 些 基 者 .他 的 思 辑 总 想 为 日 后 将 儿 何 门 理 在 产 密 的 


他 详细 分 析 见 C.H.Fdwards,The histurical developrnent of the caleulus. 男 册 [an 
Mueller, philosophy of mathematius and deductive sucture in Fuclid’s Flemenis 
{1981}p.230. 

3” 大 见 汪 宗 Li 世界 数学 史 简 编 》(19830)pp.103 一 105 . 

竺 ”在 雅典 近郊 , 谨 基 运动 场 ,后 改 为 由 林 , 央 希腊 执 柑 阿 卡 德 荣 斯 {Avade- 
mus} 而 得 溃 ,后 志 * 学院 "人 acdemy, 俄 arazemna 等 ) 一 调 由 此 而 来 . 

古风 注 1 51p.292. 
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三 哆 用 嵌 梨 : 斤 何 蛛 本 


体系 之 中 介 造 了 必要 的 条 件 . 

这 个 学 派 另 一 个 重要 人 物 欧 多 克 索 斯 创立 了 比例 论 . 过 去 毕 达 划 
拉 斯 学派 的 比例 沦 只 适用 于 可 遂 约 量 , 欧 多 克 索 斯 打破 了 这 个 限制 ,用 
公理 法 建立 理论 ,使 得 比例 也 适用 于 不 可 通 约 最 《原本 ?第 V 卷 比 例 
论 太 部 分 采 唱 驳 多 克 索 斯 的 工作 

公元 前 4 世纪 , 硕 腊 几何 学 已 经 积累 了 大量 的 知识 ,多 缉 学 理论 渐 
至 上 成熟, 由 来 已 入 的 公理 化 思想 更 是 太 势 所 赵 . 这 时 ,形成 一 个 严整 的 
几何 结构 己 是 " 山 钙 欲 来 风 满 楼 "本. 

建筑 师 没 有 创造 本 石 砖 所 ,但 利用 现 有 的 材料 来 建成 大 厦 也 是 一 
项 不 平凡 的 创造 .公理 的 选择 ,定义 的 给 出 ,内 容 的 编排 ,方法 的 运用 特 
别 是 命题 的 严格 耳 明 都 需要 有 高 度 的 智慧 并 费 付 出 巨大 的 六 动 必 . 从 
事 这 宏伟 工作 的 并 不 是 个 别 的 学 者 , 症 欧 几 里 得 之 前 忆 有 好 几 个 数学 
家 做 过 这 种 综合 整理 上 作 . 其 中 有 希 波 克拉 底 (Hippocrates;*Ixroxpamy， 
维 公 元 前 460) ,着 俄 (Leo 或 Leon, 公 元 前 生 直 纪 ) , 修 迪 奥 斯 (Theudius， 
公元 前 4 世纪 ) 等 名 .但 经 得 起 历 中 鞠 验 的 ,只 有 欧 几 里 得 的 4 序 本 少 
种 ,其余 的 网 类 著作 均 已 散失 .在 滤 长 的 岁月 里 , 欧 儿 志 得 4 诛 本 少 历尽 
沧桑 而 设 有 被 淘汰 ,表明 它 有 颈 强 的 乍 命 力 . 它 的 公理 化 妃 想 和 方法 ， 
将 继续 照 炮 着 数学 前 进 的 道路 . 

{ 三 ) 版 本 和 流传 

欧 几 电 复 本 人 的 《原本 》 手 稿 早已 失传 ,现在 看 到 的 各 种 版 本 都 是 
根据 后 人 的 修订 本 ,注释 本 、 翻 详 本 重新 整理 出 米 的 .上 古 希 腊 的 海伦 
(ieron, “Flowo, 约 所 ), 波 菲 里 奥 斯 (Pomhyrius, IlopP opeos,; 2327 一 


各 ” 欧 志 四 香 避 前 项 腊 几 何 学 家 的 亚 论 建设 萝 见 Arbad,Szabu.The beginnings 
of Greek mathematicst 1978). WW. RR. Knorr, The ancicnt tradition of gcornetrmif 
problemst 1986) . 

TT. Heath, The thirteen books of Euclid s Elements vol.T(19087p,116. 
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导言 大 


304?) ,由 波斯 (Pappus, Harros, 约 300), 辛 普 休 斯 (Simplicius,6 世纪 前 
半 叶 } 等 人 注释 过 .最 重要 的 是 赛 征 (Theon,8 eow, 约 390) 的 修订 本 ,对 
原文 做 了 校 期 和 社 芭 ,这 个 本 子 是 后 来 所 有 流行 的 希腊 文本 故 译本 的 
基础 . 赛 薪 是 亚 历 山 天 人 , 圭 时 离开 欧 几 里 得 已 在 700 年 , 赛 倘 究 总 做 
了 多 少 补充 和 修改 ,在 19 世纪 之 前 是 不 清楚 的 .49 世纪 初 ,拿破仑 称 
雄 欧 洲 ,1808 年 他 在 楚 蒂 网 图 书馆 找到 一 些 希 简 文 的 手稿 , 带 回 巴 黎 
去 .其 中 有 两 本 欧 几 里 德 著作 的 手 抄本 ,以 后 为 佩 拉 尔 (F. Peyrard, 1760 
~ 1822) 所 得 .1814 ~ 1818 年 , 修 拉 水 将 这 两 本 书 用 希腊 ,拉丁 ,法 三 种 
文字 出 版 ,,-- 本 是 《4 原本》, 另 一 本 是 4 已 知 数 7, 遂 常 叫 司 迁 带 罗 本 .$4 原 
本 》 的 迁 蒂 站 本 和 过 去 的 版 本 不 同 ,过 上 友 的 版 本 部 声称 来 白 赛 荞 的 版 
本 ,而 且 包 含 卷 Wi 第 33 命题 . 赛 侈 在 注释 托 勒 密 (Plvlemy, 约 150) 的 书 
时 自 潍 他 在 注 $ 原 本 》 时 曾 扩 充 了 这 个 命题 并 加 以 证 是. 而 殊 带 内 本 没 
有 上 述 这 些 内 容 , 可 见 基 赛 俩 之 前 的 本 子 , 当 更 接 近 欧 儿 持 得 的 原著 . 

9 潍 纪 以 后 ,大 量 的 希腊 著作 被 详 成 阿拉 伯 文 .$4 原本》 的 阿拉 人 怕 文 
译本 主要 有 二 种 :第 .种 译 者 是 赫 贾 季 (al - Ha - jj 证 ibn Yisuf,9 世 
纪 ); 第 二 种 是 刁 沙 格 (Ishaq,ibhn Hunain,? 一 910) ,这 一 种 后 来 为 塔 比 - 
仍 本 ' 库 拉 {Thabit jbn Oura,8267 ~ 901) 所 修 i ,一 般 称 为 俩 小 格 一 塔 
比 本 ;还 右 一 种 是 纳 目 尔 ' 本 (Nasir ad - Din al-Tusi,1201 ~ 1274) 译 的 . 

岗 存 的 最 里拉 丁 文本 荐 1120 年 左右 阿 德 凤 德 1Adelard of Bath) 从 
阿拉 匠 交 译 过 来 的 .后 来 杰 拉 德 (Gerard of Cremona,1114 一 1187) 又 从 
代 沙 格 一 塔 比 本 译 出 .1255 年 左右 , 坎 帕 努 斯 (Campanus of Novara,? 一 
1296 ,意大利 诺 瓦 拉 人 人 ) 参 考 数 种 阿拉 伯 文 本 及 早期 的 拉丁 交 文 本 于 新 
将 (原本 》 译 成 拉 ] 文 .两 百 多 年 之 后 (1482 人生) 以 印刷 本 的 形式 在 威 尼 
斯 出 版 ,这 是 西方 最 中 印刷 的 数学 书 . 在 这 之 后 到 19 世纪 林 ,《 原 本 》 的 
有 是 刷 本 用 各 种 交 字 出 一干 版 以 上 .从 来 没有 本 科学 书籍 像 4 原 小》 
那样 长 期 成 为 广大 学 子 传诵 的 读物 . 它 流传 之 ) ,影响 之 大 , 仪 次 于 基 
督 教 的 《 鞋 经 》. 


万 了 欧 几 下 香 : 几 何 原 市 


1 世纪 以 后 学 者 们 的 注意 力 转 向 希腊 文本 , 铣 贝 莆 (Bartoliomeo 
Zambenli, 约 和 牛 于 1473) 第 一 次 直接 从 寨 葡 的 希腊 文本 译 成 拉 上 文 ,1505 
年 在 威尼斯 出 版 . 

日 前 权威 的 版 本 号 海 伯 格 (John Ludwig Heiberg,1854 一 1928 .丹麦 
人 ) 与 门 格 (H. Menge) 校订 注释 的 Enclidis opera ormial《 启 几时 德 全 
集 》,1883 ~ 1916 年 出 版 ) ,是 希腊 文 与 拉 工 文 对 赂 本 .最早 的 完整 英 详 
本 (1570) 的 详 首 是 比 林 斯 利 (Henry Billingsley,? ~ 1606) .而 最 流行 的 
世 : 淮 莫 译 本 示 希 四 (Thomas ULitle Ifeath, 186! 一 1940, 英 国人 ) 译 注 的 
The thineen hooks of Fueliid's Rilementst《 欧 几 里 得 几何 原本 13 卷 》, 1908 
什 初 版 ,1925 年 再 版 ,1956 年 新 版 ) ,这 书 译 白 工 述 的 海 伯 格 本 ,内 有 一 
篇 长 达 ]50 多 页 的 导言 ,实际 是 对 欧 几 时 得 研究 的 历史 总 缚 ,又 对 每 章 
节 者 做 了 详细 的 广 释 ,其 他 文字 的 版 本 ,包括 意 . 德 .法 . 荷 . 英 . 西 . 俄 、 
瑞典 .丹麦 以 及 现代 希腊 等 语种 ,此 上 导言 均 有 论 例 澡 . 

中 同 最 早 的 汉 详 机 是 1607 年 { 明 广内 35 午 丁 未 ) 利 玛 赛 (Matteo 
Hicei,1552 ~ 1610) 和 徐光启 {1562 ~ 1633) 合 至 出 片 的 .所 根据 的 版 本 
是 德国 人 史 拉 维 乌 斯 5C. Clavius, 1537 ~ 1612) 校订 增补 的 拉丁 文本 
Euclidis Flementonum Lihri XY( 欧 风 站 得 原本 15 卷 》,1574 年 初版 ,以 后 
青 版 多 次 ) ,定名 为 《几何 原本 》, 几何 的 名 称 就 古 这 样 来 的 蜗 ， 

有 的 学 者 认为 匹 代 {13 世纪 原本 已 经 输入 中 国 , 模 据 是 元 代 工 
士 点 . 商 企 俩 (元 秘书 监 志 》 卷 7“ 同 器 书 籍 " 条 有 《天 忽 烈 四 翌 算 法 段 数 


鹅 ” 近 年 来 的 翻译 情况 套 岂 英 德 权 几 何 诛 本 在世 内 外 流传 概况 (全 国 4 几 
何 原 小》 晋 译 与 研究 学 术 会 议论 文 .1986). 

及 ” 翻 详 的 详细 经 过 见 梅 荣 照 、{ 渝 生 、 刘 钝 # 欧 几时 得 “原本 ;的 传人 和 对 我 
基 明 清 数 学 的 影响 ), 载 席 洋 宗 、 短 铎 主编 徐光启 研究 论文 集 》(1986) 
pp:49 ~ 63, 


”汗青 
十 五 部 》$ 的 -节目 ,其 中 开 秘 列 的 应 是 Euclid 的 音译 革 , 介 也 有 可 能 仍 是 
阿拉 伯 文 本 ,只 译 出 飞人 名 妈 芝 ,后 说 似 更 可 信 . 

克拉 维 乌 斯 本 是 增补 本 ,和 原著 有 很 大 的 出 人 . 欧 几 里 得 原著 只 有 
13 卷 ,14.15 郑 是 后 人 添加 上 上 的 .14 卷 一 般 斌 为 出 自 许 普 西 克 和 勒 斯 
(Hypsicles, YJweis ,的 公正 阐 180 年 ) 之 于 ,而 15 卷 是 6 世纪 官 大 2 士 
革 乌 斯 (Damascius ,Apaaeos, 叙 利平 人) 所 著 呈 . 

利 玛 察 .徐光启 共同 译 完 前 后 卷 之 后 , 徐 光 用 说 :“ 意 方 锐 , 欲 划 
之 ”, 利 玛 赛 不 同意 ,说 :“ 目 ,请 先 传 此 ,使 网 志 首 习 之 ,条 以 为 用 也 ,而 
后 徐 计 其 余 ” 守 .一 年 之 后 , 利 翅 窦 去 已, 留 下 校订 的 手稿 .徐光启 撕 此 
将 前 6 卷 旧 稿 再 一 次 加 以 修改 ,重新 痢 刻 传世 .他 对 林 能 完成 全 部 的 翻 
译 而 深 表 遗憾 ,在 《是 {几何 原本 ) 再 校本 3》 中 感叹 道 :“ 续 成 大 业 , 林 知 何 
日 ,未 知 们 入 ,上 以 做 台 ”. 

整整 250 秆 之 后 , 刘 1857 年 ,后 9 卷 才 出 英国 人 伟 烈 亚 力 (Alexam- 
der Wylie, 1815 ~ 1887) 和 全 善 苦 (1811 ~ 1882) 共 同 详 出 .但 所 根据 的 
底 本 已 不 是 克拉 维 乌 斯 的 拉丁 文本 而 是 男 一 种 英 交 版 本 . 伟 烈 亚 力 在 
序 中 只 提 到 底 本 是 希 腊 文 详 成 英文 的 本 子 , 按 申 册 译本 的 流传 情况 ,可 
能 性 最 大 的 是 巴 轩 (lsaac Bamow,1630 ~ 1677 ,牛顿 的 老师 ) 的 15 着 英 
译本 癌 , 他 在 1655 年 将 希腊 文本 译 成 挤 丁 文 ,1660 年 又 详 成 英文 . 

徐 . 利 译 前 6 卷 ( 通 称 " 明 本 ”) 时 ,在 “ 床 本 "之 前 旬 上 “几何 "二 字 ， 


蕴 严 施 术 欧 儿 电 得 儿 何 原本 元 代 输入 中 国 说 》, 载 东方 共 志 3》39 着 (1943) 
13 导 . 义 李 刁 “中国 算 学 中 19553)p.139. 

哮 ” 李 约 五 (Joveph Necdham 贮 中国 科学 按 术 风 》 (Seience 芒 wivilisation im China， 
1959) 汉 译 林 第 一 卷 (1978)p-235 . 

各 ”所 坚 & 巧 秘书 监 玉 “mi 书籍 "释文 》, 载 $ 光 时 由 报 》C1955 和 了 月 了 上 日) 

息 DE. Smith, istur of mathematics, vol. F19237 pnp. 119, 182 . 

串 ” 利 玛 罕 $4 详 t 几 何 原 本 91》. 

妈 ” 钱 宝 坊 中 国 数学 中 了 (1964)p.,324. 


答 欧 几 申 得: 儿 们 不 相 


称 译 本 为 k 斤 何 原 本 》. 李 , 传 的 后 9 卷 { 通 称 " 清 本 ”, 辆 者 合 称 " 明 清 
本 ”) 浩 用 这 个 和 名称 一 直到 现在 .这 ”" 儿 何 " 二 宁 是 怎样 来 的 ”目前 有 二 
种 说 法 :1. 几何 是 geometria 字 头 geo 的 彰 详 .此 说 颇 为 流行 , 源 出 于 区 
约 基 (Josph Edkins, 1825 ~ 1905) 的 猜想 , 记 在 口 本 中 村 正直 (1832 一 
1897) 的 书 (1873} 中 区 .者 时 离 《 原 本 》 的 最 初 翻 详 已 二 上 百 多 年 ,和 嘿 属 猜 
想 , 倒 不 见得 全 无 道理 .2, 在 汉语 里 ,几何 原 是 多 少 ,车 十 的 意 电 空 ,而 
原木 实际 包括 了 当时 的 全 部 数学 , 故 几 何 是 mathematica( 数学) 或 
magnitude( 大 小 ) 的 意译 .3.4 原 本 》 前 6 卷 讲 几何 ,7 ~ 10 卷 是 数论 ,但 
全 用 几何 方式 来 叙述 ,其 余 各 卷 也 讲 儿 何 ,所 以 基本 上 呈 一 部 儿 何 书 . 
内 容 和 中 国 传统 的 算 学 很 不 相同 .为 了 区 别 起 砚 , 应 创新 词 来 上 表达 . 几 
何 二 字 既 和 geometria 的 字 头 音 近 ,又 反映 了 数量 大 小 的 关系 ,采用 这 两 
个 字 可 以 音 . 意 兼顾 多 .这 也 许昌 接近 人 徐 、 利 二 氏 的 原意 令 . 

{四 }) 内 容 简 介 

第 1 着 首先 给 出 23 个 定义 .如 "点 是 设 有 部 分 的 "…… 线 只 有 长 度 而 
没有 宽度" 等 等 .还 有 平面 . 直 闻 .垂直 , 锐 前 . 钝 角 .平行 线 等 定义. 前面 
的 7 了 个 定义 实际 上 只 是 几何 形象 的 直 疯 描述 ,后 面 的 推理 完全 没有 站 
到 .接着 是 5 个 公设 ,前 4 个 是 显而易见 的 ,第 5 个 很 复杂 :“ 蔡 一直 变 
与 两 直线 相 和 ,所 构成 同 旁 内 角 小 于 二 直角 ,那么 ,把 这 上 师 直 线 延 长 ,一 
定 在 那 两 内 角 的 一 侧 相 交 .” 这 就 是 后 来 引起 许多 纠纷 的 “ 欧 几 里 得 平 
行 公 设 " 或 简称 第 5 公设 .大 家 很 快 就 认为 , 欧 儿 里 得 把 这 一 命题 列 为 


区 林 税 一 和 算 全 究 集 》 下 卷 (1937) 慰 几何 下 代数 卜 , 语 源 二 鲍 /》p.403. 

富 ” 这 种 用 法 很 早 就 有 ,如 $ 洲 经 "小 雅 : 巧 诗 站 周 初 到 春秋 中 叶 的 书 } 扩 有 "水 
凯 征 几何 2 光 左 仍 : 信 公 二 十 十 年 六 公元 前 5 世纪 ) 有 “所 闭 儿 何 下 的话. 

辟 ” 过 去 很 讲究 音 筷 兼顾 的 详 法 ,如 sub 详 “ 俱 乐 部 ” ,音乐 中 七 个 昌 池 邮 、re、 
mi fassoliassi 译 成 " 独 览 梅花 扫 带 于 ”数学 中 topology 译 * 二 扑 " 只 局 通 
行 . 面 fuwzr 洋 “ 到 上 晰 "本 此 佳 , 展 未 通行 . 

一 ” 庚 宗 户 《 性 竺 数学 史 简 编 扩 1980)p.9、 

i0 


叶 广 三 


公家 ,不足 内 为 它 不 能 证 明 ,而 是 找 不 到 证 明 . 这 实在 是 《4 厚 本 少 这 部 干 
古木 梧 巨著 的 鼎 壁 投 恨 .从 《+ 序 本 ?的 产生 到 19 世纪 初 , 许 多 学 者 投入 
无 穷 无 尽 的 精力 ,力图 洗刷 这 唯一 的 “污点 ” ,最 后 导致 非 欧 几何 的 人 建 


这 


公设 之 后 号 5 个 公理 ,近代 数学 不 分 公设 与 公理 ,凡是 基本 假定 都 
叫 公理 .原本 》 后 面 各 卷 不 再 列 出 其 他 公理 .这 一 卷 在 公理 之 后 给 出 
48 个 命题 .命题 4 是 “两 一 角形 两 边 与 夹 角 对 应 相等 . 则 这 两 三 角形 相 
等 ”这 里 相等 指 的 是 全 等 , 即 两 图 壳 可 以 重合 .但 在 35 命题 以 后 ,相等 
允 有 另外 的 作文 , 它 可 以 指 夯 积 相等 .不 过 欧 几 里 得 从 来 没有 把 面积 看 
作 一 个 数 米 翰 以 运算 ,面积 相等 是 指 “ 镀 补 相等 ”. 

中 捞 纪 时 ,欧洲 数学 水 平 很 低 , 学 生 初 读 4 诛 本 》, 学 到 第 5 命题 “等 
腰 三 角形 庶 角 必 相 等 "时 就 觉得 很 困难 .因此 这 个 命题 被 庆 称 为 “ 驴 桥 ” 
《pons asinorum ,英文 asses”bridge, 意 思 是 “笨蛋 的 难关 ”) .第 47 命题 就 
是 有 名 的 色 股 定理 :“ 在 直角 二 角形 斜 边 上 的 正方 形 ( 以 人 饼 边 为 边 的 正 
方形 ) 等 于 直角 边 上 两 个 止 方形 .” 

第 I 卷 包括 14 个 命题 ,用 几何 的 语言 叙述 代数 的 恒等式 .如 命题 4 
“将 一 线段 任意 分 为 两 部 分 ,在 整个 线段 上 的 正方 形 等 于 在 部 分 线段 上 
的 两 个 正太 形 加 上 这 两 个 部 分 线段 为 边 的 矩形 的 二 们 "就 相当 于 (e+ 
Be+28+ 庆 .第 11 辣 题 中 分 线段 为 中 末 比 ,后 来 被 称 为 黄金 分 
市 .第 12.13 命题 相当 于 余 蔓 定型 . 

第 山 郑 有 37 个 命题 ,讨论 圆 . 弦 .切线 .圆周 季 .内 接 四 边 形 及 与 图 
有 关 的 图 形 . 

第 VY 郑 有 16 个 命题 ,包括 圆 央 接 与 外 切 三 角形 .正方 拒 的 研究 , 岗 
内 接 正和 多边 形 {5 边 40 边 .15 边 ) 的 作 图 . 

第 Y 卷 是 比例 论 .后 世 的 评论 家 试 为 这 是 《 序 本 》 的 最 高 成 就 , 毕 
达 哥 斯 学 猜 过 去 虽然 也 建立 了 比例 论 , 不 过 只 适用 于 可 公 度 基 . 如 果 
xp 两 个 量 可 公 度 ,那么 a:5 是 一 个 数 ( 有 理 数 ) .但 若 & ,5b 不 可 通 约 ， 

If 


委 哆 儿 里 得: 儿 何 点 机 


希腊 人 包括 后 几 申 得 就 根本 不 重 认 ae: 足 一 个 数 . 为 了 摆 赔 这 一 困 
坑 , 砍 多 克 索 斯 用 公理 法 重新 建 记 了 比例 论 ,使 它 适 用 于 “: 切 可 公 度 与 
不 可 遂 约 的 其 时 .这 一 卷 主 览 取材 十 欧 多 上 克 索 斯 的 工作 ,给 出 25 个 命 
题 . 

第 YI 卷 把 Y 着 已 建立 的 埋 论 几 到 半 面 图 形 1 去 , 共 33 个 命题 . 

第 VT,VI .区 三 卷 是 数论 ,分 别 有 39.27 .36 个 命题 ,也 完全 用 几何 
的 方式 手 述 ,第 VL 卷 第 1 命题 是 欧 几 里 得 思 转 运算 法 的 出 姓 . 第 以 卷 
第 20 命题 是 数论 中 的 欧 几 里 得 定理 :素数 的 个 数 无 穷 多 . 

第 X 着 在 篇 幅 最 大 的 一 卷 ,包含 115 个 命题 , 盾 全 书 1/4, 和睦 他 
各 卷 不 很 相称 .十 此 讨论 无 理 景 (与 给 定 的 量 不 可 通 约 的 基 ) ,但 只 涉及 
相当 于 Ya + 6 之 类 的 无 理 量 .第 1 个 命题 "给 定 大 小 两 个 起 ,从 大 量 
中 减 上 它 的 一 大 半 , 再 从 剩 下 的 其 中 减 去 它 的 一 大 半 , 这 样 午 复 这 -- 于 
续 , 可 使 所 余 的 量 小 于 所 给 的 小 量 " 相 当 和 车 昌 , 它 是 极限 论 的 雏形 ,也 是 
“和 尝 剖 法 "的 理论 基础 ,和 和 后 击 答 人 卷 有 冤 切 关系 ， 

第 XI 着 讨 论 空间 的 直线 与 平面 的 各 种 关系 .第 XU 着 利用 穷 并 法 让 
明 " 圆 面积 的 比 等 于 下 径 平方 的 比 ”. 用 现在 的 符号 来 表示 就 是 4 cc 吧 


是 多 少 . 此 外 还 证 明 “ 球 体积 的 比 等 于 直径 立方 的 比 "…“ 锥 体 体积 等 于 
司 底 等 高 的 柱 休 的 173" 等 ， 

第 XIN 卷 着 重 研 究 5 种 正 多 面体 . 

公理 化 结构 是 近代 数学 的 主要 特征 .而 《原木 }$ 是 完成 公理 化 结 冤 
的 最 早 归 范 , 它 产 牛 于 玖 干 多 年 前 ,这 是 难能可贵 的 .不 过 用 现代 的 杯 
淮 去 窒 量 ,也 有 不 少 缺点 . 首 玩 ， -个 公理 系统 者 有 若 十 序 始 概念 ,或 称 


入 有 的 学 者 认为 欧 包 克 索 斯 的 比例 论 已 含有 近代 尤 理 数论 的 " 戴 德 侈 "iR. 
Dedekin) 分 划 ” 的 思想 萌芽 . 由 B. .Keernnt 几 何 学 基础 (Oenosannn 
TeomeTpuH ,1948) . 东 步 青 译本 (ft9s4)p.20. 
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号 证 @@ 


不 定义 概念 ,作为 其他 概念 定义 的 基础 .点 , 线 . 耐 就 属于 这 -类 .而 在 
原本》 中 -一 给 出 定 六 ,这些 定义 本 身 夭 是 含混 不 清 的 .例如 定义 4: 
“ 青 线 是 这 样 的 线 .在 它 上 面 的 点 部 是 高 低 相 同 地 放置 着 的 " 灾 就 很 费 
解 ,而 且 后 面 的 证 明 完 全 淄 有 用 到 . 共 次 是 公理 系统 不 完备 ,没有 运动 、 
顺序 .连续 性 等 公 旦 ,所 以 评 老 证 明 不 得 不 借助 于 直观 .此 外 ,有 的 会 理 
不 民 独 立 的 , 即 可 以 由 别 的 公理 推出 (如 “ 直 骨 必 相 等 ”) ,这 些 缺 聊 直 逢 
1899 年 希 尔 伯 特 (David Hilbert, 1862 一 19437 的 & 几 全 基础 》y(Grunlagen 
der Geometrie, 情 种 让 . 韩 桂 众人 台 详 .1924 年 ; 江 泽 租 等 译 ,1958) 出 版 才 
得 到 了 补救 .尽管 如 此 ,毕竟 政 不 掩 瑜 必 库 本 》 开 创 了 数学 公理 化 的 正 
懈 道 路 ,对 整个 数学 发 展 的 影响 ,超过 了 廊 史 上 任何 其 他 音 作 ， 

(五 《原本 3 对 我 国 数学 的 影响 

中 国 传统 数学 的 最 大 特点 是 以 算 为 中 心 .虽然 也 有 逻辑 证 明 ,但 是 
却 没有 形成 -个 严密 的 演 泽 体系 ,这 也 许 是 最 大 的 弱点 名 . 明 林 《原本 》 
前 5 卷 传人 ,应 该 是 切中 时 商 , 正 杂 补 救 我 们 的 不 足 . 人 可 是 实际 情 帝 并 
不 如 想象 那么 好 . 

徐 光 居 本 人 对 《原本 》 二 分 推崇 , 志 有 深刻 的 理解 .他 队 为 学 习 此 书 
可 使 人 "心思 细密” ,在 $ 几 何 原 本 杀 议 》 中 说 :“ 人 上 其 上 资 面 意 硅 艳 医 , 即 
上 上 资 无 用 ;人 只 中 材 而 心思 续 密 , 即 中 材 有 有 用 ;能 通 儿 何 之 党 ,镇 窗 巷 
名 , 故 率 天 下 之 大 而 归于 实用 者 , 足 或 其 所 由 之 道 也 人 芷 他 的 大 态 倡 导 
下 , 情 实 也 发 挥 了 ” 定 的 作用 氏 , 可 异 音 音 膏 让 ,上 听 者 蔓 音 ,要 在 群众 中 


名 莫 涪 A straight jinc is a line which lirs evenky with the points on itsclf” .even 


with 可 译作 与 …… 一般 齐 .例如 The snow is even wilh the window, 租 汪 二 得 


平 齐 . 

各 ” 梁 扩 本 我 情 寺 学 发 展 的 特点 》, 戟 & 数 茸 研 究 与 评论 ?第 6 卷 (1986.7)3 其 
bp.149 ~ 154. 

鹅 ” 何 共和 二, 梁 成 瑞 $&C 儿 何 原本 及 其 在 中 国 的 传播 , 载 t 由 图 科技 史料 3》 第 5 
郑 11984 年 )3 期 ， 
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_ 者 欧 几 里 得 “ 浅 何 原本 


推 1 ,仍然 有 很 太 的 困难 .他 在 4 杂 议 》 中 继续 写 道 : “而 习 首 羡 寒 , 窒 意 
百年 之 后 , 必 人 人 习 之 .他 只 好 将 希望 寄托 于 林 米 . 

明示 我 国正 处 在 数学 发 展 的 低潮 , 导 称 数学 专家 的 唐 顺 之 .顺应 祥 
对 传统 的 代数 学 (天 元 术 ) 尚 且 一 窗 不 遂 , 其 他 本 想 而 知 .《 原 本 》 虽 已 译 
出 ,学术 异 是 机 看 到 它 的 优点 ,大 有 疑问 .事实 上 , 明 清 两 代 几 乎 没有 人 
对 《原本 儿 的 会 理化 方法 及 逻辑 演绎 体系 做 过 专门 的 研究 名. 1665 年 ,发 
牛 三 杨 光 先 事件 ”, 凸 方 输 和 人 的 学 术 以 及 传播 这 些 学 术 的 人 受 色 了 线 
障 的 镇 太 . 康 嫩 以 后 , 清 统治 者 实行 闲 关 锁国 . 育 目 排外 的 政策 入 .知识 
分 子 表 失 了 思想 、 吉 论 自由 ,为 了 逃避 现实 ,转向 古籍 的 整理 和 研究 ,以 
后 拭 成 以 考据 为 中 心 的 乾 嘉 学 派 . 徐 光 启 之 后 ,数学 界 的 代表 人 物 是 作 
文英 (1633 ~ 1721) ,他 会 通 中 西数 学 , 著 书 8 多 种 ,对 发 扬中 国 传 统 
数学 太 传 播 西 方 数学 均 有 让 献 , 但 却 没 有 认识 到 公理 方法 的 重要 性 ,也 
许 是 对 " 杨 光 先 事 件 " 还 心 有 余 怪 , 不 他 公 开 陈 认 西 党 的 优点 .他 认为 西 
方 的 几何 学 ,无 非 就 是 中 国 的 勾 股 数学 ,没有 什么 新 鲜 的 东 贡 .他 在 《 岂 
何 通 解 3} 中 尘 道 “几何 不 言 公 股 , 然 共 理 并 勾 股 也 . 故 其 最 难 通 者 ,以 介 
股 释 之 则 骨 …… 信和 点 $4 九 章 》 之 义 , 包 举 无 方 ” 昌 ,又 在 《人 刘 股 举 阶 》 中 说 : 
“ 勾 股 之 用 ,于 是 乎 神 . 言 测量 至 西林 详 矣 , 究 不 外 勾 股 以 立 算 . 故 三 角 
即 亿 膀 之 变通 , 八 线 力 勾 股 之 立成 也 加 . ”类似 的 说 法 还 有 多 处 ,他 见 到 
的 上 只 古 几 何 的 一 些 命题 ,至 于 真正 的 精 额 一 一 公理 体系 太 逻 辑 思想 方 
法 , 兑 熟视无睹. 梯 文 向 这 种 “ 占 已 有 之 "的 观点 ,也 是 魏 自 苯 大 的 保 评 
思 卸 的 反映 , 它 是 有 代表 性 的 ,而 且 相 当 项 国 . 这 对 于 鹃 收 外 来 文化 的 
精华 是 非常 不 利 的 .由 上 梅 文 晴 当 时 的 党 高 威望 ,确实 产生 了 一 些 消极 


种 见 [19]. 
夫人 驳 岂 浴 宗 巨 《从 数学 虫 石 中 国 近 代 科 学 落后 的 原因 》, 载 & 大 自然 探索 》 
【1981.11 . 


弗 梅 文 易 E 梅 氏 共 书 辑 要 # 着 18(1761). 
号 悔 文 易 & 梅 氏 欠 书 辑 要 》 着 17(1761 1) . 
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寺 方 全 


的 影响 . 

我 国 00 年 代 家 期 , 曾 振 起 一 陈 “ 打 人知 柯 ( 指 柯 西 ) 家 店 ” “打倒 欧 家 
店 " 的 浪潮 .实践 证 助 这 是 错误 的 , 它 只 能 前 弱 基 础 理论 的 学 习 ， 结 末 
是 签 巡 则 不 达 . 我 们 应 该 记 坡 这 个 教训 ,将 几何 的 学 习 和 逮 辑 轧 维 的 训 
练 放 到 应 有 地 位 上 . 


当 宗 巨 
1986 .12.6 
过 宁 师 大 数学 史 研 究 室 


1s 


《 阿 基 米 德 全 集 》 简 介 


阿 基 米 德 CArchimedes ,公正 队 287 ~ 公司 六 212) 是 占 硕 腊 最 伟大 
的 数学 家 和 力学 家 ,他 在 继 了 事前 人 数 芝 成 就 的 基础 上 完成 了 阅 面 积 , 球 
表 徊 积 . 球 体积 以 有 友 些 重 时 命题 的 伦 证 ”他 在 对 占 和 希腊 二 个 黄 名 的 
问题 (入 立方 体 、 王 等 分 角 和 化 贺 为 方 } 的 探索 中 引出 诸多 发 现 , 并 辜 数 
学 的 各 个 方面 敌 了 开创 性 的 上 工作， 他 是 数学 . 物 环 结合 妍 究 的 最 下 典 
范 ;, 他 肌 会 理 方 法 完成 了 杜 杆 平衡 理论 . 贡 心 趾 论 疙 静 涉 流体 浮 亡 理 
论 ,成 为 力学 的 他 妨 大 不 仪 如 此 ,他 还 通过 太 学 的 实际 应 用 发 明了 许 
多 实用 机 械 
阿 基 米 德 利用 情 竺 诛 理 5 拭 杆 上 师 理 和 和 苗 心 理论 ? 皮 发 现 几 何 的 结 
论 .好 球 体积、 抛物 线 芒 形 的 面积 等 , 实 卫 十 直 近代 积分 处 理 的 广 法 。 
冉 而 县 有 划时代 的 意义 ,他 的 豆 大 贡献 了 出 在 于 此 .从 侧 被 誉 为 近代 积分 
的 先驱 .后 大 把 他 和 和 牛 辆 .高 圳 并 列 为 有 中 以 来 :位 页 献 最 大 的 数 
汉 评 本 《4 阿 基 米 德 全 集 ) 依据 的 底 椒 赴 1912 华 英国 出 版 的 《Tve 
works of Arrhinedes with the method of Archimvedes$。 这 部 英 区 版 昔 作 是 
市 英国 志 希 悟 数 学 中 全 究 权 威 硕 思 (EL.Heahh ,186] ~ 1940) 根 据 凡 去 
让 让 学 家 .数学 史家 海 伯 格 ( 昌 .Heauberg, 1854 一 1982) 的 4 阿 基 米 德 定 
集 及 汪 释 ) 以 及 有 关山 料 刀 轿 而 成 “于 毕 痢 思 在 阿 基 米 德 蔡 作 的 原文 
中 引入 了 现代 数 汉 符号 . 
“了 三 米 德 全集 其 罗 部 分 第 一 部 分 " 纯 论 " 八 章 ,出 希 赎 抽 写 ,1 
雇 记 旺 赋 究 阿 匡 米 德 闭 作 的 总 绍 ， 右 阿 基 术 德 的 转 闻 .著作 的 抄本 及 
可 版 本 .方言 和 会 蕴 , 与 脐 奉 工作 的 联系 .下 深 方程 .对 积分 的 预示 和 
妇 几 名 半 等 ”第 二 部 分 是 阿 基 米 德 的 昔 作 , 共 14 简 - 包括 ; 论 球 和 况 
村 ,目的 度 明 ;人 论 培 锥 曲 徊 体 与 旋转 彤 国体 ; 论 螺 线 ; 论 平 向 图 形 


的 平衡 1. [[ ; 沙 粒 的 订 算 : 求 扫 物 线 咏 形 的 面 入; 论 淫 休 T ,TEL: 引 理 
集 ; 家 毅 辣 题 ;方法 等 。 

汉 译本 《 阿 基 米 德 全 集 》 收 集 了 已 发 现 的 阿 基 米 德 竹 作 , 足 我 国 首 
次 全 面 地 翻译 ,学 习 和 研究 它 对 于 了 解 吉 希腊 数学 .人 研究 古 希 腊 数学 
思想 太 整 个 科技 史 部 是 十 分 有 意义 的 

《阿古 米 德 个 入》( 打 息 宽 . 李 文 铬 等 详 ) 陕 西 科学 技术 出 版 社 1998 
年 出 版 ,大 32 开本 精装 ,47 方 宁 ,定价 48.00 元。 
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第 VIU 卷 
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命题 站 (3) 
定义 1 (44) 
全 是 本 {44) 
ER (62) 
请 是 (62) 
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年 昌 (151) 
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命题 (270) 
定 (311) 
俞 题 1 一 47 (312) 
定 觉 开 {382) 
合 题 Boe (382) 


三 欧 几时 得 :几何 原本 


馆 这 Te 444) 
命题 85 一 ]15 ee (445) 
第 XL 着 证 咒 (505) 
命题 (507) 
第 XIE 卷 命题 {556) 
第 XIHU 卷 而 题 【5S96) 
后 记 和 ne (635) 
再 版 后 记 Co (641) 


第 工 苑 吉 


第 人 me 郑 


定 义 


. 点 是 没有 部 分 的 . 
, 线 只 有 长 度 而 设 有 宽度 . 
. 一 线 吕 的 两 端 足 点 . 
. 直线 是 它 上 面 的 点 一 样 地 平 放 着 的 线 . 
. 面 只 有 长 度 和 宽度 . 
. 面 的 边缘 是 线 . 
. 平面 是 它 上 面 的 线 一 样 地 平 放 着 的 面 . 
. 平面 角 是 在 -平面 内 但 涉 在 一 条 直线 上 的 两 条 相交 线 由 互 的 
倾斜 度 . 
9. 当 包 含 条 的 两 条 线 都 是 直线 时 ,这 个 角 叫 做 直线 角 . 
10. 当 :条 直线 和 另 一 条 横 的 直线 交 成 的 邻 角 彼 此 相等 时 ,这 些 
角 的 每 一 个 被 叫做 直角 ,而且 称 这 一 条 直线 垂直 于 另 一 条 占线 . 
11. 大 于 直角 的 角 叫 做 钝 角 . 
12. 小 下 直角 的 角 叫 做 锐角 . 
13. 边界 是 物体 的 边缘 . 
14. 园 形 是 被 一 个 边界 或 儿 个 边界 所 转 成 的 . 
15. 圆 是 由 一 条 线 包 围 成 的 平面 角形 ,其 内 有 一 点 与 这 条 线 上 的 
点 连接 成 的 所 有 线段 都 相等 . 
16. 而 生 把 这 个 点 叫做 圆心 . 
17. 贺 的 直径 是 任意 一 条 经 过 圆心 的 直线 在 两 个 方向 被 圆周 截 得 


号 ”不 一 定 是 直线 ， 


[re 


者 吹 几 里 得 :儿科 呆 本 


的 线段 , 旦 把 网 一 等 分 . 

18, 半圆 是 开 径 和 由 它 蕉 得 的 贺 弧 所 围 成 的 图 形 . 而 且 半 圆 的 心 
和 同心 相同 . 

19. 直线 形 是 出 直线 川 成 的 ,三 廊 形 弛 店 二 条 直线 图 成 的 ,四 这 形 
是 由 四 条 得 线 疼 成 的 ,多 边 形 中 由 四 条 以 上 上 间 线 围 成 的 . 

10. 在 一 迪 形 中 , 条 边 相 等 的 ,叫做 等 边 三 角形 ;只 有 两 条 边 相 
等 的 ,叫做 等 腰 三 角形 ;各 边 不 等 的 ,叫做 不 等 边 三 角形 . 

21. 此 外 ,在 三 边 形 中 ,有 一 个 角 是 直角 的 ,叫做 直角 三 负 形 ;有 一 
个 角 是 钝 放 的 ,叫做 钝 角 三 角形 ;有 三 个 角 是 锐角 的 ,叫做 锐角 三 角形 ， 

22. 在 四 过 形 中 ,四 边 相等 月 四 个 角 是 直角 的 ,叫做 正方 形 ; 角 忠 
肯 角 ,但 四 过 不 全 相等 的 ,叫做 长 方形 ;四 迪 相 等 ,但 前 不 是 直角 的 , 吊 
做 攻 形 ;对 角 相等 是 对 边 也 相等 ,但 边 不 全 相等 日 角 不 足 直 角 的 ,叫做 
震 方 形 ;其 余 的 四 边 形 叫 做 不 规 则 四 边 形 . 

23. 平行 直线 是 在 问 一 平面 内 的 肯 线 ,出 阿 个 方向 无 限 延 长 ,在 不 
论 畦 个 方向 它们 都 不 相交 . 
公 设 


一 


-一生 


由 任意 一 点 到 另外 任意 一 点 可 以 画 直 线 . 
. 一 条 有 限 自 线 吕 以 继 继 延 长 . 
. 以 任意 点 为 心 及 任意 的 距离 4 可 以 画 圆 . 
. 几 直 和 角 玫 彼此 相等 . 
5. 同 平 面 内 一 条 皇 线 和 另外 两 条 直线 相 诡 , 若 竹 某 一 傅 的 随 个 内 
角 的 和 小 于 二 和 直角 的 利 , 则 这 二 直线 经 元 限 延长 后 在 这 一 侧 相 交 全 . 


天 


到 此 虞 误 中 无 "半径 "二 字 出 现 , 此 处 " 师 离 " 即 加 的 闻 径 . 
这 就 起 太 家 提 到 的 欧 儿 时 得 第 会 设 , 即 需 行 学 而 几何 中 的 平行 公理 的 
原始 等 价 命题 . 


第 I 卷 达 


1. 等 于 同 旦 包 的 量 彼此 相等 . 

2. 等 量 加 等 量 ,其 和 仍 相 等 . 

3. 等 尼 减 等 基 ,其 差 仍 相等 . 

4. 彼此 能 重合 的 物体 是 全 等 吕 的 ， 
5., 整体 大于 部 分 . 


命 题 


在 一 个 已 知 有 限 直 线 上 作 一 个 等 边 三 角形 . 
设 4B 是 已 知 有 限 直 线 . 
C 那么 ,要 求 在 线段 如 上 作 --- 个 等 
全 边 三 角形 . 
nD : E 由 六 为 心 ,H. 惧 2B 为 距离 退 罗 
\J BOD:! [公设 3] 
此 以 请 为 心 , 及 以 BA 为 距离 画 
加 ACE ; [公设 3] 
由 两 网 的 交点 0C 到 有 4 ,8B 连 线 C4 , CB. [公设 11 
因为 ,点 A 是 圆 CDB 的 圆心 ,AC 等 二 AB. [ 定 尺 15] 
区 点 BB 是 圆 C4E 的 圆心 , BC 等 十 BA. [定义 15] 


但 是 ,已 经 让 时 了 C4 等 于 AB; 所 以 线段 C4 ,CB 部 等 十 4B. 


这 里 的 “ 量 " 与 4 中 的 “物体 "在 原文 中 是 同一 个 全 thing. 
为 了 区 别 面 积 相等 与 图 形 由 等 , 译 才 将 图 形 “ 相 等 " 详 为 “全 等 ”. 


者 欧 几 甲 得 : 儿 什 原本 


而 HH. 等 于 局 量 的 量 秋 此 相等 . [公理 1] 

工 条 线段 ( ,AB,BC 彼此 相等 . 

所 以 二 角形 ABC 是 等 边 竟 , 邮 在 己 知 有 上限 直线 4B 上 作出 了 这 个 
一 节 形 . 


这 就 是 所 要求 作 的 . 


由 一 个 已 知 点 (作为 端点 ) 作 一 线段 等 于 已 知 线段 . 

设 4 是 己 知 点 , BC 是 已 知 线段 ， 

那么 ,要求 由 点 A({ 作 为 端点 ) 作 一 线段 
等 于 已 庆 线 段 BC. 

由 点 A& 到 尺 B 连 线 段 48B,[ 公 没 1] 
而 且 在 4B 上 作 等 边 三 角形 P48,， .11]V 
延长 D4 ,DB 成 直线 AE, BF，[ 公 没 2] 

以 品 为 心 ,以 BC 为 距离 可 加 CGH. 


[公设 3] 
再 以 五 为 心 , 以 DG 为 距离 画 团 GE 
公证 31] 
因为 心 B 是 加 CGEH 的 心 ,上 故 BC 等 于 BG. [ 定 尖 15] 
日 点 是 圆 GEL 的 心 , 故 DL 等 上 DG [定义 151 
又 D4 等 于 DB, 所 以 余 最 AL 等 于 余生 BG. [公理 31 
但 已 证 明了 BC 等 于 BG ,所 以 线段 AL、BC 的 每 个 都 等 于 BG. 
又 因 等 丁 问 量 的 量 彼此 机 等 . [公理 4] 


所 以 ,AL 也 等 ]- BC. 
从 调 , 册 已 知 点 4 作出 了 线段 好 等 ] 己 知 线 段 BC. 
这 就 是 所 要 求 作 有 的， 
名 [1 表示 第 1 着 ,第 1 个 命 蝇 , 此 后 均 如 此 . 
二 


第 工 着 三 


已 知 丙 条 不 相等 的 北 段 , 试 由 大 的 上 边 截 取 一 条 线段 使 
它 等 于 另外 一 条 . 
设 4B,C 是 两 条 不 相等 的 线段 ,日 AB 大 
C TO. 
这 样 要 求 由 较 大 的 4B 上 截取 一 段 等 于 


7 EE 。 较 小 的 C. 
由 点 A 取 AD 等 于 线段 0C, [1.2] 
多 且 以 4 为 心 ,以 AD 为 距离 画 圆 DEF. 
[ 公 盘 3] 
因为 点 4 是 网 DEF 的 圆心 , 故 4 等 于 
AD. [ 定 疼 45] 
但 局 也 等 于 AD, 所 以 线段 AE .CC 的 每 一 条 都 等 于 AD; 这 样 , AE 
也 等 于 避 . [公理 1] 
所 以 ,已 知 两 条 线段 A4B.C, 由 较 大 的 AB 上 截取 了 AE 等 于 CC. 
这 就 是 所 要 求 作 的 . 


如 果 两 个 三 角形 中 ,一 个 的 两 边 分 别 等 于 另 一 个 的 两 边 ， 
而 且 这 些 相等 的 线段 所 夹 的 角 相 等 .那么 ,它们 的 底 边 等 于 底 
边 ,三 角形 全 等 于 三 角形 ,这 样 其 余 的 角 也 等 于 相应 的 前 , 即 
那些 等 边 所 对 的 角 . 

设 4BC ,DEF 是 两 个 三 角形 ,两 边 AB, AC 分 别 等 于 边 DE 、DF,， 
即 4B 等 于 DPE, 是 AC 等 于 DK, 以 及 角 Ba4C 等 于 阴 EDF 


各 欧 儿 甲 得 :几何 天 本 


则 可 证 底 BC 也 等 于 底 EEF， 角形 
ABC 全 等 于 一 角形 DEF', 其 余 的 角 分 别 


| D 
等 于 其 余 的 骨 , 即 这 些 等 边 所 对 的 衣 , 世 
就 是 骨 4BC 等 于 角 PEP ,HH 角 4CB 等 ; 2 。 


于 用 DDEE. 
如 果 移 动 三 角形 4BC 到 角形 
DEF 上 , 若 点 A 落 丰 点 五 上 上 用 线段 45 落伍 DE 上 ,因为 AB 等 于 DE. 


者 么 ,点 吕 也 就 与 点 五 重合 . 

又 ,AB 与 Dk 重合 ,因为 和 朋 BA4C 等 于 角 EDE, 线 段 4C 也 与 DF 
重合 . 

内 为 AC 等 于 DF, 故 点 C 也 与 点 五 重 侣 . 

但 是 , 吾 也 与 百草 合 , 故 诺 BC 也 与 底 EF 重合 . 

[事实 上 , 当 避 与 吾 重 人 台 上 日 恕 与 己 重 合 时 , 诺 BC 不 与 底 瑟 F 重合 . 
刚 二 条 直线 鳄 围 成 一 抉 空间 :这 是 个 可 能 的 ,所 以 诡 BC 就 与 EF 重 
合 ] 二 者 就 相等 . 公理 4] 

这 样 , 鉴 个 一 角形 ABC 与 整个 三 角形 D&EF 莉 合 ,于 蝶 它 们 全 等 . 
有 旦 其 余 的 角 也 与 共 余 的 角 重 合 , 上 是 它们 都 相等 , 即 和 角 ABC 等 于 


角 DEF, 旦 胡 A0B 等 十 骨 DFE. 这 就 是 所 要 证 明 的 ， 


在 等 腰 三 角形 中 ,两 底 角 彼此 相等 ,并 且 车 向 下 延 其 两 
腰 , 则 在 底 以 下 的 两 个 角 也 彼此 相等 . 

设 4BC 是 一 个 等 肛 二 角 撒 , 边 AB 等 于 近 aC. 昌 延长 4B ,4C 成 
直线 BD ,CE. “公设 2] 

则 是 证 角 4BC 等 于 前 4C8B ,日 骨 CBD 等 于 角 BCE. 

在 BD 上 任 取 -点 下 ,在 较 大 的 AE 上 截取 一 段 AG 等 于 较 小 的 
AF, [1.3] 

连接 FC 和 GB. [公设 1] 

性 


第 | 卷 二 


因为 AF 等 于 4G,AB 等 于 4C ,了 贿 边 FA .AC 分 
别 等 于 边 G4 .AB, 卫 它们 包含 着 公共 和 角 FA4G. 

所 以 底 FC 等 J 底 GB, 旦 王 角 形 4FC 全 等 于 二 
角形 46GB ,其 余 的 角 也 分 别 相 等 , 即 相 等 的 边 所 对 的 
角 , 电 就 足 角 ACF' 等 于 前 4BG ,用 4FC 等 于 角 


ACGB. {1.4] 
又 内 为 ,整体 4F 等 寺 整 体 4G, 且 在 它们 中 的 
AB 等 于 AC, 余 纪 BF 等 于 余 重 0G. [公理 3] 


但 是 已 经 证 明了 FC 等 于 GB; 
所 以 ,两 边 BFE、EC 分 别 等 于 随 边 CG .6GB, 且 角 BFC 等 于 角 CGB. 

这 是 底 BC 是 公用 的 ;所 以 ,三 角形 BFC 也 全 等 于 三 角 埠 CGB; 
区 ,其 余 的 角 也 分 别 相等 , 即 等 迪 所 对 的 角 . 

所 以 角 FBC 等 于 角 GCB, 且 角 BCF 等 于 朋 CBG. 

由 以 上 已 经 证 明了 整个 角 ABG 等 于 角 ACF, 且 前 CBG 等 于 角 
BCF ,其 余 的 前 4BC 等 于 其 余 的 角 ACB. [公理 3] 

又 它们 都 在 三 角形 ABC 的 底 边 以 上 . 

大 而 ,也 就 证 明了 角 FBC 等 于 攻 GCB, 且 它们 都 在 三 角形 的 底 边 
以 下 . 证 完 


如 果 在 一 个 三 角形 中 ,有 两 和 角 和 被 此 相等 , 则 等 角 所 对 的 边 
也 ,被 此 相等 . 
设 在 二 角形 A8C 中 , 角 ABC 等 于 角 4C5. 以 
则 可 证 边 48 也 等 十 边 AG. 3 
若 AB 不 等 于 AC, 其 中 必 有 -个 较 大 , 设 AB 
是 较 大 的 ; 贝 4B 上 截取 DB 等 于 较 小 的 AC. a c 
[1.3] 


需 欧 儿 里 得 - Maka 小 


连接 DC. 

那么 , PB 等 于 AC 及 BC 会 用 ,两 这 DB .BC 分 别 等 于 边 AC .CB， 
日 朋 DBC 等 于 用 4 五 ， 

所 以 , 订 DC 等 于 底 AB, 日 三 角形 DBC 全 等 于 二 角形 ACB, 即 小 
的 等 于 大 的 :这 是 不 合理 的 . 

所 以 , 48 不 能 不 等 十 AC ,从 而 它 等 十 它 . 


沁 
在 


在 已 知 线段 上 (从 它 的 两 个 端点 ) 作 出 相交 于 一 点 的 二 线 
段 , 则 不 可 能 在 该 线段 (从 它 的 两 个 端点 ) 的 同 侧 作 出 相交 于 
另 一 点 的 另外 二 条 线段 ,使 得 作出 的 二 线段 分 别 等 于 前 面 二 

线段 , 即 每 个 交点 到 相同 端点 的 线段 相等 . 
op 因为 ,如 果 可 能 的 话 . 存 已 知 线段 48B 以 上 作出 


人 于 点 忆 的 两 条 线段 AC .CB. 设 在 AB 问 俩 能 作 
另外 两 条 线段 AD .DB 相 侈 于 另外 一 点 号 .而 且 这 
4 5 二 线段 分 别 等 于 前 面 一 线段 , 即 每 个 交点 到 相同 的 
端点 .这 样 C4 等 于 Da， 它们 有 和 相间 的 请 所 44, 旦 
C8 等 于 DB, 它 们 也 有 相同 的 端点 至 ,连接 CD. 
因为 ,4C 等 十 AD, 和解 ACD 也 等 于 角 4DC ， -5] 
所 以 , 角 ADC 大 于 攻 有 妇 , 所 以 攻 CDB 比 角 DOB 更 大 ， 
又 ,因为 CB 等 于 1B ,月 角 CDB 也 等 于 角 DCB. 八 是 已 被 让 明了 
它 更 太 于 它 : 这 足 木 可 能 的 .中 证 完 


嘱 还 可 和 假设 点 号 在 全 ABC 内, 或 后 三 在 入 460 内 ,或 点 五 在 4C 上 ,或 点 
局 在 BD 时, 均 时 引出 矛盾 .境遇 以 上 情况 小 可 能 存 作 . 因 市 .命题 成 


了 这- 
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如 果 两 个 三 角形 的 一 个 有 了 两边 分 别 等 于 另 一 个 的 两 边 ， 
并 且 一 个 的 底 等 于 中 一 个 的 底 . 则 夹 在 等 边 中 阳 的 衣 也 相等 . 
设 4BC、PEP 是 帅 个 三 骨 形 ,两 边 AB、 
4C 分 别 等 于 两 出 DE、DF', 即 4B 等 于 DE,[H 
A 人 A AC 等 于 DF. 你 设 底 BC 等 于 底 EF. 
则 可 证 和 角 BA4C 等 于 角 EDF.. 
车 移动 三 角形 ABC 到 三 角形 DEF', 目 点 
吾 落 在 点 百 上 ,线段 BC 在 EF 上 ,点 C 也 就 和 万 重合 . 
事实 上 ,BC 等 于 EF. 
故 BC 和 和 EF 重合 , BA 、AC 也 和 ED、DF 重合 ， 
因为 , 苦 席 BC 与 底 梧 ' 重 合 ,日 边 BA .AC 不 与 BD .DF 重合 而 落 
在 它们 旁边 的 BG .GF 处 . 
那么 ,在 已 知 线段 {从 它 的 端点 ) 以 上 有 相交 于 一 点 的 已 知 两 条 线 
段 ,这 时 ,在 同一 线段 (从 它 的 端点 ) 的 同 - 侧 作 出 了 交 于 另 一 点 的 另外 
两 条 线段 ,它们 分 别 等 于 前 面 一 线 臧 , 即 每 一 交点 到 同一 端点 的 连 线 . 
但 是 ,不 能 作出 后 二 线段 . [1.7] 
如 果 把 底 BC 移动 到 底 FF, 边 BA4 、AC 和 ED 、DF 不 重合 :这 屁 椒 
可 能 的 . 因此 ,它们 要 重合 .这 样 一 米 , 骨 B4C 也 重合 于 用 EDF, 即 它 


人 | 相等 ， 
证 


出 


二 等 分 一 个 已 知 直线 角 . 
设 角 BAC 是 一 个 已 知 直线 角 ,要 求 二 等 分 这 个 角 . 


ed 几何 原 本 


泛 在 AB 上 任意 取 一 点 了 ,在 AC 干 哉 上 脱 2E 等 4 


TAD; [1.3] 
连接 DE ,有 日 在 DE 上 作 一 个 等 边 二 角形 DEF, 连 

接 AF. D E 
则 可 让 朋 B4C 被 AF 所 平分 . y 
因为 ,AD 等 于 4 , 昌 AF 公用 ,两 边 Pa .AP 分 明 ve 

曾 等 于 是 边 4 、AF. 


交底 DF 等 干 底 FF; 
所 以 ,前 DAF 等 于 前 EAF， [1.8] 
从 而 ,直线 AF 二 等 分 已 知 直 线 骨 BAC. 


作 完 
二 等 分 已 知 有 限 直线 . 
设 AB 是 已 知 有 限 育 线 ,那么 ,要求 一 等 分 
有 限 直线 AB. C 
没 在 4B 上 作 一 个 等 边 二 角形 ABC. |1.1| 
且 设 直线 CD 二 等 分 角 ACB. [1.9] 


则 可 证 线段 4B 被 点 五 二 等 分 . 4 5B 3 
事实 上 ,由 于 AC 等 于 CB, 有 CD 公用 ;两 边 
AC ,COD 分 别 等 于 两 边 BC CD :有朋 ACD 等 于 骨 BCD. 
所 以 , 底 AD 等 J]- 底 BD. 1.41 
大 而 ,将 记 知 有 限 立 线 4B 二 等 分 于 版 了， 
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由 己 知 直线 上 一 已 知 点 作 一 直线 和 已 知 直线 成 直角 . 
设 4B 是 已 知 直线 ,C 是 它 上 边 的 忆 


nn 知 点 .那么 , 慰 求 由 点 C 作 -直线 和 直线 
AB 成 由 角 . 
设 在 4C 上 任意 取 一 点 五 , 且 使 CE 
等 于 CD， 71.3] 
在 DE 上 作 一 个 等 边 二 角形 FDE， 
4 DD [ 呈 E 8 [1.1] 
连接 FU. 
则 可 证 直线 FC 就 是 由 己 知 直线 AB 于 的 已 知 点 作出 的 和 AB 
成 直角 的 直线 . 


事实 上 ,因为 DO 等 于 (本 ,用 OF 公用 ;两 边 DC、CF 分 别 等 上 两 
边 EFC、CF'; 且 底 DF' 等 于 底 5 ， 


所 以 , 角 DCF 等 于 角 ECE， [1.8] 
它们 又 是 邻 角 . 但 是 , 当 一 条 直线 利 另 一 条 直线 相交 成 相等 的 邻 角 时 ， 
这 些 等 角 的 每 -: -个 都 是 直角 . [ 定 交 10] 


所 以 , 角 DCF .FOCE 每 ~- 个 都 是 直角 . 
从 而 ,由 已 知 直 线 4B 上 的 己 知 点 作出 的 直线 CF 和 AB 成 直 
角 . 
作 完 


由 已 知 无 限 直 线 外 一 已 知 点 作 该 真 线 的 重 线 . 
设 4B 为 已 知 上 无 限 直线 , 且 设 已 知 点 C 不 在 它 上 . 要 求 由 点 局 作 
11 


_ 重典 几时 得 :几何 原本 


设 在 直线 4B 的 另 一 侧 任 取 一 点 下 
五 ,由 以 点 CC 为 心 , 以 CD 为 出 离 作 国 
PIT 


i 公 诬 3] 
设 线 段 EG 被 点 五 一 等 分 ， 4 到 如 
[1.10] 有 

连接 COG, CH, CE. [公设 1] | 

则 可 证 GH 就 是 出 不 在 已 知 无 限 直 线 4 上 的 已 刘 点 局 所 作 访 直 
线 的 垂 线 . 

内 为 GH 等 末 五 局 瑟 CC 公用 ; 陵 边 6 .DC 分 别 等 于 两 边 EH， 
BHC; 有 底 CG 等 上 FCE. 


所 以 , 角 QHG 等 于 和 BHC. [1.8] 

而 它们 是 邻 角 . 

但 是 , 当 两 条 青 线 相 交 成 相等 的 邻 角 时 ,每 :个 角 部 是 直 角 ,而且 
称 :条 直线 条 直 十 另 一 条 直线. [ 定 关 10] 


所 以 ,出 不 在 已 知 无 限 自 线 AB 上 的 局 知 点 CC 作出 了 CH 垂 育 于 


作 完 


一 条 直线 和 另 一 条 直线 所 交 成 的 角 , 或 者 是 两 个 直角 或 
者 它们 的 和 等 于 两 个 直角 . 
设 任意 证 线 AB 在 直线 CD 的 上 上 侧 和 它 交 成 角 CB4 ,ABD. 
则 可 证 角 CB4 .4BP 或 者 都 是 自 角 或 者 其 和 等 于 两 个 直角 . 
志 在 . 若 骨 CB4 等 于 角 ABD ,那么 它们 古山 个 直角 . 
[定义 10] 
但 是 ,假若 不 是 , 设 BE 是 由 点 B 所 作 的 和 CD 成 直角 的 直线 . 
12 
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[T.11] 
村 于 是 角 CBE ,EBD 是 两 个 直角 . 
] 这 时 因为 前 CBE 等 于 两 个 角 CBA .4BE 
D 关 Cc ”的 和 ,给 它们 各 加 上 角 BEBD: 则 角 CBE .EBD 
的 和 就 等 于 三 个 用 CBA 、ABE ,EBD 的 和 . 
[公理 2] 


雷 者 ,因为 前 DB4 等 于 岗 个 角 DBE 、EBA 的 种, 给 它们 各 加 上 和 角 
ABC; 则 和 角 DBA 、ABGC 的 和 就 等 于 二 个 角 DBE 、EBA4 、ABC 的 和 . 


[公理 ?2] 
但 是 , 骨 CBE 、EBD 的 和 也 被 证 明了 等 于 相同 的 二 个 角 的 和 . 
别 等 于 阿 基 的 量 惩 此 相等 ， “公理 1] 


故 和 角 CBE ,EBD 的 和 也 等 于 和 PDB4、4B5C 的 和 ,位 忠和 CBE、 
EBD 的 和 是 两 直角 . 
所 沁 , 角 DB4 .4BC 的 利 也 等 于 两 个 直角 ， 


如 果 过 任意 直线 上 一 点 有 两 条 直线 不 在 这 一 直线 的 同 
侧 , 且 和 直线 所 成 邻 角 和 等 于 二 直角 . 则 这 两 条 直线 在 同一 直 
线 上 . 

因为 ,过 任意 直线 4B 上面 点 ,有 二 条 
不 在 AB 同和 侧 的 直线 BC ,BD 成 分 骨 ABC， , E 
BD ,其 和 等 于 二 直 前 . 

则 可 证 BD 和 OB 在 同 - -直线 上 . 


事实 上 ,如 果 BD 和 BC 不 在 同一 站 线 上 ， “ 各 D 
设 BE 和 CB 在 同一 表 线 上 .因为 ,由 线 4B 位 
于 直线 CBE 之 上 ,前 4BC .ABE 的 和 等 于 两 直人 . [1.13] 
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志 欧 几时 得 :几何 原本 


但 角 4BC .ABD 的 和 也 等 于 两 直角 . 
所 以 , 角 CBE4 、ABE 的 和 等 于 和 CBA .4BP 的 和 ， 
[ 公 汉 4 和 公理 1] 
由 它们 中 备 减 去 和 CBA ,了 是 余下 的 角 4BE 等 于 余下 的 让 ABD. 
[公理 3] 


这 时 ,小 等 于 太 负 :这 是 不 可 能 的 . 

所 以 ,BE 和 CB 不 在 一 直线 上 ， 

类 似 地 ,我 们 可 证 明 除 BD 外 再 没有 其 他 的 直线 和 CB 在 同 : 直 
线 上 . 

所 以 ,CB 和 BD 在 同一 直线 下. 


也 
由 


如 果 两 直线 相交 , 则 它们 交 成 的 对 顶 角 相等 . 
设 直 线 AB, CD 相交 于 点 百 . 


A E 天 则 可 证 角 AEC 等 于 角 PEB ,有 和 贡 CEB 等 
p> 于 角 AED. 
D B 事实 上 ,因为 直线 A8R 位 于 自 线 CD 上 柚 ， 


而 构成 角 CE4 ,AED; 角 CEA, AED 的 和 等 于 


二 由衣 . 
又 ,因为 直线 CE 位 于 坦 线 4B 的 F 侧 ,构成 角 4ED, DEB; 角 
4AED, DEB 的 和 等 于 二 直角 . [1.13] 


但 是 ,已 经 证 明了 和 解 CEA4, ABED 的 利 等 于 二 直角 . 
故 角 CE4 ,ABD 的 和 等 于 角 AED, DEB 的 和 . 
[公设 4 和 公理 4] 
出 它们 中 各 减 去 胡 AED , 则 其 余 的 攻 CEA 等 十 其 余 的 角 BED. 
[公理 3] 


类 似 地 ,可 以 证 明 角 CEB 也 等 于 角 DEA,， 
14 
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证 完 
[推论 ”很 明显 , 苦 两 条 直线 相交 , 则 在 交点 处 所 梅 成 的 角 的 和 等 
于 四 直角 .] 


在 任意 的 三 角形 中 ,车 延长 一 边 , 则 外 角 大 于 任何 一 个 内 


对 角 . 
设 4BC 是 一 个 三 戎 形 ,延长 边 BC 到 
点 DD. 用 F 
则 可 证 四角 ACD 大 于 内 角 CBA, BAC 玖 
的 任何 一 个 . 
设 4C 被 二 等 分 点 EB， [J.10] B D 
连接 BE 并 延长 至 点 下 ,使 EF 等 于 BE， 
[1.3] © 
连接 FC， [公设 1] 
延长 AC 至 已. [公设 2] 
那么 ,因为 AE 等 了 BC, BE 等 于 EF', 商 边 AE ,EB 分 别 等 于 两 边 
CE, BF 又 用 AEB 等 于 角 FC ,因为 它们 是 对 珊 角 . 71.15] 
所 以 , 底 4B 等 于 底 JC, 且 三 角形 ABE 全 等 于 二 角形 CFE ,余下 
的 角 也 分 别 等 于 余下 的 朋 , 即 等 边 所 对 的 贡 ， [5.4] 
所 以 , 角 B45 等 于 角 ECF. 
但 是 , 骨 ECD 太 于 角 ECF. [ 公 胁 5] 


所 议 , 角 ACD 大 于 衣 BAE. 
类 似 地 志 有 ,车 BC 裤 平 分 , 角 BCG ,也 就 是 用 ACD，[1.151 
可 以 证 明 它 大 于 角 4BC. 证 完 


各 哄 几 里 香 : 几 何 好 本 


在 任何 三 角形 中 ,任意 丁 角 之 和 小 于 两 直角 ， 
没 4BC 中-- 个 一 角形 , 则 可 证 


| 二 角形 ABC 的 在意 两 个 角 的 各 小 
二 直 和 如 . 
人 p 将 BC 延长 至 DD. [公设 21 


《 于 是 角 4CD 是 三 角形 ABC 的 
外 和 角 , 它 太 上 上 内 对 省 ABC. 

把 角 2CB 加 在 它 人 各 边 , 则 和 角 ACD ,4 的 和 大 于 角 ABC, BCA 
的 各. 

但 大 和 骨 ACD, ACB 的 和 等 于 两 下角. [4.13] 

所 以 , 角 ABC' ,BOA 的 和 小 于 岗 壬 前 . 

类 和 似 地 ,我 们 可 以 证 明 角 BC ,ACB 的 和 和 也 小 于 二 上 喜 角 ; 角 C4B， 
ABC 的 和 也 是 这 样 . 


证 


地 


在 任何 三 角形 中 大 边 对 大 角 . 
设 在 二 角 拱 ABC 中 边 4C 大 村 
4 AB. 
”四 可 证 角 .ABC 也 天 于 前 BC4 . 
事实 上 ,因为 4C 大 于 AB., 开 AD 
于 44 已. [1T.3] 
连接 BBD. 那么 ,因为 舶 4DB 是 一 


hh 


局 
| | 


B C 
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加 四 第 1 卷 全 
角形 BCD 的 外 角 , 它 大 十 内 对 角 DCB. 
但 是 角 4DB 等 于 和 4BP ， 
这 是 因为 , 边 4 等 于 4 了 D. 
所 以 ,和 角 4BD 也 大 于 角 4CB ,从 而 , 角 4BC 比 角 .ACB 更 大 . 


证 完 


[1.16] 


在 任何 三 角形 中 ,大 角 对 大 边 . 

没 在 三 角形 4BC 中 , 角 4BC 大 于 角 BCA . 

则 可 证 边 AC 大 于 边 AB. 

事实 下 , 假 兰 不 是 这 样 , 则 4C 等 于 或 小于 AB. 现 
在 证 AC 等 于 48B ;那么 , 角 ABC 等 于 和 角 ACB， 

[1.5] 

这 是 不 行 的 .所 以 , AC 不 等 于 4B. ° 

AG 也 不 能 小 于 AB, 因 为 这 样 角 4BC 也 小 于 角 
ACB, 
但 是 ,这 是 不 行 的 .所 以 ,4C 不 小 于 AB， 
已 经 证 明了 -- 个 不 等 于 另外 -一 个 .从 而 ,4C 大 于 AB. 


在 任何 三 角形 中 ,任意 两 边 之 和 大 于 第 三 边 . 

设 4BC 为 一 个 二 角形 . 

网 可 证 在 二 角形 4BC 中 ,任意 两 边 之 和 大 于 其 余 一 边 , 邯 
B4,4C 之 和 大 于 BC， 

AB,BC 之 和 大 于 AC， 


乔 沈 儿 里 得 : 几何 原本 


BC, CA 之 和 太 -J- 48. 


尘 实 上 ,延长 BA 至 点 也 ,使 D4 等 于 C4, 连 
接 DC. 
则 | 轩 D4 等 于 AC， 本 
角 4DC 也 等 于 用 4CDD; [1.5] 8 C 
所 以 , 骨 BCD 大 于 用 4DC. [ 公 妊 5] 
由 于 DCB 是 一 角形 , 它 的 攻 BCD 大 于 角 BDC ,而 口 较 太 角 所 对 
的 边 较 厌 ， (1.19] 


所 以 DB 人 于 BC 

但是 D4 等 于 4C， 

胡 B4 ,AC 的 和 大 于 BC 

类 似 地 ,可 以 证 明 4B, BC 的 和 也 大 于 C4 BC, C4 的 和 也 大 于 


证 


避 


如 果 由 三 角形 的 一 条 边 的 两 个 端点 作 相 交 于 三 角形 内 的 
两 条 线段 ,由 交点 到 两 端点 的 线段 的 和 小 于 三 角形 其 余 两 边 
的 和 ,但 是 ,其 夹 角 大 于 三 角形 的 顶 角 . 

在 一 角形 48C 的 -条 边 BC 上 ,由 它 的 端 
本 点 吾 ,C 作 相 交 在 二 角形 4BC 内 的 两 条 线段 
E BD, DC. 
~ 则 可 证 8D, DC 的 和 小 于 二 角形 的 其 余 
[AN 两 边 B4 ,AC 之 和 .但 是 所 严 的 角 BDC 大 于 用 
人 RAC. 
圳 实 上 ,可 以 延长 BD 和 和 AC 次 于 点 再 . 
这 时 ,因为 任何 三 角形 岗 边 之 和 大 于 第 三 边 . 
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故 在 二 角形 4BE 中 , 边 48B 与 4 的 和 大 于 BE， 

把 EC 加 在 以 上 各 边 ; 

则 B4 与 40 的 和 大 丁 BE 与 EC 之 和 . 

又 , 国 为 在 三 前 形 CED 中 ， 

两 边 CB 与 ED 的 和 大 于 0D， 
给 它们 各 加 上 DB， 

则 克 与 EB 的 和 大 于 CD 与 DB 的 和 . 

但 是 已 经 让 明了 BA4 ,AC 的 和 大于 BE,EC 的 和 ,所 以 B4,AC 的 
和 比 BD ,DC 的 和 更 大 . 

又 , 因 鸭 在 任何 三 角形 中 ,外 骨 大 寺内 对 骨 . {1,16] 

故 在 三 骨 形 CDE 中 ， 

外 骨 BDGC 大 于 朋 CED. 

此 外 , 同 理 ,在 三 角形 ABE 中 也 有 外 角 CEB 大 于 和 角 BAC， 

但 是 , 角 BDC 已 被 证 明了 大 于 角 ED; 

所 以 ,和 角 BDC 比 角 BAC 更 大 . 


试 由 分 别 等 于 已 知 三 条 线段 的 三 条 线段 作 一 个 三 角形 
在 这 样 的 三 条 已 知 线 段 中 , 任 二 条 线段 之 和 必须 太 于 另外 一 
条 线段 ， 

用 二 条 已 知 线段 是 4,B,C. 它 们 中 和 任何 两 条 之 和 大 于 另外 -条 . 
即 4, 吾 的 和 天 于 CA4,C 的 和 大于 B;B,C 的 和 大 于 有 4. 

现在 要 求 由 等 二 4,B,C 的 一 条 线段 作 -个 二 角形 . 

设 另 外 有 一 条 直线 DE ,一端 为 DD, 而 在 玉 的 方向 是 无 限 长 ， 

令 DF 等 于 4A;8FG 等 于 BGH 等 于 C. [1.3] 

以 下 为 心 , FD 为 距离 , 酚 贺 DEL; 又 以 G 为 心 ,以 GE 为 距离 , 古 
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项 所 儿 里 入 -几何 原木 


KE 
过 
DD TF 五 五 
Cc 

工 


图 KLE 区 国 KLD 于 下 , 计 连 接 KF', EKG. 

则 可 证 二 角形 KFG 就 是 出 等 于 4, 吾 ,C 的 一 条 线段 所 作成 的 二 
角形 . 

事实 上 ,因为 点 下 导 DET 的 圆心 ,FD 等 于 FEK. 

但 是 FD 等 了 A, 故 KF 也 等 于 A. 

半 因 点 如 是 同 ILEE 的 圆心 , 故 GH 等 于 GK. 

介 是 GF 等 于 已 , 故 KG 也 等 于 CC. 

也 FG 也 等 于 BB; 
所 以 三 条 线段 KE FG ,GE 等 和 已 知 线 段 A,B, 人 0. 

于 是 ,由 分 别 等 于 已 知 线 段 A,B,C 的 三 条 线段 开 ', FG ,GE 作 
出 了 生 背 形 REG. 作 完 


在 已 知 直线 和 它 上 面 一 点 , 作 一 个 直线 角 等 于 已 知 直 线 角 . 
设 4 是 己 知 泊 线 ,A 
为 世上 | 碳 一 点 ,人 骨 DCE 为 F D 


己 知 直线 角 . - 
于 是 要 求 由 已 知 自 线 
AB 工 已 知 巧 及 人 必 :个 等 4 三 


于 给 定 直 线 角 DCE 的 角 . 
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第 下 兰 鲁 


在 直线 CD ,CE 上 分 别 任意 取 点 卫 , 吾 ,连接 DE. 
用 等 于 一 条 线段 CD, PP ,(C 的 一 条 线段 作 一 角形 AFG ,其 中 


CD 等 于 AF, CB 等 于 4G ,DR 等 于 FG. [1.22] 
国 为 商 边 DC, CE 分 别 等 于 两 边 4 , AG ;日 底 到 等 于 底 FG; 角 
DCE 等 于 和 FAG. 「I.8] 


所 以 ,在 已 知 直 线 AB 和 它 上 面 -- 点 4 作出 了 等 于 口 知 直线 角 
DOE 的 直线 角 FAG. 
作 完 


如 果 在 两 个 三 角形 中 ,一 个 中 的 两 条 边 分 曾 等 于 另 一 个 
中 的 两 条 人 边 , 且 一 个 中 的 赤 角 大 于 荔 一 个 中 的 实 角 . 则 夹 角 大 
的 所 对 的 边 也 较 大 . 


设 ABC, DEF 是 两 个 三 角 本 后 
形 . 其 中 边 4B,4C 分 别 等 于 两 边 /> 
DE,DF', 好 AB 等 于 DE, AG B E 
等 于 DF, 日 全 A 的 角 太 丁 在 如 CC G 
F 


的 角 . 

则 可 证 底 BC 也 太 于 底 EY. 

事实 上 ,因为 角 B40 大 于 角 EDF ,在 线 成 D8 的 点 D 作 角 EDG 等 
于 骨 BAC; [1.23] 
肥 DG 等 于 AC 日 等 于 Dr, 连接 EG ,FG. 

于 是 ,因为 48 等 于 DE ,AC 等 于 DG ,两 过 B4,AC 分 别 等 于 两 边 
ED. DG. 
莫 角 B4C 等 于 角 EDG ,所 以 底 BC 等 于 底 BEG. 


[1.4] 
又 因为 DF 等 于 DG , 角 DGF 也 等 于 角 DFG， 
[1.5] 
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者 网 几 里 得 :几何 原 小 


所 以 ,用 DFG 大 -由 BG 

于 是 角 EEG 比 角 BGF 更 大 ， 

又 因 EFG 是 一 个 三 角形 ,其 中 角 EFG 大 于 角 BGP ,而 且 较 大 角 
所 对 的 边 较 大 . [1.19] 

边 EG 也 大 于 EF, 介 是 EG 等 于 BC. 

所 以 ,BC 也 大 于 EF. 


隔 
出 


如 采 在 两 个 三 角形 中 ,一 个 的 两 条 这 分 别 等 于 另 一 个 的 
两 条 边 . 则 第 三 边 较 大 的 所 对 的 角 也 较 大 . 
设 ABC, DEF 是 两 个 三 角 


形 , 其 中 两 边 AB, AC 分 别 等 于 
| | ， 两 边 DE, PDF, 即 2B 等 于 DE.， 
4C 等 于 DF'; 且 设 底 BC 大 于 底 
8 CC EE F EF. 
则 可 证 角 BA4C 也 大 于 角 EDF. 
事实 王 ,如 果 不 是 这 样 ,网 角 BaC 或 者 等 十 首 EDP 或 者 小 于 它 . 
规 在 前 B4C 不 等 于 用 EDF. 否则 这 时 , 底 BC 就 会 等 于 底 三 ， 
仁 是 ,并 不 是 这 样 . [1.4] 
所 以 , 衣 B4C 不 等 J]- 骨 EDF.. 
又 用 BAC 也 不 小 于 阴 EDF,， 
否则 这 时 , 底 BC 也 就 会 小 于 底 EF -1.24] 
但 是 ,并 不 是 这 样 - 
所 以 ,和 BaC 不 小 于 月 EDEF,， 
但 是 ,已 经 证 明了 它们 二 相等 ; 
从而 , 角 BA4C 大 于 角 EDF. 
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第 T 卷 者 


如 果 在 两 个 三 角形 中 ,一 个 的 两 个 角 分 别 等 于 另 一 个 的 
两 个 角 , 而 且 一 边 等 于 另 一 个 的 一 边 . 即 或 者 这 边 是 等 角 的 来 
边 ,或 者 是 等 角 的 对 边 . 则 它们 的 其 他 的 边 也 等 于 其 他 的 边 ， 
且 其 他 的 前 也 等 于 其 他 的 角 ， 

设 ABC, DEF 是 两 个 二 


| Dp 
角形 ,其 中 两 用 4BC, BC4 分 & 
别 等 于 两 和 DEF, EFD. 即 骨 
ABC 等 于 角 DEF, 有 征 角 BCA 
号 HCE 下 


等 于 角 ED 又 设 它 们 还 有 …- 
边 等 于 一 边 ,首先 假定 它们 是 等 角 所 夷 的 边 , 即 BC 等 于 EF. 
则 可 证 它们 的 其 余 的 边 也 分 别 等 于 其 余 的 边 , 即 4 等 于 DE,AC 
等 于 BE ,县 其 余 的 角 也 等 于 其 余 的 角 , 即 角 B4C 等 于 角 BEDP， 
因为 ,如 果 AB 不 等 于 DE, 其 中 一 个 大 于 男 一 个 . 
令 AB 昆 较 太 的 , 取 BG 等 于 EE; 且 连 GC. 
则 因 BG 等 于 DDE, 且 BC 等 于 EF， 
两 边 GB ,BC 分 别 等 于 DE ,EF'; 
而 县 和 角 GBC 等 于 角 DEF; 所 以 底 GC 等 于 底 DE. 
又 二 角形 GBC 全 等 于 三 角形 DEF， 
这 样 其 余 的 角 也 等 于 其 余 的 角 ， 
即 那 些 与 等 边 相 对 的 角 对 应 相等 . [I.4] 
所 以 和 朋 GCB 等 于 首 DFE. 
但 是 ,由 假设 角 DEE 等 于 角 BC4 ， 
所 以 角 BCG 等 于 角 BC4， 
则 小 的 等 于 大 的 :这 是 不 可 能 的 . 
所 以 , 4B 不 是 不 等 于 底 DE， 


看 菊 儿 和 里 得 : 儿 何 原 沾 


因而 等 于 它 ， 
但 是 , BC 也 等 二 EEF， 
故 两 边 4B ,BC 分 别 等 于 两 边 DE , EF， 
且 角 ABC 等 于 角 DEF'; 
所 以 , 席 4C 等 于 底 DE， 
日 其 余 的 角 BA4C 等 了 J 其余 的 角 EDF. [1.4] 
再 者 , 设 对 着 等 角 芍 边 相 等 ,例如 48B 等 于 DE. 
则 可 证 其 余 的 边 等 于 共 余 的 边 , 即 4C 等 于 DF fH BC 等 于 EF, 还 
有 其 余 的 角 B4C 等 十 其余 的 角 五 PP， 
事实 上 , 旭 果 BC 相等 于 BF 其 中 有 一 个 较 大 . 
设 BC 是 较 大 的 ,如 果 可 能 的 话 , 晶 邻 BE 等 于 EF; 连接 AH. 
孝 么 ,因为 BF 等 二 EF, 且 2B 等 十 DE， 
两 边 AB ,BH 分 别 等 于 上 基 边 DE ,EF'. 且 它 们 所 类 的 角 相 等 ; 
所 以 底 AH 等 于 底 DF. 
而 二 角形 4BF 全 等 于 二 角形 DEF,， 
并 有 其余 的 角 将 等 于 其 余 的 角 , 出 那些 对 等 边 的 角 相 千 ; 
i1.4) 


所 以 骨 BHA 等 于 前 ED. 
但 是 角 EFD 等 于 角 BC4; 
于 是 ,在 三 角形 AHC 中 ,外 角 BHA 等 于 内 半角 BCA. 

这 是 不 吕 能 的 ， [1.16] 

所 以 BC 不 是 不 等 EF， 

十 是 就 等 于 它 . 

但 是 ,AB 也 等 于 到 ,所 以 两 边 AB,BC 分 别 等 于 两 出 DE, EF, 而 
旦 它们 所 光 的 角 也 相等 ; 

所 以 , 底 AC 等 于 底 DFE， 

本 角形 4BC 全 等 于 三 角形 DEFP ,日 其 余 的 角 BaC 等 于 其 余 的 角 
EDF. _I.4] 
证 完 


第 [ 郑 考 


如 果 一 直线 和 两 直线 相交 所 成 的 错 角 彼此 相等 . 则 这 二 
直线 互相 平行 ， 

设 直 线 BF 和 一 直线 4B, CD 相交 
所 成 的 错 角 AEF 与 EFD 彼此 相等 . 


则 可 证 4B 半 行 十 CD. A 号 3 , 
事实 上 , 若 不 平行 , 当 延 长 48,CD e 


时 ;人 它们 或 者 在 B,D 方向 或 者 在 4 
方向 相交 , 设 它 们 在 B,D 方向 相交 于 
人 .那么 ,在 一 角形 GEF 中 ,外 和 AREF 等 寺内 对 和 角 EFG: 这 蚌 不 可 能 
的 . [I.16] 
所 以 ,4 ,CD 经 延 氏 后 在 如 ;也 方 同 不 相交 . 
类 似 地 ,可 以 证 明和 它们 也 不 在 4, 它 - - 方 相 交 . 
但 在, 二 引线 既然 不 在 任何 - 方 相 交 ,就 是 平行 . 


所 以 ,48 平行 于 CD. 


如 果 一 直线 和 二 直线 相交 所 成 的 同位 前 中 相等 ,或 者 同 
专 内 角 的 和 等 于 二 直角 . 则 二 直线 互相 平行 . 


中 ”原文 无 “加 位 前 "这 种 称 法 .我 们 和 将” the exterior eye equal Io interior 
am opposite angqe” 译 为 "同位 角 相 等 .” 
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三 殉 下 里 得: 几何 原本 


设 硝 线 EF 和 一 直线 4P, CD 相交 所 
成 的 同位 角 EGB 与 GHD 相等 ,或 者 同 旁 
内 角 , 即 BGH 与 GHD 的 和 等 于 二 直角 . 

则 可 证 4B 平行 于 CD. 

事实 上 ,因为 攻 BGB 等 于 角 GHD, 这 
里 骨 EFGB 等 于 用 4G. 


[1.15] 
角 AGH 也 等 于 角 GHD, 而 日 它们 是 错 角 ;所 以 ,4B 半 行 于 CD. 
{1.27] 
久 因 前 BGF ,GHD 的 和 等 于 二 直 衣 ,是 角 AGH, BGH 的 和 也 等 
于 一 上 直 前 . 11.13] 


骨 AGH, BGH 的 和 也 等 于 角 BGH, GHD 的 和 .由 前 面 两 边 各 减 
友 角 BOH:; 则 余下 的 角 AGH 等 于 余下 的 角 GHD, 上 HH 它 们 是 错 角 ; 
所 以 ,AB 平行 于 CD. [1.27] 
证 完 


一 条 直线 与 两 条 平行 直线 相交 . 则 所 成 的 内 错 弟 相等 , 同 
位 角 相 等 , 且 同 沉 内 和 角 的 和 等 于 二 直角 . 

设 直 线 EF 与 两 条 平行 直线 AB, CD 

则 可 证 链 和 角 4GH, GHD 相等 ;同位 角 
EGB, GHD 相等 ; 旦 同和 劳 内 贡 BGH, GHD 
的 和 等 于 二 直角 . 

事实 上 , 苦 阴 4GF 不 等 于 角 GED , 没 
其 中 - -个 较 大 , 设 较 大 的 角 是 4GH, 给 这 
二 个 角 都 加 上 角 BGEH, 则 角 .4GE ,BGH 的 和 大 于 角 BGH, GHD 的 和 ， 


3 


第 [着重 


但 是 角 AGH, BGH 的 和 等 于 二 直角 ， {1.13] 
故 角 BGH, GHD 的 和 小 于 二 直角 ， 
但 是 将 二 直线 无 限 延长 , 则 在 三 角 的 和 小 于 二 直角 这 _- 侧 相交 . 
[公设 5 引 
所 以 , 若 无 限 延长 48 ,CD 别人 必 相交 ,但 它们 不 相交 ,因为 ,由 假设 
它们 是 平行 的 . 故 和 角 AGE 不 能 不 等 于 和 衣 GED , 即 它 人 是 相等 的 . 


又 , 角 AGH 等 于 角 EGB. [1.15] 

所 以 ,和 角 EGB 也 等 于 角 GHD. [公理 11 

给 上 闸 两 边 种 加 角 BGB, 则 和 EGB, BGH 的 和 等 于 骨 BGH. 
GHD 的 和 ， [会 理 2] 

但 和 角 EGB ,BGH 的 和 等 于 二 直角 . i1.13] 


所 以 , 角 BGH ,GHD 的 和 等 于 一 直角 . 


证 完 


一 些 直 线 平行 于 同一 条 直线 , 则 它们 也 互相 平行 . 
设 直 线 4B, CD 的 每 一 条 都 平行 于 BF 
划 可 证 4B 也 平行 于 CD， 


4 六 一? 因为 可 设 直 线 GE 和 它们 相交 ,这 时 ， 
5 Ff 因为 直线 GK 利平 行 直线 4B, EF 都 相交 ， 
p 角 AGK 等 于 角 GHF. [1.29] 
艾 国 为 ,直线 GK 和 平行 直线 EE, CD 
相交 , 角 GHF 等 于 角 GED. [1.29] 
但 是 ,已 经 证 明了 和 角 AGE 也 等 于 阴 GHF; 所 以 , 角 AGEK 也 等 于 角 
GKED:; [公理 1] 
旦 它们 都 是 错 角 . 


所 以 ,4B 平行 于 CD. 


馨 沈 几时 得 :几何 原本 


全 32 


过 一 已 知 点 作 一 直线 平行 于 已 知 直 线 . 
设 及 是 -已 知 点 ,BC 是 已 知 直 线 .二 


是 ,要 求 经 过 这 个 点 生 作 -- 和 直线 平行 于 再 ”EE -4 F 
8B [中 


在 BC 上 任意 取 一 点 力 , 连 楼 AD; 人 在 
直线 DA 上 的 点 4, 作 前 DAE 等 于 角 
ADC:. [1.231] 

市 且 设 自 线 4 尼 是 直线 到 的 延长 线 . 

这 样 , 直线 AD 就 和 两 条 肖 线 BC, EF 相交 成 投 此 相等 的 错 前 


EAD, ADG, 
,BAF TF 行 BC. [1.27] 
从 而 ,经 过 已 知 点 站 作出 了 一 条 平行 于 已 知青 线 BC 的 直线 BA4F. 


作 完 


命题 32  ) 


在 任意 三 角形 中 ,如 果 延 长 一 边 . 则 外 角 等 于 二 内 对 角 的 
和 ,而 且 三 角形 的 三 个 内 角 的 和 等 于 二 直角 . 
设 ABC 是 一 个 三 角形 ,延长 其 一 边 
BC 至 也， 
则 可 证 外 角 4CD 等 两 个 内 对 骨 
CAB,ABC 的 和 疆 二 解 烘 的 二 个 内 散 
4BC .BC4 .C4B 的 和 等 于 二 占 角 . 万 
串 实 上 ,过 点 CG 作 平 行 于 自 线 4B 
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的 直线 CE. [1.31] 


这 样 ,由 于 4AB 平行 于 (CB, 且 AC 和 它们 同时 相交 ,其 错 角 BaC， 
ACE 彼此 柑 等 . [1.29】j 

时 因为 ,4 平行 于 (本 ,下 让 线 BD 同时 和 它们 相交 ,同位 角 ECD 
与 前 ABC 相等 . [1.291 


但 是 ,已 经 证 明了 前 ACE 也 等 于 和 BA4C:; 

故 整 体 角 4CD 等 于 两 由 对 角 BadC .4BC 的 和 . 

给 以 上 各 这 加 上 上 和 角 ACB. 

于 是 角 ACD ,ACB 的 和 等 于 三 个 角 4BC, BCA ,Cd4 的 利 . 
但 角 ACD ,ACE 的 和 等 于 二 直角 . [1.13] 
所 以 , 角 ABC, BCA4, CAB 的 和 也 等 于 二 直角 . 证 完 


在 同一 方向 {分别 ) 连 接 相 等 且 平 行 的 线段 (的 端点 ), 则 
连 成 的 线段 也 相等 且 平 行 . 
设 AB, CD 是 相等 用 平行 的 ,又 设 


号 4 AC,BD 是 同一 方 徊 (分别) 连接 它们 ( 端 
点 ) 的 线段 ， 
岂可 让 4C, BD 相等 旦 平行 .连接 
C BO. 
因为 428 平行 于 CD, 且 BC 与 它们 
相交 , 则 错 角 ABC 与 BCD 彼此 相等 . 11.29] 


又 因为 ,2AB 等 于 CD ,有 BC 公用 ， 
两 过 AB ,BC 分 别 等 于 两 边 DC ,CB 旦 角 ABC 等 于 角 BCD. 
所 以 , 底 AC 等 于 底 .50D ,出 三 角形 ABC 全 等 于 三 角形 DCB .其余 
奖 第 也 与 其 余 的 角 分 别 相等 , 即 相 等 边 所 对 的 前 . [IT.4] 
所 以 , ACB 等 于 角 CBD. 
又 因为 ,直线 BC 同时 与 两 直线 AC, BD 相交 成 的 错 角 相等 , AC 
29 


重 欧 儿 果 得 儿 何 原本 


平行 于 BD. [1.27] 
下 已 证 明了 它们 也 相等 . 


在 平行 四 边 形 9 面 片 中 ,对 这 相等 ,对 角 相 等 且 对 角 线 人 


二 等 分 其 面 片 ， 
设 4CDB 是 平行 四 边 形 面 片 , BC 4 B 
是 对 角 线 ， 
岂可 证 平行 四 按 形 面 片 A4CDB 的 
对 边 相等 ,对 角 相 等 旦 对 角 线 BC 二 等 “《 ? 
分 此 面 片 . 
事实 上 ,因为 4B 平行 1 CD, 且 直 线 BC 与 它们 相交 的 错 角 ABC 
与 BCD 彼此 相等 ， :1,29] 
又 因 AC 平行 于 BD, 有 HH BC 利 它 人 相交 ,内 错 角 4CB 与 CBD 相 
等 . [1.291 


所 以 ,ABC ,DCB 是 具有 两 个 角 ABC ,BC4 分 别 等 于 角 DOB, CBD 
的 二 角形 , 旦 :条 还 等 于 一 条 边 . 即 与 等 角 相 邻 晶 是 ;者 公共 的 边 
BC. 

所 以 ,它们 共 余 的 过 也 分 别 等 于 其 余 的 这 , 旦 其 余 的 角 也 相等 . 

[1.261] 

所 以 边 AB 等 于 CD,AC 等 于 BD, 且 角 BAC 等 于 角 CDB. 

全 ABC 等 于 角 BCD ,日 角 CBD 等 于 角 4CP , 浆 体 角 ABD 等 于 整 
体 角 ACD. [公理 2] 
而 开 也 证 明了 角 BA4C 等 本 和 用 CD. 


全 ” 厚 文 无 "平行 四 边 行 " 定 交 ， 
名 ”原文 是 diameter" 译 成 “对 和 角 线 ”. 
0 
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所 以 ,在 平行 四 边 形 甸 片 中 ,对 边 相 等 ,对 角 和 被 此 相等 . 
其 次 ,可 证 半角 线 也 二 等 分 其 面 片 . 
因为 ,AB 等 于 CD, 且 BC 公用 . 
两 边 48, BC 分 别 等 于 两 边 DC, CB, 是 角 ABC 等 于 角 BCOD ,所 
以 , 底 AC 等 于 底 DB , 且 三 角形 ABC 全 等 于 三 角形 DOB. [1.4] 
所 以 ,对 角 线 BC 一 等 分 平行 四 近 形 ACDB. 
证 


喇 


在 同 底 上 上 且 在 相同 两 平行 线 之 间 的 平行 四 这 形 被 此 相等 . 
设 ABOD, EBCF 是 平行 四边 形 ， 


4 DE F 它们 有 局 底 BC 且 在 相同 二 平行 线 
4F, BC 之 间 . 
则 可 让 4BCD 等 于 平行 四 边 形 
Ba a EBOF. 
内 为 , 巾 于 ABCD 是 平行 中 边 
形 , 上 AD 等 十 BC. [1.34] 
同 理 也 有 了 等 于 BC, 这 样 4D 也 等 于 EE， [公理 1] 
又 DE 公用 .所 以 丈 体 48 等 于 整体 DF'， [公理 2] 
但 45 也 等 于 DC， [1.34] 
所 以 两 达 EA4 , 4B 分 别 等 于 英 边 DD,DC, 且 前 FDC 等 于 角 忆 4B, 这 足 
因为 同位 前 相 等 . [1.29] 
所 以 , 底 BB 等 于 底 Fo ， 
且 二 角形 EK4B 全 等 于 三 角形 FDC; [E41 


市 上 边 每 一 个 减 去 二 角形 DGE; 
则 剩余 的 梯形 了 了 ABGD 仍然 等 于 剩余 的 梯形 EGCF. [公理 3] 


全 ”原文 无 "梯形 "定义 . 
34 


三 欧 儿 里 香 - 几 何 怪 本 


给 上 边 每 一 个 如 上 三 角形 GBC; 
则 穆 体 平行 四 这 形 4BCD 等 于 整体 平行 四 边 形 BBCF， [公理 21 


在 等 底 上 且 在 相同 二 平行 线 之 则 的 平行 四 边 形 彼 此 相等 . 

设 4BCD ,PEGE 是 半 行 四 
边 撒 , 它 们 在 等 底 BCG, FG 上 . Dp E HF 
旦 在 相同 的 平行 线 48, BG 之 
全 | . 

则 可 让 笠 行 四 边 形 4BCP 8 二 志 G 
等 于 EFGH. 连接 BE, CH. 则 因 
BC 等 于 FG ,而 FG 等 于 EH ,BC 等 二 EH. [ 公 归 1] 

但 是 ,它们 也 匡 平 行 的 . 

又 连接 EB ,IC; 


但 是 ,在 同方 向 (分 别 ) 连 接 相 等 昌平 行 的 (在 端点 ) 线 段 是 由 等 日 
平行 的 . [1.33] 
所 以 EBCH 是 一 个 平行 四 边 形 . [I.34] 

日 它 等 于 4BCD ,因为 它们 有 相同 的 底 BC, 且 在 相同 的 平行 线 BC， 
AFH 之 间 . [1.35 | 
同 理 , EFGH 也 等 于 同一 个 BBC . [1.35] 
这 样 一 来 ,平行 四 边 丧 4BCD 也 等 于 EFGH. [公理 1] 
证 完 


在 同 底 上 且 在 相同 二 平行 线 之 间 的 三 角形 被 此 相等 . 
32 
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设 二 角形 4BC ,DPC 同 底 外 在 相同 一 


E 有 下 平行 线 4 六 ,BC 之 间 . 
则 可 证 二 角形 4BC 等 于 三 骨 撒 DBC. 
CE 加 两 个 方向 延长 AD 至 呈 , 严 ;过 吾 作 
Hs 


BE 平行 二 (4 ， [1.34] 
过 口 作 CF 平行 J BD. 
因 图 形 EBCA4 ,DBCF 的 得 一 个 都 是 平行 四 边 形 ; 且 它们 相等 . 
有 央 为 它们 在 同 底 BC 上 和 且 在 二 平行 线 BC, EF 之 间 . .1.35] 
此 外 ,三 角形 ABC 是 半 行 四边 形 EBCA 的 : 半 , 因 为 对 角 线 4B 


一 等 分 它 . [1.34] 
又 二 角形 DBGC 是 半 行 四 边 形 DBCF 的 - - 半 , 因 为 对 骨 线 DC 平分 
己 ， [1.34] 


[但 是 相等 的 量 的 一 六 也 彼此 相等 .| 
所 以 ,三 角形 ABC 等 于 一 角形 DBC. 


沿 
bu 


“三 汪 


在 等 底 上 且 在 相同 二 平行 线 之 间 的 三 角形 是 相等 的 . 
设 二 前 形 4BC, DEF 在 等 底 
BC, EK 上 (在 相同 二 平行 线 BF ， 条 总 H 


人 
AD 之 问 . 
则 可 证 三 角形 4BC 等 于 一 角 
撒 DEF. B 各 F 


事实 上 ,向 其 个 方 问 延长 AD 
至 G,FH; 过 BB 作 BG 平行 十 G4， [1.311 
过 扬 作 FH 下行 寺 DDE, 

则 图 形 GBC4, DEFH 每 :个 都 是 平行 四 边 形 ;月 一 者 相等 , 即 
CBC4 等 于 DEFH ; 
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[1.36} 
此 外 :角形 4BC 是 平 行 四 边 形 GBC4 的 …-- 半 ;因为 对 角 线 AB 
二 等 分 它 ， [1.34] 
区 三 角形 FED 是 下行 四 边 形 DEFE 的 一 半 ; 因 为 对 角 线 DF' 二 等 
分 它 ， |1.34] 
[但 是 ,相等 的 量 的 一 半 也 相等 . ] 
所 以 ,三 角形 4BC 等 于 三 角形 DEF 
证 完 


在 同 底 上 且 在 底 的 同一 侧 的 相等 三 角形 必 在 相同 二 平行 
线 之 间 . 
设 48C, DBC 是 由 等 的 三 角形 ,它们 有 
4 D 同 底 BC, 且 在 BC 同一 侧 . 
[ 则 可 证 它们 也 在 相同 二 平行 线 之 间 .] 
为 此 , 若 连 接 AD， 
则 可 证 4D 平行 于 BC. 假若 不 平行 ,经 
过 点 4 作 4F 平行 于 直线 BC， [1.31] 
连接 EBC. 所 以 ,二 角形 ABC 等 于 三 角形 EBC.. 


因为 它们 在 同 底 BC 虐 量 在 村 间 二 半 行 线 之 疝 . [1.37} 
但 是 ,二 角形 4BC 等 于 三 角形 DBC, 故 二 角形 DBC 也 等 于 三 前 
形 EBC. [公理 1] 


于 是 ,大 的 等 于 小 的 :这 是 不 可 能 的 . 
所 以 4E 不 平行 于 BC. 
类 似 地 ,我 们 能 证 明 除 4D 外 ,其 他 任何 直线 不 平行 于 BC. 
所 以 ,AD 平行 于 BC. 
证 完 
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等 底 且 在 底 的 同 侧 的 相等 三 角形 也 在 相同 二 平行 线 之 
间 . 
设 ABC ,CDE 是 相等 的 一 前 形 , 旦 有 等 
A D 底 BC ,CE, 且 在 底 的 同 侧 . 
则 可 证 两 二 角形 在 相同 的 二 平行 线 之 
何 ,因为 若 连 接 AD. 


8 则 可 证 4D 平行 于 BE. 
因为 ,如果 不 是 这 样 , 设 AF 经 过 点 及 

而 平行 于 BE， 11.31] 
连接 三. 

所 以 ,各 乡 ABC 等 地 三 角形 FCE. 因为 它们 在 等 底 BC, CE 上 
且 在 相同 二 平行 线 BE, AF 之 间 . [1.38] 

但 是 ,三 角形 ABC 等 于 三 角形 OE. 所 以 ,下 角形 XB 也 等 于 一 
角形 FCOE,， 


这 样 ,大 的 等 于 小 的 :这 是 不 可 能 的 .所 以 4P 不 平行 于 5 
类 似 地 我 们 能 证 明 除 AD 外 ,其 他 任何 直线 不 平行 于 BE. 
所 以 ,AD 平行 于 BE. 

证 


讲 


如 果 一 个 平行 四 边 形 和 一 个 三 角形 既 同 底 又 在 二 平行 战 
之 闻 . 则 平行 外边 形 是 这 个 三 角形 的 二 和 倍 . 
因为 可 设 平行 四 边 形 4BCD 和 三 角形 EBC 有 共同 的 底 BC ,六 在 
3 


各 了 哆 儿 申 得 ' 儿 何 版 本 


相同 : :平行 线 BC ,AE 之 问 ， 
则 可 让 平行 


Ll :平行 天 边 撒 4BCD 是 三 角形 BBC 4 部 E 
1 一 倍 . 
连接 4C， 
8 交 


那么 ,二 角形 48C 等 于 二 戎 形 BBC ,因为 一 
者 有 辐 底 BC ,又 在 相同 的 衬 行 线 BC, AE 之 


间 . [1.37] 
但 是 平行 四 边 形 4BCP 是 一 角形 4BC 的 二 倍 , 这 是 因为 对 贡 线 
4C 二 等 分 ABCD. “1.34: 


这 样 一 来 ,平行 上 四边形 ABCD 也 是 二 角形 BBC 的 二 信 . 
证 完 


命题 42 ) 


用 已 知 直 线 角 作 平 行 四 边 形 ,使 它 等 于 已 知 三 角形 
进 ABC 是 山 知 二 -角形 ， 


4 £ Go 且 万 是 己 知 首 线 朋 . 于 是 时 

| 用 直线 角 五 作 -个 平行 四 
边 形 等 于 二 角形 4B0 

a 将 BC 二 等 等 分 于 五 ,并 


有 连接 AE; 
在 自 线 EC' 上 的 点 下 作 
角 ( 严 玉 ,使 七 等 于 给 定 贡 五. [I.23 ] 
经 过 4 作 4G 平行 于 EC， [T.31] 


又 经 过 号 作 CG 和 行 EF. 
耶 么 ,EECOG 是 半 行 四 边 形 ， 
你 ,因为 BE 等 于 EG， 
二 角 撒 ABE 也 等 于 二 角形 AEC, 国 为 它们 在 相等 的 底 BE, EC 
上 ,月 在 相同 二 平行 线 BC ,4G 之 间 ; [1.38] 
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所 以 ,一 角形 ABC 十 二 相形 AEC 的 二 入. 

但 是 , 半 行 四 边 形 FECG 也 等 于 三 角形 48C 的 二 傅 . 事 实 上 ,它们 
同 底 昌 在 相同 二 平行 线 之 间 ; [1.41] 

所 以 ,平行 四 边 形 FECG 等 于 三 角 夫 4BC. 

而 且 它 有 一 个 角 CEF 等 于 已 知 前 也 . 

记忆 ,作出 了 平行 四 边 形 FECG, 它 等 于 已 知 二 角形 ABC, 且 有 一 
个 角 CEF 等 于 已 知 衣 DD. 

作 完 


在 任意 平行 四 边 形 中 ,对 角 线 西边 的 平行 四 边 形 的 补 形 
被 此 相等 . 

设 A4BCD 是 平行 旺 边 埠 ,4C 是 它 
的 对 角 线 ;4C 也 是 平行 四 边 形 王 了, 
的 对 角 线 .把 BK, KD 称 为 补 形 ， 

则 可 证 补 形 BK 等 于 补 形 K&D. 
因为 ABCD 是 平 行 四 边 形 , 而 肌 
4C 是 它 的 对 角 线 . 

二 角 撒 ABC 等 上 三 角形 ACD. 1I.34] 

又 因 8 是 平行 四 边 形 , H. AK 在 它 的 对 角 线 ,二 角形 4EK 等 于 
二 朋 形 .455K 

问 理 , 二 角形 KFC 由 等 于 -- 角 形 KOC . 

现在 ,因为 一 角形 4EK 等 1 一 角形 AHK, 日 RFC 等 于 KGC, 从 而 
三 角形 AEK 与 KGC 的 和 等 J] 一 角形 ABHK 与 KEG 的 利 . 


-公理 2] 

各 整体 二 人 第 形 ABC 也 等 于 丈 体 三 角形 如 DPC; 
所 以 ,余下 的 补 形 BK 等 于 余下 的 补 形 KD. [公开 3] 
证 完 
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者 改 儿 里 得 : 几 休 永 本 


用 已 知 线 段 及 已 知 直 线 角 作 一 个 平行 四 这 形 , 使 它 侍 于 
已 知 三 角形 . 

设 4B 是 己 知 线段 ， 
局 站 已 知 三 角形 ,而 D 
是 已 知 直 线 角 , 求 用 已 知 
线段 4B 及 等 于 了 的 一 
个 第 作 一 平行 四 边 形 等 


于 已 知 二 角形 C. 

设 要 作 等 于 三 角形 

C 的 平行 四 边 形 尽 BEFG , 共 中 角 EBG 等 于 角 D， [I.42 
移动 线段 BE 到 直线 4B 上 ,并 延长 FG 至 互 ,过 4 作 45 平 行 于 BG 

或 EF [1.31] 
因为 直线 HF 交 平 行 线 AH, EF; 角 AHF 与 HEFE 的 和 等 于 二 直 

角 . [1.29 
故 角 BBG 与 GFE 的 和 小 于 二 直角 ,上 且 将 直线 无 限 延 长 之 后 在 小 

十 二 直角 的 这 一 侧 相 交 ; [公设 5] 
所 以 HB ,FE 当 着 延长 之 后 型 相 次 , 设 延 长 之 乒 的 交点 为 天 ,过 点 下 

作 乓 2 平行 于 五 4 或 PH. [1.31] 


旧 设 A ,GB 延长 人 至 点 工 , 瑶 . 那 么 , HLKF' 是 平行 四 边 形 , HK 是 
它 的 对 角 线 ; AG 、WE 是 平行 站 边 形 ; LB , BF 是 关于 HK 的 补 形 ; 页 


LB 等 于 BF. [1.43] 
但 BF 等 于 三 衣 形 C0, 帮 LB 也 等 于 CC. [公理 11 
又 内 为 用 GBE 等 于 和 角 ABM， [I.1s] 


这 时 角 GBE 等 于 角 姜 , 角 ABM 也 等 于 攻 万 . 
所 以 ,用 线段 4B 作出 的 平行 四 边 形 LB 等 于 已 知 三 角形 CC 且 其 
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中 前 ABM 等 于 角 姜 . 


用 一 个 已 知 直线 角 作 一 平行 四 边 形 使 它 等 于 已 知 直 钱 
形 . 

设 ABCD 是 已 知 直 线形 日 吾 是 已 知 直线 角 . 求 用 己 知 角 作 平行 四 
边 形 等 于 直线 形 ABCD. 

连接 DB , 设 要 作出 等 于 一 角形 ABD 的 平行 四 边 形 中 FT ,其 中 角 


HEAT 等 于 角 妾 ; [I.421 
且说 要 在 线段 GH 上 作出 平行 四 边 形 GM 等 于 三 角形 DBC , 共 中 
和 GEM 等 于 间 五 . [1.44] 


Dp F © Lr 
| [a 
五 
站 KM 


则 因 角 五 等 于 HREF, GHM 的 每 一 个 , 角 HEF 也 等 于 角 GHM. 


[公理 1] 
把 角 KHG 加 在 上 面 各 边 , 刚 和 角 FH, KHG 的 利 等 十 角 KHG， 
GHM 的 和 .得 是 , 骨 FREEH, KHG 的 利 等 于 二 育 角 . [1.29] 


所 以 , 角 KHG ,GHM 的 和 也 等 于 二 直角 . 
这 样 . 用 一 条 线段 GH 及 它 上 甸 一 点 五 ,不 在 它 同 侧 的 一 线段 
KH , HM 作成 相 邻 的 二 角 的 和 等 于 二 直角 . 


所 以 ,KH 和 HM 在 同一 条 直线 上 . [1.14] 
又 因 直 线 HG 和 平行 线 EM, FG 相交 , 错 人 用 HG , HGF 相等 ， 
[1.29] 
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各 欧 儿 四 得 : 儿 何 如 本 


将 衣 五 6 加 在 以 上 各 过 | 


则 和 角 MEBG , HGL 的 和 答 于 角 HGE', HGL 的 和 . [会 理 2 
但 是 , 角 MEHG, HGL 的 和 等 于 二 月 凶 ; “1.29] 
所 以 ,前 EGE ,HGI 的 和 和 也 等 十 二 直角 ， [公理 1 
所 以 ,FG 和 GL 在 同一 直线 上 . 1I.14] 
处 , 国 为 FK 等 于 日 平行 二 五 G ， [11.34 
HG 也 等 于 昌平 行 于 1 ,这 样 KF' 也 等 于 且 平 行 于 LL， 

[公理 1,1.30] 

连接 线段 KV, 到:( 在 它们 的 端点 处 ); 则 KM ,FL 相等 用 平行 . 
[1.33] 


所 以 ,KFLM 是 平行 四 边 形 ， 

六 ,因为 二 角形 ABD 等 于 平行 四 边 形 玉 . 角形 DBC 等 于 平行 
四 过 形 GM , 整 性 由 线形 ABCD 等 于 整体 平行 四 边 形 KFLM . 

所 以 ,作出 了 一 个 等 于 己 知 自 线 形 48CD 的 平行 四 边 形 RLNW ,其 
中 角 FEM 等 于 已 知 角 五 ， 


作 完 
在 已 知 线段 上 作 一 个 正方 形 . 
设 AB 是 已 各 线段 ;要求 在 线段 A4B 上 作 
< 一 个 正方 形 . 
令 4C 足 内 线段 4PB 上 的 点 有 A 所 而 的 直 
万 E 线 , 它 与 AB 成 育儿 . [1.11] 
取 AD 等 于 AB; 


过 点 吃 作 DE 平行 于 4B ,过 点 呈 作 2B 平 


旭 8 行 于 2D, 所 以 ADEB 是 平行 四边 形 ;从 而 AB 
等 于 DE, 有 是 4D 等 于 BE. [1.34] 


第 [ 疮 鲁 


但 是 ,4 等 二 4, 所 以 四 条 线段 B4 、AD .DE .EB 彼此 相等 ;所 以 平 
行 边 形 405 是 等 边 的 . 

其 次 ,又 可 证 四 个 胡 都 是 直角 . 

因为 ,中 于 线段 AD 利平 行 线 AB, DE 相交, 角 BA4D ,ADE 的 和 等 


于 一 直 前 . 2 1.29 
但是 ,前 BAD 是 丙 前 ; 帮 前 2DE 也 是 则 前 ,在 平行 四 边 形 面 片 中 
对 这 以 及 对 角 相 等 . [1.34] 


所 以 ,对 角 ABE ,BED 的 每 一 个 也 是 下 角 , 从 而 ADEB 是 直角 的 . 
巨 经 证 则 了 它 也 是 等 边 的 
所 以 , 它 是 在 线段 AB 上 作成 的 一 个 正方 形 . 


作 完 


在 直角 三 角形 中 ,直角 所 对 的 边 上 的 正方 形 等 于 夹 直 角 
两 边 上 正方 形 的 和 . 

设 4BC 是 直 闻 三 角形 ,已 
知人 第 BAC 是 直角 ， 

则 可 让 BC 上 的 正方 形 等 
于 B4,a4C 上 的 正方 形 的 和 . 

事实 上 ,在 BC 上 和 作 正 方 增 
BDEC, 晶 在 BA, AC 上 作 正 方 
形 GB,HC. [1.46] 

过 和 婚 作 有 AL 半 行 于 BD 或 
CE ,连接 AD, FC. 

因为 前 BA4C, BAG 的 每 一 
个 都 是 直角 ,在 一 条 占线 RB4 上 
的 一 个 点 4 有 两 条 直线 4C ,4G 
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重 欧 几时 得 ` 几 何 彤 本 


不 在 它 的 同一 侧 所 成 的 沿 邻 角 的 和 等 于 二 直角 ,于 是 C4 与 4G 在 同 
一 条 直线 上 . [1.14] 
同 理 , B84 也 与 48 在 问 一 条 直线 上 . 
又 内 和 DBC 等 于 骨 FBA :因为 每 一 个 角 都 是 直 前 :给 以 上 两 角 各 


加 上 上 角 4BC; 

所 以 ,整体 角 DBA 等 于 整体 角 5C. [公理 2] 

又 因为 DB 等 于 BC, FB 等 于 FA; 两边 4B, BD 分 别 等 于 两 边 
FB, BC. 

又 角 ABD 等 于 角 ZEBC; 所 以 底 4D 等 于 底 FC, 日 二 角形 ABD 全 
等 上 一 节 形 FEBC. [I.4] 

现在 ,平行 四 边 形 BL 等 于 三 角形 48D 的 一 倍 ,因为 它们 有 辐 底 
BD 且 在 平行 线 BD,AL 之 问 . [1.41] 

区 正方 形 GB 是 二 角形 FBC 的 二 倍 , 因 为 它们 又 有 同上 床 事 日 在 
相同 的 平行 线 FB, GC 之 间 . [1.41] 


[但 是 ,等 量 的 一 们 仍然 是 相等 的 .] 

故 ,平行 四 边 形 BL 也 等 于 正方 形 G88. 

类 似 地 ,区 连 接 4A、BK, 也 能 证 明 平 行 四 边 形 CL 等 于 正方 形 
HC. 

故 , 整 体 止 方形 BDEC 等 于 阿 个 正方 形 GB ,HC 的 种 . 

-公理 2] 

而 正方 形 BDEC 是 在 BC 上 作出 的 ,下 方形 GB ,HC 足 在 有 4 ,4C 
EF 和 作 里 的. 

所 以 ,在 过 BC 上 的 正方 形 等 于 边 吾 4 ,4C 上 下 方形 的 利 . 

证 


省 


如 果 在 一 个 三 角形 中 ,一 边 上 的 正方 形 等 于 这 个 三 角形 
另外 两 边 上 正方 形 的 和 . 则 夹 在 后 两 边 之 间 的 角 是 直角 . 
42 


第 [ 卷 亏 


因为 可 设 在 三 角形 ABC 中 , 边 BC 了 上 的 正方 
形 等 于 边 豆 4 ,4C 下 的 正方 上 珍 的 和 . © 

则 可 证 角 BAC 是 直角 . 

设 在 点 4 作 AD 与 4C 成 由 前 , 取 AD 等 于 

因为 , DA 等 于 AB, DA 上 的 正方 形 也 等 于 45 
上 的 正方 形 . D 可 四 

给 [上面 正 方形 各 边 加 AC 上 的 正方 形 . 

则 DA ,AC 上 的 正方 形 的 和 等 于 B4 ,4C 上 正方 形 的 和 ， 

但 是 , DC 上 的 正方 形 等 于 DA,AC 上 的 正方 形 的 和 ,因为 角 DAC 
是 直 骨 ; [1.47] 

月 BC 于 的 正方 形 等 于 到 ,4C. 上 正方 形 的 和 ,因为 这 是 鼻 设 ; 

故 DC 上 正方 形 等 于 BC 下 的 正方 形 .这样 一 来 , 边 DC 也 等 于 边 
BC. 

又 因 Da 等 六 4B,AC 公用 . 

两 边 DA , AOC 等 于 两 边 BA ,AO; 且 虞 DC 等 F 底 BC. 

所 以 ,和 衣 DAC 等 于 前 BAC.. [1.8] 
但 是 , 角 Dac 是 直角 ， 

所 以 , 节 BRac 也 是 直角 . 


证 完 

1T.47] 妈 希腊 人 所 谓 的 毕 返 哥 接 斯 (pythagoras, 约 公元 前 六 世纪 ) 定 理 , 也 有 人 
试 为 埃及 人 已 经 知道 了 直角 三 角形 一边 汶 3.4,5 的 结 红 ,还 有 大 认 为 已 经 知道 了 
等 跟 百 前 二 角形 的 结果 .总 之 ,认为 里 于 毕 氏 结果 的 都 挟 特 殊 情 况 ,而 毕 红 发 现 了 
普遍 结果 . 毕 氏 企 图 找到 各 种 二 个 整数 组 点 示 下 前 一 前 形 于 迫 的 普 远 公 此 . 匿 记 
载 ,他 给 出 公式 ;- - 边 为 28 + 1, 另 一 边 为 J[(2n + -1]1= 222+278, 而 纺 为 
272+2R+ 1 和 为 不 整数 ). 查 计算 结果 ， 总 是 强 比 - -过 守 1 如 R=5, 得 过 为 11， 
60,61{ 见 Morian Cajori 片 著 , 昔 丹 文 许 : 审 等 算 学 史 ) .这 个 辣 题 , 演 冤 为 数学 由 出 现 
的 匀 股 数 问 题 , 欧 儿 里 得 在 本 卷 命 题 47 引 采 用 的 (面积 法 ?证 出 方法 是 他 本 人 给 出 
的 、- 青 延 册 到 现在 .他 将 这 个 结 失 推广 到 重 一般 的 情况 ,即将 边 上 的 “E 方形 " 推 
广 到 边 上 的 * 彬 似 上 有 相似 舍 置 "的 罚 形 上 去 .这 的 确 算 足 -个 高 峰 { 第 WT 着 ,命题 
31) ,当然 有 关公 叔 定 理 的 其 他 证 明 方 法 不 胜 校 举 ,不必 教 述 . 


各 菊 几 里 得 :几何 原 术 
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定义 

+. 称 两 邻 边 米 笑 角 的 平行 四 边 形 为 捧 展 +. 

2. 在 任何 平行 四 边 形 面 片 中 ,以 此 形 的 对 角 线 为 对 角 线 的 “个 小 
平行 四 边 形 和 两 个 相应 的 补 形 -起 叫做 拐 尺 形 ?. 


命 题 


i 


如 果 有 两 条 线段 ,其 中 一 条 被 截 成 任意 几 段 . 则 原来 两 条 
线段 构成 的 给 形 等 于 各 个 小 段 和 未 截 的 那 条 线段 构成 的 址 形 


1 坟 后 有 的 地 六 也 将 这 里 ^rectangular Parallelogram 了 称 作 ” reulangle”, 即 表 在 所 
谢 的 " 拖 形 ”出 线段 B4 与 和 所 构成 的 簿 撒 夫 未 成 "BA .BC "或 "“ 距 形 
BAC™. 

祁 下 图 中 , 几 虚 线 志 示 的 图 形 即 抛 民 形 . 
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之 和 员 . 
设 4, BC 是 两 条 线段 ,用 点 DD,E 
A 分 线段 BC. 

B Pfc 则 可 证 出 4 .BC 构成 的 站 形 等 于 
由 4 ,BD;A、DE 及 A .BC 分别 构成 的 
矩形 的 和 ， 

KR 事实 上 ,出 B 作 BF 和 BC 成 直 

F 用 . [1.11] 

取 BG 等 上 4， [1.3] 
过 中 作 G 平 行 开 BC ， [I.311] 


几经 过 DB.GO, 作 DK ,EL .CH 平行 于 BG. 
则 BH 等 于 BK .DE 、EH 的 和 和. 
BF 足 算 形 A .BC ,因为 它 由 G8 和 BC 构成 ,是 BG 等 于 4， 
又 ,BK 是 挫 形 及.BD, 这 是 因为 它 出 GB .BD 构 碱 , H BG 等 于 


网. 
又 ,DL 是 矩形 A、DE ,这 是 因为 DEK 即 有 rz 等 于 A. [1.34] 
类 位 邮 , EH 也 是 条 形 A EC. 
所 以 , 敌 撕 4 .BC 等 于 算 形 A、BD 与 矩形 A .DE 下 定形 4 、EC 的 
和 ， 


证 完 


如 果 任 意 两 分 一 个 线段 , 则 这 个 线段 与 分 成 的 两 个 线段 
分 别 构 成 的 两 个 撼 形 之 和 等 于 在 原 线段 上 作成 的 正方 形 信 . 


afptretra+)=0m+act+ ad+.…. 
@ arpjatrta+bb= (tat by. 
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设 任 意 两 分 线段 4B 于 点 局 . 
则 可 让 由 48、BC 构成 的 年 形 与 8B4.4C 构 ”4 一 5 B 
成 的 所 形 的 和 等 于 4 上 的 正方 形 . 


事实 上 ,可 设 和 在 48 上 作成 的 正方 形 为 
ADEB. FT.463 


经 过 点 妇 作 C 平 行 于 4D 或 BE. pF E 
11.311 


则 AB 等 于 2AF,CE 的 刊 ， 
日 4 吾 是 4 上 上 的 正方 形 ,4 天 是 由 B4 、AC 构成 的 所 形 ,这 是 岗 为 
攻 是 由 D4 .4C 构成 的 .是 47 等 于 AB. 
又 ,CE 是 由 AB .BC 构成 的 矩形 ,这 是 因为 BE 等 十 4B. 
所 以 ,第 形 B4 .4G 与 年 形 48、BC 的 和 等 于 AB 上 的 正方 形 ， 
证 完 


如 果 任 意 两 分 一 条 线段 , 则 由 整个 线段 与 小 线段 之 一 构 
成 的 婚 形 等 于 这 个 小 线段 与 另 一 个 小 线段 构成 的 绛 形 与 前 面 
小 线段 上 的 正方 形 的 和 于 . 

设 任意 两 分 线段 AB 了 C. 


A 五 则 订 让 市 48、B0 构成 的 种 形 等 于 由 
AC, CB 构成 的 卸 形 与 瑟 ? 上 的 正方 堪 的 利 . 
人 在 CB 上 作 正 方形 CDEB， 
F 


1T.46] 
族长 ED 至 下 ,过 和 4 作 4F 平行 二 CD 或 者 
[1.31] 


Dm (Carb)a= a:+ ab. 
本 
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则 4AE 等 1 了 AD 与 OR 的 利 . 

AE 是 由 .AB .BC 构成 的 移 此 ,因为 它 时 由 A4B、BE 所 构成 的 ,日 
BE 等 于 .BC . 

AD 起 托 形 4C.CB ,因为 DC 等 于 ( 轨 , 且 了 是 (上 上 的 下 方形 ， 

所 以 ,由 AB,BC 构成 的 年 形 等 于 由 AC,GB 构成 的 给 形 与 BC 上 
正方 形 的 和 . 


证 


中 


如 果 任 意 两 分 一 个 线段 , 则 在 整个 线段 上 的 正方 形 等 了 各 
个 小 线段 上 的 正方 形 的 和 加 上 由 两 小 线段 构成 的 疆 形 竟 二 
信和 征 . 

设 任意 分 线段 AB |] 人. 

则 可 证 AB 上 的 正方 形 等 AC 太 CB 上 4 
的 正方 形 的 和 加 上 上 AG, CB 构成 的 年 形 的 - 王 


站 
4 
令 4B 上 所 作 的 止 方形 为 ADEB， el 
[1.461 上 


连接 BD ,过 点 CC 作 CF 平行 于 AD 或 者 EB， 


旦 过 避 作 HE 平行 于 AB 或 上 并 DE. [1.31] 
那么 ,因为 CF 平行 了 AD, 日 BD 和 它们 都 相交 . 则 同位 角 CG8， 
ADB 是 相等 的 . [1.29] 


但 是 , 角 ADB 等 于 外 ABD ,| 因而 边 Ba 也 等 于 边 AD. [1.51 
所 以 , 角 CGB 也 等 于 前 GBC, 这 样 边 BC 也 等 于 边 CG. [1.6] 
们 是 ,CB 千 于 GK, 晶 CG 竺 KB. [1.34] 


DD (atpr=m+20b+b. 
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所 以 ,GE 也 等 二 RB， 

所 以 CGEKB 是 等 边 的 ， 

其 次 ,又 可 证 它 也 是 直 和 的. 

些 实 上 ,CG 平行 于 BK. 角 03P .GOB 的 各 等 于 一 直角 . 


[T.29] 
但 足 , 角 EBC 是 直角 ,所 以 , 角 BCG 也 是 直 朋 ,这样 ,和 CGK 太 
GKB 也 是 直角 . 1.34] 


所 以 ,CBE 是 上 自 角 的 ,而 有 已 经 证 明了 它 二 等 边 的 ,所 以 已 是 - 
个 正方 形 ; 从 而 它 是 作 在 CB 上 的 正方 形 ， 

同 理 , HF 也 是 全 方形 , 它 是 作 在 HG 上 的 ,也 就 是 作 在 4C 上 的 
正方 形 ， [1.34] 

所 以 ,正方 形 HF, KC 是 作 在 4C ,CB 上 的 正方 形 . 

山 在 ,因为 AG 等 jGE, 月 AG 十 算 形 AC、CB, 因 为 GC 等 村 
CB ,所 以 GE 也 等 十 征 彤 4C ,CB. 

所 以 ,4 .GE 的 和 等 于 第 形 4C .CE 的 二 倍 . 

但 是 ,正方形 HF ,5 的 和 也 等 于 AC,CB 上 的 正方 形 的 和 . 

所 以 ,四 个 市 片 , HF, COCK, AG, GE 等 上 CCB 上 的 下 方形 加 上 
4C CB 构成 的 算 形 的 二 倍 . 

但 是 , HF, CK,AQ,GE 的 和 是 束 个 4DPBB , 它 贺 是 4B 上 的 正方 


形 . 


所 以 ,AB 上 的 正方 形 竺 于 AC, CB 上 的 止 方形 的 和 加 上 AC, CB 
构成 的 罕 形 的 一 倍 . 
证 


出 


和 


如 果 把 一 条 线段 既 分 成 相等 的 线段 ,再 分 成 不 相等 的 线 
各 . 则 由 二 个 不 相等 的 线段 构成 的 疆 形 与 两 个 分 点 之 间 一 段 


4 格 


第 T 郑 硬 


上 的 正方 形 的 和 等 于 原来 线段 一 半 上 的 正方 形 代 . 

设 由 点 C 将 线段 48 分 成 相 
等 的 两 线段 ,又 有 由 点 五 分 成 不 相 
等 的 两 线段. 

则 可 让 由 4D、DB 梅 成 的 年 
形 加 上 CD 1 的 正方 形 的 和 等 于 
OB 了 的 赴 方 形 . 

法 CEFB 是 作 在 CB 上 的 证 
方形 ， [I1.46] 
连接 并 ,过 号 作 DG 平行 于 或 者 CE 者 或 BF, 再 过 瑟 作 KM 平行 于 
或 者 AB 或 者 EF, 又 过 各 作 AK 平行 于 或 者 (或 者 BM [1.31] 


则 , 补 形 CH 等 于 补 形 HEF. [1.43] 
将 DM 加 在 以 上 两 边 , 测 整体 CWM 等 十 整体 DF. 
但 是 CM 等 二 AL, 这 是 因为 4C 也 等 于 CB. [1.36] 


所 以 ,AL 也 等 于 DF 
又 将 CE 可 在 以 上 各 边 , 则 整个 的 4 等 于 拐 凡 撒 NOP. 

但 是 , AF 是 惠 形 AD .DB ,因为 DH 等 于 DB. 

所 以 , 提 尺 形 NOP 也 等 于 算 形 AD .DB. 

LG 等 于 CD 的 正方 形 ,将 它 肌 在 以 上 答 迪 . 

则 揭 尺 形 NOP 与 LG 的 和 等 于 AD .DB 构成 的 盾 形 与 CD 上 正方 
撒 的 和 . 

但 是 , 拐 尺 形 NOP 与 5G 的 和 号 CB 上 的 整体 正方 形 CEFB. 

所 以 ,由 4D ,DB 构成 的 矩形 与 CP 上 的 不 方形 的 和 等 于 CB 上 的 
下 方形. 


证 完 


OD ab+ ut 0)— 52= [二 (e+ Bp) 2. 
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者 以 儿 里 得 -几何 原本 


如 有 果 平 分 一 个 线段 并 且 在 同一 个 线段 上 给 它 加 上 一 个 线 
段 . 则 合成 的 线段 与 加 上 的 线段 构成 的 给 形 及 原 线 自 一 半 上 
的 正方 形 的 和 等 于 原 线 段 一 半 与 加 上 的 线段 的 和 上 的 正方 
形 个 . 

设 点 局 半分 线段 4B, 并 在 同 一 


Dp 直线 上 如 上 线段 BD. 
M 岂可 证 由 线段 AD .DB 构成 的 矩 
形 与 CB 上 的 正方 形 的 和 和 鲜于 CD 上 
有 的 止 方形 . 
没 CEFD 是 在 CD 上 所 和 作 的 正方 
塔 TI.461 


连接 DE, 过 BB 作 BG 平行 于 或 者 EC 或 者 DF, 过 点 吾 作 EN 
下 行 ] 或 者 4B 或 者 EF', 过 点 4 作 AK 平行 于 或 省 CL 或 者 DY. 


LT.311 
这 时 因为 ,AG 每 于 CB,AL 也 等 于 CE [1.36] 
但 是 , QF 等 于 HF， [1.43 | 


旋 AL 也 等 于 FF, 将 CW 加 在 各 边 ， 

则 阅 个 AM 等 于 措 尺 形 NOP. 但 是 , AM 是 由 AD .DB 构成 的 证 
形 , 因 为 DM 等 于 DB, 所 以 扣 尺 撒 NOP 也 等 于 年 形 4 .DB. 

把 LG 加 在 以 上 各 边 , 而 它 等 于 BC 上 的 下 方形， 

故 AD ,DB 攀 成 的 年 形 与 CB 上 的 止 方 形 的 和 等 - 捐 尺 形 NOP 与 
LG 的 和 .但 是 , 拧 尺 形 NOP 与 LG 是 作 在 CD 上 的 整体 正方 形 CEFD. 

所 以 ,由 AD ,DB 构成 的 拓 ! 撒 与 CB 上 的 下 方形 的 和 等 于 CD 上 的 


, 23_ Fr 人 2 
| TD arbibt(sr-( by. 
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正方 形 . 


如 果 任 意 分 一 个 线段 为 两 段 , 则 原 线 段 上 的 正方 形 与 所 
分 成 的 小 段 之 一 上 的 正方 形 的 和 等 于 原 线 段 与 该 小 线段 构成 
的 算 形 的 二 售 与 另 一 小 线段 上 正方 形 的 生 ， 

设 线段 4 被 点 己任 意 分 为 两 段 . 

则 可 证 AB, BC 上 的 正方 形 的 和 等 于 
AB ,BC 构成 的 矩形 的 二 和 伴 与 (4 虐 止 上 方 撒 的 
和 和 . 


设 在 AB 上 所 作 的 正方 形 为 ADEB， 
[T.46 |] 

并 设 该 图 已 作出 . [1.46] 
那么 ,和 由 于 AG 等 于 GE. [1.43] 


将 CF 可 什 以 上 省 边 , 则 各 体 4F 等 于 整体 (CE, 所 以 AF, CE 的 和 是 
AF 的 二 售 . 

但 是 ,AF, CE 的 和 是 拐 尺 形 KL 与 止 方形 CF 的 利 . 

所 以 , 拐 尺 形 KLM 与 止 方形 CF 的 和 是 AF 的 一 倍 . 

人 但是, 外形 48 .BC 的 一 信也 是 4F 的 二 信和 ,因为 BF 等 于 BC, 所 
以 , 扬 尺 形 三 朵 与 正方 形 CF 的 和 等 于 二 倍 的 矩形 4B 、BC. 

将 DG 加 在 上 而 的 各 边 ; 它 是 AC 上 的 正方 形 . 此 揭 尺 形 KILN 与 
正方 形 BG .GD 的 和 等 于 AB, BC 构 霹 的 矩形 的 二 倍 与 4C 上 正方 形 
的 和 

但 是 , 损 尺 形 KLM 与 正方 形 BG, GD 的 和 和 尽 整 体 ADEB 生 CF 的 


DD arbyY+ro=2 a+ boa+rbh, 


Ss1 


者 局 儿 上 里 得 儿 何 原本 


和 ;它们 是 在 AB, BC 上 所 作 的 正方 形 . 
所 以 ,AB, BC 上 的 正方 形 的 和 等 于 4B, BC 构成 的 矩形 的 一 倍 与 4C 
上 的 下 方形 的 和 . 

证 


让 


如 果 任 意 两 分 一 个 线段 ,用 原 线段 和 一 个 小 线段 构 戌 的 
矩形 的 四 信 与 妨 一 小 线段 上 的 正方 形 的 和 等 于 原 线 段 与 前 一 
小 线段 的 和 上 的 正方 形 下. 

设 线 段 48 被 任意 分 于 点 局 . 

则 可 证 由 48 ,BC 构成 的 扼 形 
的 四 人 入 与 40 上 的 正方 形 的 利 等 于 
AB 与 BC 之 和 上 的 正方 形 . 

证 长 线段 48 全 站 ,使 BD 等 
于 (CB, 设 曲 语 4D 上 的 正方 形 是 
AEFD ,日 作出 两 个 这 样 的 图 . 

因为 CB 等 于 BD, 而 GB 等 二 
GK,H BD 等 于 AN, 所 以 GK 也 
等 于 ENY. 


间 理 , QR 等 于 RP. 

义 因 为 BC 等 于 ,GE 等 十 KN, 故 CK 等 于 KD ,GR 等 于 RN. 
[1.36] 

但 是 , QK 等 于 RN, 因 为 它们 是 平行 四 边 形 CP 的 补 形 ， 


[1.43] 
所 以 ,KD 也 等 于 GR, 四 个 面 片 DK, CK, GR, RN 者 彼此 相等 ， 


TY darbarb = (00+ 65). 
Ey 


从 而 这 四 个 的 和 和 是 CK 的 四 倍 . 

义 因 为 ,0B 等 于 BD. 

这 里 如 等 三 BE, 也 是 CG , 且 CB 等 于 GK, 也 是 G@, 所 以 CG 
也 等 十 GQ@. 

又 ,因为 CG 等 于 6 , 昌 QR 等 RP. 

4G 也 等 于 Wi FQL 等 于 RF "1.361 

但 是 ,MQ 等 于 QL ,办 为 它们 是 平行 上 边 形 ML 的 补 形 . 

[1.43 ] 

故 AG 也 等 于 RF. 
从 市 ,四 个 面 片 4G ,WWQ , QL ,RF 彼此 相等 . 

所 以 ,这 四 个 的 和 是 AG 的 由 人 入. 
但 是 ,四 个 面 片 CK, KD ,GR,RN 已 被 证 明了 其 和 是 CE 的 四 任 . 故 八 
个 面 片 构成 损 尺 形 STU ,是 4K 的 四 倍 . 

现在 ,AK 是 年 形 4B .BD, 因 为 BK 等 于 BD. 
页 四 以 的 抵 形 4B 、BD 是 AK 的 四 倍 . 
但 揭 尺 形 STU 已 被 证 明了 是 4K 的 四 倍 ; 所 以 ,年 形 4B .BD 的 四 
信 等 于 描 尺 形 STU. 

将 QF 加 在 以 上 各 边 , 它 等 于 AC 上 的 让 方形 . 

所 以 ,矩形 4B 、BD 的 四 人 入 与 40 的 正方 形 的 和 等 j- 迭 尺 形 STU 
5 OF 的 和 ， 

们 是 , 拐 尺 形 STU 与 QB 的 和 等 十 作 在 4 上 的 整体 让 方形 
AEFD. 

所 以 ,四 们 的 矩形 4B .BD 与 4G 上 的 止 方 找 的 和 等 于 AD 上 的 正 
方形 ， 

但 中 ,BD 等 于 BC， 
故 , 四 入 的 窍 形 4B .BC 与 4C 上 的 正方 形 的 利 等 于 4P 上 的 正方 形 ， 
如 43 与 BC 的 和 上 的 正方 形 . 


证 


出 
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本 ee 


基 欧 儿 蛙 得 :几何 原本 


如 果 一 条 线段 蜂 被 分 成 相等 的 两 段 , 又 被 分 成 不 相等 的 
两 段 . 则 在 不 相等 的 各 线段 上 正方 形 的 和 等 于 原 线段 一 半 上 
的 正方 形 与 二 个 分 点 之 间 一 段 上 正方 形 的 和 的 二 倍 开 . 

设 线 段 48B 做 点 局 分 成 相等 的 线段 ,又 被 点 也 分 成 不 相等 的 线 


段 ， 
则 可 证 4 ,DB 三 的 正方 形 的 和 等 于 AC,CP 上 正六 形 的 和 的 二 
信 ， 
因为 ,由 AB 上 的 点 CC 作 ( 吧 和 
E AB 成 舶 ,日 它 或 者 和 AQ 机 等 ,或 
F 省 利 CB 相等 .连接 E4, EB. 经 过 点 
局 作 DF 平行 于 BC, 各 过 下 作 B 平 
行 于 AB, 连 接 AF'. 因 为 4C 等 于 CE， 
4 C 5 3 角 BAC 也 等 于 角 AEC. 
又 ,因为 在 点 的 是 直角 ,其 余 
一 和 角 EA4C, AEC 的 种 等 于 上 肖 角 ， [1.32] 


及 它们 又 相等 ， 

故 角 CEA, CAE 各 是 直 舱 的 一 - 半 . 
同 理 , 和 角 CEB, EBC 各 是 自 衣 的 一 半 . 
所 以 ,整体 和 AEB 是 直角 ， 

又 ,因为 GEF' 是 直角 的 一 灶 , 角 EGF 是 直角 ,因为 它 与 角 ECB 是 


回 丰 有 角 . -1.29] 
其 余 的 角 了 8 是 点 角 的 一 半 . [1.321 


所 以 ,前 GEF 竺 半角 EET， 
{a b+ 妇 = 2 他 +2 他 bY. 
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第 有 1 卷 者 
这 样 一 米 , 边 EG 就 等 于 边 GF [1.6; 
区 ,因为 在 点 B 处 的 衣 是 直角 的 半 , 避 角 FDBB 是 直 骨 ,因为 它 
与 舱 ECB 是 问 位 和 角 . -1.29] 
其 余 的 角 不 计生 有 的 一 半 ， -1.32] 
所 以 ,在 点 B 处 的 角 等 于 前 DFB. 
这 样 , 边 FD 就 等 于 边 DB. [1.6] 


现 痊 ,因为 4C 等 于 CEB,AC 上 的 正方 形 也 等 于 CE 上 的 自 方 撒 . 
所 以 AC CE 上 的 止 产 形 的 和 是 4C 上 正方 形 的 二 倍 ， 
但 足 , 了 4 上 的 止 方形 等 4C, CE 上 移 正 方形 的 和 ,因为 草 ACE 
是 直角 ， [1.47] 
所 以 ,下 4 上 的 上 正方 抬 是 4C 十 正 方形 的 … 俏 
及 ,内 为 BG 等 于 GF; EG .FF 的 下 方形 就 等 于 GF 于 的 正方 形 ,所 
以 ,EG ,GF 上 的 正六 形 的 和 等 于 GF 上 正方 形 的 二 信 ， 
但 是 ,EF 上 | 的 正方 形 等 于 BG, GF 于 下 方形 的 和 ;所 以 .EF 上 下 
方形 是 GF 下 正方 形 的 二 倍 ， 
但 是 ,GF 等 于 CD. [1.34] 
故 EF 上 的 正方 形 是 CD 上 正方 形 的 一 倍 ， 
人 是 BEA 上 的 自 方 形 也 是 4C 上 正方 形 的 人 入 . 
所 以 ,AE ,EF 上 的 正方 形 的 和 是 AO,CD 上 正方 形 的 利 的 一 悦 . 
里 AF 上 不 方形 等 于 ABE,EF 上 | 上 止 方 形 的 和 ,这 上 起 因为 角 4 三 ' 是 
自 角 . [1.47] 
从 而 ,4F 二 的 正方 形 是 AC, CD 上 正方 形 的 利 的 一 倍 . 
是 ,AD ,DF 上 LE 方形 的 和 等 十 AF 工 的 止 方形 ,因为 在 点 五 的 
节 吓 直角 ; [1.47] 
所 以 ,2D ,DF 二 的 让 方形 的 各 是 AC ,CD 上 正方 形 的 和 的 一 信 
又 ,DF 等 于 DB; 所 以 ,AD, DB | 上 下 方形 的 和 等 于 AC, CD 上 上 下 
方形 的 和 的 一 倍 . 


一 


证 


只 


SS 


区 | 次 儿 电 得 儿 何 不 本 


命题 30 ) 


如 果 二 等 分 一 条 线 疑 , 且 在 同一 直线 上 再 给 原 线 段 添加 
上 一 条 线段 , 则 合成 线段 上 的 正方 形 与 添加 线段 上 的 正方 形 
的 和 等 于 原 线段 一 半 上 的 正方 形 与 一 半 加 上 添加 线段 之 和 上 
的 正方 形 的 和 的 二 倍 . 


将 线段 4B 二 等 分 于 点 C, 日 在 同 5 F 
一 表 线 上 给 它 添加 人 BD. AR 
则 可 证 AD, DB 上 正方 形 的 和 等 4 


王 姑 ,了 上 止 方形 的 和 的 一 悦 . -人 NA 


设 CE 在 CC 点 和 4B 成 血 角 ， ° 
-1.11!} 

六 日 使 它 等 于 AC 或 肯 CB. 1.31 

连接 E84 ,EB. 过 点 亡 作 EF 下 行 于 AD, 过 点 吕 作 到 平 行 和 EC. 

11.31] 


出 内 直线 EF 和 平行 线 ,VD 都 由 父 ， 

阴 CEF, EFD 的 和 等 ]- 二 直 骨 . [1.29] 
所 以 . 角 FEB,EFD 的 和 小 于 :和 白 角 . 

相 足 ,直线 在 小 上 二 直 前 的 这 -人 出 经 延长 后 禁 安 ,， [1 公 绒 5] 

所 以 ,如 果 在 同方 向 B,D 延长 EB, FD 必 相 交 . 

设 其 交点 为 G6, 且 连 术 AG. 


其 次 , 国 2G 等 于 CE ,. 角 EAC 也 等 『 角 AEC. [1.51 
在 点 如 是 四 用 . 
所 以 ,和 E34C,AEC 各 是 二 骨 的 - 半 . 1T,321 


则 孝 , 角 CEB, EBC 务 直 直 佣 的 一 半 , 故 角 AEB 是 过 前 . 


上 生 =20 和 2 全 + 古 ) 
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第 1 着 大 


疼 , 因 角 EBC 足 直 骨 --- 于 , 角 DBG 也 是 肖 其 -- 半 . [1.15] 


但 是 , 朋 BDG 也 是 直角 ,这 十 因为 它 等 半角 DCE ,它们 是 错 角 . 
[11.29] 

所 以 ,其 余 的 骨 DGB 是 直角 的 一 灶 ， |1.32] 
所 以 , 角 DGB 等 于 角 DBG. 

这 样 , 边 BD 也 等 于 过 GD. [1.6] 

又 ,因为 用 EGF 是 肯 前 的 一 半 , 避 在 点 下 处 的 是 直角 ,因为 它 
于 在 点 C 外 的 对 角 . [1.341 

上 共 余 的 角 FEG 是 直角 的 - 半 ， [1.321 
故 衣 EGF 等 于 和 角 FEG 

这 样 ,也 有 边 GF 等 于 EF， [1.6] 


因 EC 上 的 正方 形 等 3 C4 于 的 正方 形 ; BC, C4 上 的 正方 形 的 和 
是 C4 上 正方 形 的 一 倍 . 
但 是 , B4 上 的 正方 形 等 于 BC,C4 上 正方 形 的 和 ， [1.47} 
所 以 ,到 4 上 正方 形 是 AC 上 上 正方 撒 的 二 僧 . [公理 11 
又 , 因 FG 等 于 EF, FG 上 的 正方 形 也 等 于 到 上 的 止 上 撒 ; 
所 以 ,GBF 上 止 方形 的 和 是 EF' 上 下 方形 的 二 倍 . 
但 是 ,EG 上 的 正方 形 等 了 GF, FE 上 正方 撒 的 和 ， [1.471 
上 是 在 BG 工 的 正方 形 足 在 本 ' 的 正方形 的 二 俏 , 和 而 EF 等 村 
CD, [1.43] 
所 以 ,EG 上 的 正方 形 是 CD 上 身上 方 形 的 二 售 . 
但 是 ,已 经 证 明了 B24 上 的 正方 形 足 4C 上 正方 撒 的 一 售 . 
所 以 ,4 下 ,PRG 上 正方 形 的 和 中 4C, CD 上 正方 形 的 和 的 一 倍 . 
又 在 AG 上 的 正方 形 等 于 AE ,EG 上 止 方形 的 和 . [1.47] 
所 以 ,4G 上 的 正方 形 是 AC, CD 上 上 正方形 的 和 的 二 倍 . 
但 是 ,AD,DG 下 让 方形 的 和 等 十 AG 上 的 止 方形 ; [1.47] 
所 记 ,AD, DG 上 上下 广 形 的 和 是 AOC,CD 上 正方 形 的 和 的 二 信 . 
区 ,DO 等 十 DB， 
所 以 ,AD,DB 上 五 方 撒 的 和 是 AC ,CD 上 I 下 方形 的 和 的 -二 售 . 


lt 


三 隐 儿 旦 行 : 几 何 原 林 


请 是 11 ) 


分 已 知 线 段 ,使 它 和 一 条 小 线段 所 构成 的 给 形 等 于 另 一 
小 段 上 的 正方 有形. 


设 AB 是 已 知 线段 ,要 求 把 4 分 为 两 段 , 使 


如 © 得 它 和 一 小 线段 构成 的 盾 撒 等 丁 男 一 小 线段 二 的 
, HH 。 本 方 形 . 
丰 在 48 上 上 作 正 方形 ABDC. [1.46] 
E 又 ,AGC 被 二 等 分 十 点 五 ,日 连接 58 ,延长 
CA 到 FF, 昌 皮 EF 等 BE. 
C 天 了 设 FH 足 作 在 4P 上 的 让 方形 .延长 GH 至 
下 


则 可 证 点 吾 就 是 4B 上 所 要 求 作 的 点 , 它 使 AB, BE 所 构成 的 矩 
形 等 了 AH 上 的 正方 形 . 
事实 上 ,内 为 线段 4C 被 点 互 平分 ,并 给 它 加 上 FF4. 
CF, FR4 构成 的 审 形 与 4 上 士 方形 的 和 等 EF 上 的 于 方形 . 
[1.6] 


但 是 ,EF 等 EB， 
大 ,定形 GCF、F4 与 4B 上 的 止 方 撒 的 和 等 JEB 上 的 下 方形， 
但 是 , BA .AE 主 正方 形 的 和 等 于 EB 上 的 下 方形 ,因为 在 点 4 的 
直角 . [1.471] 
故 竺 形 CF ,Fh 与 4AE 上 下 方形 的 和 等 于 B4,AE 上 的 止 方 形 的 
各 . 
巾 上 上面 两 边 各 减 赤 A& 上 的 下 方形 ， 
则 余下 的 矩形 CF, Fh 等 于 AB 上 的 正方 形 . 
年 形 CF, F4 的 和 和 是 FK ,因为 AF 等 二 FG, 日 AB 二 的 下 方形 旺 
AD ,所 以 FEK 等 于 AD. 
由 .上面 两 边 答 诚 太 AK, 则 余下 的 部 介 FH 等 十 HD. 
SB 


也 
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玉石 站 旺旺 形 4B .BE ,因为 4B 等 于 BD, 日 FH 是 A8 | 上 的 正方 
所 以 ,由 AB .BE 构成 的 定形 等 于 HA 的 正方 形 . 
太 而 ,由 点 五 分 AB, 使 得 AB ,BE 构成 的 拓 形 等 于 4 上 的 正方 
形 . 
作 完 


命题 142 ) 


在 钝 站 三 由 形 中 , 钝 角 所 对 的 边 上 的 正方 形 比 夹 钝 衣 的 
二 边 上 的 正方 形 的 和 还 大 一 个 短 形 的 二 售 . 即 由 一 锐角 向 对 
这 的 延长 线 作 淮 线 , 稚 足 到 钝 骨 之 间 一 段 与 田 一 边 所 构成 的 
竹 形 . 

设 4BC 是 - -个 钝 第 二 角形 , 角 B4C 为 钝 角 . 由 点 吾 作 BD 重臣 
C4 , 交 延 长 线 于 点 DD. 

多 可 证 BG 上 的 正方 形 比 BA4,AC 上 


a 的 正 旋 形 的 和 还 大 C4 , AD 构成 的 矩形 的 
一 倍 . 
事实 ,J 以 和 任意 分 线段 CD; DC 上 
D 弃 C 的 正方 形 等 于 G4, 4D 下 的 正方 形 如 上 
4 .AD 构成 的 矩形 的 “ 倍 . [E.4] 


将 DB 上 的 平方 拒 拥 在 以 上 种 边 . 
则 CD, DB 上 正方 形 的 和 等 于 (二 ,4. 了 上 直上 方形 的 和 加 上 垂 形 
CA .AD 的 一 倍 . 

但 是 OB 上 正方 形 等 于 CD ,DB 上 下 方形 的 和 .这 起因 为 在 点 上 DD 
的 和 是 所 节 ， [T.47] 

二 AB 上 的 自考 形 等 3- BD ,DB 上册 方 形 的 和 和. [4.47] 
所 以 CB 上 的 正方 形 等 十 C4,AB 上 目 方 形 的 和 加 上 (4 ,470D 构成 的 
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项 泌 几 于 得 :上 儿 人 和 何 原 小 


詹 拱 的 二 和信; 
于 是 CB 上 的 绰 方 形 比 (4.4 上 止 方形 的 和 还 大 C4 ,4D 构成 
的 年 形 的 一 倍 ， 
证 完 


命题 13 ) 


在 锐角 三 角形 中 ,锐角 对 边 上 的 正方 形 比 夹 锐 角 二 这 上 
正方 形 药 和 小 一 个 矩形 的 二 售 . 即 由 另 一 锐角 向 对 边 作 重 直 
线 , 重 足 到 原 锐 角 顶 点 之 闻 一 段 与 该 边 所 构成 的 奔 形 . 

设 4BC 是 -个 饼 艇 一 角形 ,点 B 处 的 角 为 锐角 ,H 设 AD 是 由 点 
下 向 BC 所 作 的 王 线 . 

出 可 证 ac 上 上 的 止 方 撒 比 CB, BA 上 上 正方形 的 和 小 0B 、BD 构成 
的 垂 形 的 三 入. 

事实 上 ,点 五 任意 分 线段 (要 ;5 
于 的 正方 形 的 和 等 于 由 CB, BD 构成 矩 拱 
的 二 入 与 DO 上 上 止 方形 的 利 . [II.7] 

将 Da 上 的 正方 形 吉 在 以 上 各 边 . 


则 GB, BD., DA 上 汗 方 撒 的 和 等 十 8B8 5 [oy 
0B, BD 构成 的 条 形 的 二 倍 川 丰 AD. DC 上 
正方 形 的 和 . 

人 十 ,AB8 上 的 下 方形 等 于 BD, DA 上 正方 形 的 和 ,这 是 因为 在 点 
D 处 的 角 是 交角 . [T.47] 


上 用. AC 上 的 下 方形 等 于 4D, DC 二 正方 形 的 和 , 夏 《 ,上 让 方形 的 
和 等 上 4C 上 正方 撒 加 上 二 倍 的 定形 CB .BD. 

所 以 ,CC 二 的 正方 形 上 只 能 比 CB,B4 上 下 方形 的 和 小 CB, BD 构 
成 的 抵 形 的 一 倍 ， 


证 完 
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命题 14 


作 一 个 正方 形 等 于 已 知 直 线形 . 
设 4 是 已 知青 线形 .那么 ,要 求 作 :个 正方 形 等 于 直线 线 4 . 
失实 上, 完 假设 作出 了 一 


个 短 形 等 于 直线 形 4. H 
HO 
那么 ,如 果 BE 等 于 ED， B F 
让 E 
cl © 


岂 作 图 完毕 .这 是 因为 正方 形 


BD 等 于 直线 彤 4. 
人 是, 如果 不 是 这 样 , 即 线段 BE , 8D 其 中 之 - 较 大 . 
说 BE 绞 大 ,及 延长 至 点 碧 . 设 后 等 于 BD 日 BF 被 二 等 分 于 点 如. 


以 如 为 心 , 刁 以 GB,GF 的 - -个 为 距离 画 半 网 BHF. 将 DE 延长 
至 五 ,连接 GH. 

其 次 , 设 线段 BF 被 点 GG 一 等 分 ,被 点 吾 分 为 林 相 等 的 卫 段 ， 
由 BE, BR 构成 的 征 形 与 Be 上 上 的 正方 形 的 和 等 于 6GF | 的 机 上 方 
撒 . [1.5] 
但 是 , GF 等 于 GH. 
由 舞 形 BE EF 1 GE 十 的 小 方 懂 的 仙 符 十 GH 二 的 正方 虎 . 

但 是 , 吾 BF ,BG 于 的 王 方 形 的 和 等 于 6 荆 的 止 方 搓 [147] 
所 也 ,条 形 BE ER 加 上 GE 上 的 由 让 撒 等 十 HE ,BG 上 的 正方 形 的 和 . 

由 以 下着 边 减 去 GB 上 的 正方 形 . 
则 余下 的 矩形 BE .EF 等 于 EH 上 的 正方 形 . 

但 是 ,定形 好 ,EF 是 BD, 这 是 因为 BF 等 ED. 
故 ,平行 四 边 形 BD 等 于 HE 上 的 让 力 撒 ， 

及 ,BD 等 于 由 线形 4. 

所 以 ,直线 形 4 也 等 开 在 BH 上 作出 的 下 方形 . 

从 而 ,在 EH 上 作出 了 等 于 已 知 直 线形 的 正方 形 ， 


大 多 儿 里 得 开征 电 本 


第 必 郑 


定 义 


1. 等 圆 就 是 由 笃 或 半 答 相等 的 加 . 
2. 一 条 直线 叫做 切 于 一 圆 , 辑 是 它 和 和 圆 柑 冰 ,而 延 长 后 不 与 圆 相 


. 防 阅 叫做 被 此 相 切 ,就 绅 彼 此 相 表 省 不 彼此 相交 . 
. 当 着 同心 到 辣 内 弦 的 重 线 相等 时 , 称 这 些 弦 有 相等 的 缠 心 距 . 
.而且 当 二 线 较 长 时 , 称 这 纺 有 较 大 的 强 心 距 . 
. 马 形 是 出 一 条 台 和 和 一段 归 所 力 成 的 图 形 . 
. 弓形 的 第 证 由 -直线 和 一段 国 弧 所 夫 的 角 . 

8. 在 一 段 咖 弧 上 取 点 ,连接 这 点 和 这 段 回 弧 的 底 的 聘 个 六 点 的 
二 直线 所 类 的 角 叫 敌 弓形 角 . 

9. 而 日 把 这 个 马 形 前 叫做 含 于 这 段 弧 上 的 弓形 角 . 

10. 由 项 点 存 辐 心 的 角 的 两 边 利 这 两 边 所 截 - - 段 埋 殊 | 圭 成 的 图 形 
叫做 扇形 . 

11, 相似 弓形 是 那些 含 相 等 衣 的 马 形 ,或 者 全 在 它们 上 的 角 是 彼 
此 相等 的 . 


命 是 
-一 一 一 一 人 


局 了 上 


命题 1 


求 出 已 知 圆 的 圆心 . 
各 2 


第 ] 郑重 


设 4BC 星 已 知 回 , 竖 疲 出 圆 ABC 的 圆心 . 

任意 作 纺 4 , 它 被 点 DD _- 等 分. 

上 下 点 总 作 P 和 AB 成 直角 ,月 设 DO 经 过 
点 吾 ,将 CE 一 等 分 于 五 . 

由 订 证 下 就 是 已 知 加 ABC 的 圆心 . 

假设 下 不 是 图 心 , 则 可 设 如 是 同心 , 连 按 
GA .GD .6GB ,那么 ,因为 iD 等 于, 且 了 G 公 
用 , 师 边 4D ,DG 分别 等 十 两 边 BD .DC ， 

又 底 G4 等 天 庶 GB ,因为 它们 都 是 半径 . 


所 以 ,前 ADG 等 于 朋 GDB. 11.8] 
但 是 , 当 一 条 直线 则 另 --- 条 直线 所 成 的 邻 作 彼此 相等 时 ,他 们 每 - 
个 都 是 直 骨 ， [1 起 交 10] 


所 以 角 GDB 是 直 般 . 

但 症 , 角 FBB 也 十 直角 ,所 以 角 FDB 等 于 GDB, 大 的 等 于 小 
的 ;这 是 不 可 能 的 ， 

所 以 ,G 椒 是 圆 ABC 的 同心 . 

类 似 地 ,我 们 可 以 证 明 除 严 以 外 ,图 必 了 世 不 可 能 荐 任何 其 他 的 避 . 
所 以 ,点 下 是 加 ABC 的 确 心 . 

推论 ”由 此 ,显然 可 得 :如 果 在 -个 圆 内 一 条 直线 把 另 一 条 弦 截 成 
相等 的 匡 剖 分 雌 交 成 吉 角 . 则 这 个 图 的 加 心 让 前 表 线 上 . 


作 完 


你 题 2 ) 


如 果 在 一 个 圆 的 圆周 上 任意 取 两 个 点 . 则 连接 这 两 个 点 
的 线段 落 在 圆 内 . 
设 ABC 足 一 个 辆 , 调 HL 4 , 召 是 在 它 上 任意 版 定 的 点 . 
草 果 证 由 A 到 天 连 成 的 线段 落 在 加 内 . 
习 设 不 落 在 圆 内 ,如 上 凡 这 是 可 能 的 , 则 假设 它 落 在 圆 外 ,是 AEB， 
二 


各 欧 儿 册 得 :几何 际 本 


这 加 4BC 的 圆心 可 以 求 出 ， [II.1] 
设 国 心 为 六 ,连接 网 ,有 . 画 DFE. C 
那么 .因为 D4 等 于 1 , 朋 D4EB 也 等 -二 角 
DBE. [I.5] 
又 延长 二 角形 DAE 的 : 边 4BB， 
周作 DEB 大 于 角 DAE. [1.16] 
但 是 , 骨 DAEB 等 于 衣 DBE， 
所 以 ,用 DEB 大 | 于 角 DBE. 日 大 角 对 的 边 也 大 . [1.19] 
从 而 ,DB 大 于 DE.1H DB 等 于 DF， 
所 以 DF 太 于 7 ,小 的 大 于 大 的 :这 足 不 可 能 的 ， 
所 以 ,由 和 到 吕 连 接 的 线段 不 能 洲 在 固 的 外 边 . 
类 似 地 ,我们 了 岂可 证 明 它 也 雇 不 会 落 在 圆周 上. 
所 以 . 它 落 厢 轩 内 . 


E 


所 
出 


命题 3 ) 


如 果 在 一 个 圆 中 ,一 条 经 过 圆心 的 直 北 二 等 分 一 条 不 经 
过 圆心 的 蓄 , 则 它们 交 成 直角 ;而 且 如 果 它 们 交 成 直角 . 则 这 
直线 二 等 分 这 一 条 落 ， 
设 ABC 下 一 个 加 , 昌 在 圆 中 有 有 :直线 CD 
C 经 过 辐 心 日 二 等 分 不 过 回放 的 强 A4B 上 点 下 . 
划 可 证 它们 交 成 直角 . 
因为 可 以 水 出 畏 4B0 的 圆心 , 设 它 是 巨 


3 | 连接 B4, BB. 内 4F 等 9 FB, 日 FB 是 公共 
的 ,两 这 等 二 两边 ;有 岂 虐 &4 等 于 底 EB. 
2 故 , 角 4FE 等 于 角形 五 . [IT.8] 


但 是 , 当 一 条 直线 和 另 一 条 直线 交 成 两 个 
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彼此 相等 的 邻 角 时 , 竺 “ 个 都 等 于 让 组 . [1 定义 10] 
所 以 , 舶 AFE, 角 BFE 都 是 直角 . 
于 是 ,经 过 辐 心 的 CD 二 等 分 不 过 回 心 的 AB 时 ,它们 交 成 直角 . 
又 设 0D 和 4B 交 成 直角 . 
则 可 证 GD 二 等 分 48, 旭 AF 等 TB. 
用 同一 个 作 图 , 头 为 FE4 等 于 5 .用 EAF 了 山 等 于 角 EBF. 
LI.5] 
但 是 ,直角 AFE 等 于 直 朋 BFEB, 上 压 &4F, EBF 是 两 个 舱 相 等 且 有 
一 条 边 相 等 的 两 个 :前 彤 ,全 EF 是 公共 的 , 它 对 着 相等 的 角 . 
从 市 ,其 余 的 边 也 等 于 其 余 的 边 ， [1.26] 
十 是 4F 等 于 FB. 


证 


册 


命题 4  ) 


如 果 在 一 个 圆 中 ,有 两 条 不 经 过 圆心 的 蓄 彼 此 相交 , 则 它 
们 未 互相 平分 . 
设 ABCD 尽 一 个 闻 , 且 伯 它 里 醒 有 二 条 护 AC, BD. 它们 不 经 过 加 
心 ,被 此 相交 乒 五 . 
风 可 还 它们 彼此 不 二 等 分 ， 
国 为 ,如 果 可 能 , 涝 它们 彼此 一 等 分 ,这 样 Dp 
2A 就 等 BC, BR 等 于 BD,. 同 4BCD 的 回 
心 可 以 求 出 . [1. 3 | Cc 
设 它 是 下. 连接 FE. 如 
那么 ,因为 直线 FE 经 过 圆心. 区 一 等 分 厅 
经 过 国 心 的 直线 AC, 则 它们 也 交 成 自 角 . [HL3] 
故 , 角 FEA 为 下 由. 
又 , 因 直 线 FE 一 等 分 弦 BD, 它 们 也 交 成 直角 ， [HI.3] 
所 以 , 角 FEB 是 雪 第 . 


看 5 


可 除开 里 行 : 儿 何 岂 本 


得 十, 书 经 下 是 朋 FEA 在 坪 衣 . 
由 , 角 FEA 等于 角 了 EB ,小 的 等 于 大 的 :这 是 不 可 能 的 ， 
所 以 ,4C, BD 不 互相 平分 . 


| 
绰 


命题 5 ) 


如 果 两 个 圆 彼 此 相交 , 则 它们 不 同心 . 

没 圆 ABC, CDG 彼此 相交 于 点 BB 人. 

则 可 证 它们 不 同心 - 

因为 ,如果 可 以 同心 , 设 心 为 娓 .连接 BE， 
任意 作 直 线 EFG， 

那么 ,因为 点 至 是 赔 ABC 的 畦 心 , EC 等 
于 Er. [1. 定 关 15] 

到 ,上 思 为 点 再 是 国 ODG 的 圆心 , EC 等 于 
PEG ,但 是 ,BO 已 被 证 明了 等 于 BF, 于 是 三 ' 了 岂 等 本 BT, 小 的 等 于 大 
的 :这 是 不 可 能 的 . 

所 以 ,点 百 不 是 辐 4BC ,ODG 的 回 心 . 


证 完 


例题 6 


如 果 硕 个 圆 被 此 相 雪 , 则 它们 不 同心 . 
设 一 圆 4BC , CDE 和 被 此 相 团 于 吕 C. 
训 可 证 它们 没有 共同 的 国 心 . 
旭 时 它们 有 去 同 的 圆心 下 ,连接 FC , 量 设 经 过 下 什 意 作 FEB. 
那么 ,因为 点 下 是 交 ABC 的 圆心 , 则 FC 等 于 了 B. 
又 , 因 点 所 中 辐 CBE 的 关心 , 则 FC 等 于 了 FE， 
6 
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但 是 ,已 经 证 明了 FED 等 于 PB; 
故 , 开 也 等 于 ;9. 小 的 等 于 大 的 :这 
是 不 可 能 的 . 
所 以 , 己 不 是 隧 4BC CDE 的 圆心 ， 
证 完 


命题 7 ) 


如 果 在 一 企 园 的 直径 上 取 一 个 不 是 圆心 的 点 , 且 由 这 点 
到 国 上 所 引 的 线段 中 ,圆心 所 在 的 一 段 最 长 ,同一 直径 上 余下 
的 一 段 最 得 ;而 且 在 其 余 的 线段 中 ,靠近 过 圆心 的 线段 中 较 远 
离 的 为 长 ;这 点 到 加 上 可 画 出 相等 的 线段 只 有 两 条 ,它们 各 在 
最 短线 段 的 一 边 ， 

设 4ABCD 是 -个 圆 , AD 是 它 的 如 
径 , 在 2D 上 有 双 个 个 是 辐 心 的 点 正 , 诬 巨 
为 圆心 , FB FOC, FG 是 由 玉 诺 国 ABCD 
Fi 的 线段 . 

则 可 证 Fa4 最 大 ,到 最 小 ,其 次 FB 
大 FOFC 太 FO, 壮 接 BE ,CE, GR. 

因为 在 仁 何 个 三 角形 中 ,两 边 之 和 


太 于 其 余 -- 边 . [1.20] 
战 , BB ,EF 的 和 大于 BF. 


但 是 AE 等 于 BE, 故 AF 大 十 下 

又 ,因为 BE 等 于 CCE, 二 BE 是 公 上 的 ,两 边 BE, EF 等 丁 疝 过 
CF , EF. 

但 是 , 角 BEF 大 于 角 0EF; 故 底 BF 大 于 底 CF. [7.24] 
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同 埋 ,CF 也 大 于 FG， 
又 , 因 GF.IEB 的 和 大 丁 BG. EG 等 于 BD; OF 与 天 的 和 大 于 


ED. 


由 以 上 两 边 减 去 EF; 则 余下 的 GF 人 于 余下 的 ED. 

所 以 ,FF4 最 大 ,FD 最 小 ,日 FB 大 于 PO, FU 大于 FG.， 

区 可 证 ,由 点 下 到 同 ABOCP [可 画 山 相等 的 线段 具有 两 条 .它们 
各 在 最 年 线段 FP 的 : 仙 . 

在 线段 上 ,有 晶 杰 它 上 而 的 点 区 , 作 角 了 FEN 等 于 用 GEF. 


[TI.23] 
连接 FH. 
邢 么 .因为 (本 等 上 ,由 EF 是 公祭 的 .天 边 6 本 等 二 两 过 
HE. EP. 日 机 GBP 等 二 前 HEF. 
战 ， 底 FG 等 于 底 FH. -I.4] 


区 可 以 证 明 由 点 丸和 到 圆 上 再 没有 等 于 me 的 线段 
四 为 , 旭 果 可 能 有 , 设 为 FE 
于 么 ,内 为 五 竺 上 Ue, FK 山 等 于 FH, 则 离 圆 必 
较 近 的 线段 竺 于 较 远 的 线段 ;这 是 不 亲 能 的 . 
从 而 ,上 时 点 王 中 到 贺 a GF 的 全 外 的 线段 总 没有 的 . 
所 以 ,这样 的 线段 只 有 -条 . 


所 
则 


命题 8  ) 


如 果 在 加 外 了 肥 一 点 且 从 这 点 志 通 这 加 的 直线 ,其 中 之 一 

计 间 心 而 且 其 他 的 可 任意 部 出 . aie 么 ,在 凸 辆 强 上 的 连 线 中 ， 

取经 过 圆心 的 最 长 3 这 时 靠近 通过 圆心 的 连 线 大 于 远离 的 连 

线 . 但 是 ,在 了 凸 圆 弧 上 的 连 线 中 ,在 取 定 的 点 的 直径 之 间 的 一 

条 最 短 ; 这 时 靠近 的 连 线 短 于 远离 的 连 线 .而 且 由 这 点 到 圆周 
[1 
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上 的 连 线 ,相等 的 连 线 中 只 有 两 条 ,它们 
各 在 最 短 连 线 的 一 合 ， 

设 4B5C 中 一 个 圆 , 且 设 了 是 在 ABC 外 取 
定 的 点 ,从 它 而 线段 DA ,EBE, DF, DC, 并 没 
DA 经 过 圆心 . 

则 可 计 在 山 同 上 蜂 AEFC 上 经 过 山 心 的 连 
线 D4 最 长 , DE 大 于 DF HDF 大 于 DPC; 但 
是 , 医 在 同 国 颖 HEKG 上 的 连 线 中 ,在 这 点 与 
直径 4G 之 问 的 连 线路 DG 是 最 短 的 ;而 且 靠 
近 最 短线 DG 的 连 线 小 于 生 离 的 连 线 , 即 DK 得 于 LL, 里 DL 二 二 
DH. 

因为 可 求 出 回 4BC 的 圆心 ， TIT.1T] 
设 为 型 ; 连 按 ME, MF, MC, MK, ML, MH. 

其 次, 因为 4 等 于 EWM, 将 WMD 加 在 它们 各 边 ; 

则 4 等 于 EM 与 MD 的 和 .但 是 ,EM .MD 的 和 大 ]- ED， 

| 1.20] 


故 AD 也 大 于 ED. 

半 因 ME 等 ]MF,H MD 旦 公共 的 .让 EW 与 WMD 的 和 等 于 FM 
上 二 MD 的 和 . 

又 , 攻 EMD 大 十 角 FWMD, 故 底 BD 大 于 诡 DD， [1.24] 

美 似 地 ,我们 可 让 BD 大于 CD, 故 D4 最 太 , 而 DE 大 DF, 
DF 大 于 DC. 

其 次 ,因为 MEK, KD 的 各 太 于 MD， [1.20] 
上 MG 等 于 MK, 所 以 余下 的 大 余下 的 GD. 

这 样 一 来 , GD 小 于 ED. 

区 ,因为 在 二 角形 MLD 的 一 边 MD 上 ,有 了 两 条 直线 MK, KD 相交 
在 此 三 角形 内 , 故 MK, KD 的 和 小 于 ML ,LDP 的 和 和 . 1.21 ] 
H. MEK 等 于 ML; 故 余 卜 的 DE 小 于 侈 下 的 DDL. 

类 似 地 ,我 们 可 以 证 明 DL 也 小 于 DH. 

故 DG 最 小 ,而 DK 小 于 DL, DL 小 于 DH. 

省 


替 阶 几时 得 几 休 虹 未 


又 可 证 出 点 DD 到 贺 所 连接 的 相等 的 两 条 线段 ,它们 各 在 戌 乱 的 连 
线 DG 的 一边 . 

在 线段 MD 上 取 一 点 民 , 作 角 DMB 等 于 角 KMD,H 连接 D8. 此 
次 , 国 为 ME 等 MB, MD 是 公共 的 ,两 边 KM ,MD 分 别 等 于 两 边 
BM, MD. 日 和 角 KMD 等 于 阴 BNPD. 从 而 底 DE 等 J 底 DB. |1.4] 

艺 可 评 , 由 点 站 刘 蜀 上 再 没有 另外 的 连 线 等 于 KE 

因为 ,如 此 可 能 , 设 为 DN. 央 DK 等 于 DN, 这 时 , DK 等 于 DB,DB 
也 等 于 DN， 

那么 靠近 最 短 连 线 DG 的 等 于 远离 的 :这 是 不 可 能 的 . 

所 以 ,向 点 了 起 . 落 在 国 ABC 上 的 相等 连 线 不 能 多 于 蝴 条 ,这 上 烦 
条 各 在 最 知 线 DG 的 一 侧 . 


-命题 9 


如 果 在 圆 内 取 定 一 点 ,由 这 点 到 国 上 所 引 相 等 的 线段 多 
于 两 条 . 则 这 个 定点 是 该 圆 的 圆心 . 

谤 2BC 丰 一 个 国 , 吕 在 在 国内 取 定 的 
点 ,日 有 点 五 到 网 上 可 引 允 于 阿 条 相等 的 线 
鼎 , 节 看 加 上 可 引 PDA, DB, DC. 

则 可 让 点 五 就 是 图 ABC 的 圆心 . 
事实 上 ,是 连 接 4B ,BC 且 平 分 它们 于 点 
五, 天 ;再 连接 FD ,FD 且 使 它们 经 六 G6, 太 ,HH， 
L, 


球 么 ,因为 AE 等 于 BB, ED 上 公共 的 ,两 边 AE., ED 等 于 两 这 
BE .ED, HE DA 等 于 底 DB,， 


故 , 角 AED 等 于 和 肌 BED. 11.8] 
从而 , 角 AED, BED 的 每 个 部 是 直角 . [1. 定 祥 10] 


大 GK 分 AB 为 相等 岗 部 分 , 且 成 直角 . 


了 0 
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内 为 ,如 果 在 一 个 并 内 一 条 直线 截 男 一 条 线段 成 相等 功 部 分 ,HH 
光 成 直角 , 则 国 记 在昌 一 条 上 自 线 上 ， Ln. 4, 推论 |] 
由 回 心 在 GK 下 . 

同 理 , 网 4BC 的 树 心 也 在 更 上, 而且 双 GK, HL | 际 点 D 以 外 再 
浅 有 公共 点 ， 

从 币 ,点 瑟 是 国 4BC 的 下心. 


证 完 


命题 10 ) 


一 个 圆规 另 一 个 园 ,其 交点 不 多 于 两 个 . 
因为 , 刀 果 可 能 的 话 , 设 贺 4BC 难 同 DEF 二 交点 名 于 疝 个 ， 
设 为 B,G, FF,H. 
连接 BH, BG, 占 平分 它们 
下 ,天 ,各 由 下 ,所作 EC LM 和 BE, 
BG 成 直角 ,由 全 其 通过 二 全 , 吾 - 
那么 , 辐 为 在 园 4BC 内 -条 强 
4C 截 另 -- 条 跤 2 成 机 等 站 部 分 上 
成 直 前 ,那么 圆 4BC 的 圆心 就 在 4C 
上 ， Lr.1, 稚 沦 ] 
六 国 为 ,在 同一 园 ABC 中 ，: 瀛 NO 截 男 - 弦 BG 成 相等 册 部 分 
[成 青 角 , 则 加 ABC 的 辐 心 在 NO 上 . 
但 是 己 经 于 得 它 在 AC 上 , 且 纺 4C, NO 除 点 五 外 不 于 有 灾民 
所 以 点 已 是 网 4BC 的 辆 心 . 
类 和 似 地 ,我 们 还 本 以 证 曲 点 忆 也 是 网 DEF 的 圆心 . 
所 以 ,内 个 圆 4BC ,DEF 彼此 相 截 时 有 一 个 共同 的 圆心 :这 址 不 
可 能 的 . L111.5] 


证 完 


[ma 
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命题 11 ) 


如 果 两 个 圆 吾 相 内 蕊 ,又 给 定 它们 的 辕 心 ,用 线段 连接 这 
两 个 的 图 必 ,如 果 延 长 这 条 线段 , 则 他 必 过 两 图 的 切 点 . 

设 两 贺 A8BC ,ADE 相 虑 内 切 于 点 及 、 
且 给 定 圆 4BC 的 同心 下 ,及 2DE 的 圆心 


5 人 | 
则 是 汪 连接 G, 的 直线 必 过 点 万 . “二 


很 具 它 们 不 是 这 样 , 如果 这 是 可 能 的 
话 , 没 连 线 为 FG 互 , 旦 往 接 AF,AG,， 
那么 ,因为 4G, GF 的 和 大 4, 即 


HH 


大 于 FB. Cc 
其 以 上 得 边 减 去 FG; 则 作 上 的 AG 
大 于 余下 的 GH. 


但 是 ,AG 等 于 GD, 故 GD 也 大 于 如 , 小 的 大 于 大 的 :这 是 不 可 能 
的 . 

而 以 : 忆 与 他 的 连 线 不 能 落 在 的 外 边 . 

从 市, 它 一 定 经 过 切 点 44. 


| 
看 


命题 12 ) 


如 果 两 个 圆 相互 外 场 , 则 它们 的 图 心 的 连 线 通过 斯 点. 
设 丙 图 4BC ,ADE 相间 外 切 于 点 4, 有 给 定 圆 4BC 的 国 心 为 下， 
ADE 的 圆 记 为 G， 
划 可 证 古 与 G 的 连 线 通过 切 点 A. 
寺 为 , 银 设 不 是 这 样 , 如 时 这 是 可 能 的 , 设 蕊 通过 FCDG ,连接 AF， 
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他 

那么 ,因为 点 下 是 加 ABC 的 
圆心 , F4 等 于 FC. 

及 ,因为 点 如 是 圆 ADE 的 贺 


DB 心 ,4 等 于 GD， 
但 是 ,已 经 证 明了 F4 也 等 于 
FC, 
故 , FA4 ,AG 的 和 等 上 EGG 
的 和 . 
这 样 , 整 体 的 FG 大 于 FA4 ,4G 的 和 .但 它 也 小 于 它们 的 和 : 
[1.20] 
这 证 不 可 能 的 . 
所 以 ,由 下 到 GG 的 连 线 不 会 不 经 过 切 点 4 ,从 而 , 它 ……- 定 经 过 4. 
证 完 


一 个 圆 和 另外 一 个 圆 无 论 是 内 切 还 是 外 切 ， 其 切 ,点 不 多 
于 一 个 . 

设 半 4BPC 与 加 EBFD 相 切 ,其 切 
点 客 于 一 个 , 基 是 五 . 吾 , 如 果 这 是 可 能 
的 . 首先 诬 它 们 内 切 . 

设 园 4BDC 的 圆心 是 G,H EBFD 
的 圆心 中 五 . 

则 连接 从 G 到 五 的 直线 通过 B， 
D. [111. 41] 
设 其 为 BGHD. 

其 次 ,因为 点 8G 是 图 ABCD 的 图 心 , BG 等 于 GD, 故 BG 大 于 
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HP; MN BH LE HD 大. 

及 因为 ,点 呈 是 同 EBFD 的 圆心 , BH 等 十 HD. 

侍 是 , 蔬 经 让 明了 BE 比 了 HD 史 大 :这 是 不 记 能 的 . 

故 , 一 个 圆 和 鹃 外 个 辕 内 团 时 , 切 点 不 多 于 一 个 . 

进 - 步 可 证 外 切 时 切 点 也 不 会 多 于 - -个 . 
国 为 ,站 果 旧 40 下 与 加 4BPC 的 切 点 多 二 :个 , 谨 它 们 是 A .C， 
连接 4C， 

那么 ,因为 圆 ABDGC, ACEK 每 个 的 辕 周 上 已 经 任意 取 定 了 两 个 点 
在. 它们 的 连 线 落 在 每 个 阅 的 内 部 ， [HI.2] 

但 是 , 它 应 落 在 国 ABPC 内 部 而 日落 在 网 ACE 的 外 部 : 

[II 定义 了] 


这 站 不 合理 的 . 
从 而 ,一 个 加 与 男 一 个 圆 外 切 时 . 切 点 不 多 于 … 个 . 
放生 ;也 忆 证 明了 内 妥 时 也 不 可 能 . 


在 一 个 圆 中 等 纱 的 荡 心 距 也 相等 ;反之 , 弦 心 距 相 等 , 则 
藩 也 相等， 


设 APBPCI 中 一 个 图 ; 4B, CD 是 其 中 相等 的 


已 强 ， 
刀 则 可 证 AB, CD 的 弦 心 距 相等 ， 
事实 上 , 进 阐 ABDC 的 圆心 已 康 定 ， 
L141.1] 
A 设 是 慷 ; 由 互 向 AB, CD 作 重 线 EEF, EG;11 
连接 AE ,EC. 


那么 ,因为 通过 圆心 的 到 线 EF 交 椒 经过 图 心 的 直线 4B 成 直角 ， 
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它 也 等 分 4B. [1.31 
所 以 4 等 于 了 ,于 是 4B 是 AF 的 二 倍 . 
辣 理 ,CD 也 是 CG 的 二 倍 , 又 因 AB 等 于 CD, 故 4F 也 等 于 CG. 
又 ,因为 AB 等 于 BC,AE 上 的 正方 形 也 等 于 EC 上 的 止 方形 .但 
是 , AF', EF 上 的 正方 形 的 各 等 于 AE 上 的 正 广 形 ,这 是 因为 在 下 处 的 
是 直角 .而 日 BG ,GC 上 的 正方 上 懂 的 种 等 于 BC 上 的 十 方 珍 ,这 是 因为 
在 人 处 的 是 青 角 ， [F.47] 
所 以 ,在 AF, 了 FE 上 的 止 方形 的 和 等 二 CG ,GE 上 的 正方 拱 的 各 ， 
其 中 4 上 的 正方 形 等 上 CG 上 的 下 方形, 这 是 因为 AF 等 于 CG 
于 是 余下 的 三 上 的 不 方 形 等 二 BG 上 的 正方 形 . 
从 而 ,EF 等 EG. 
是 , 当 弦 心 距 相等 时 ,这些 弦 叫 做 有 相等 弦 心 上 的 艾 . 
[II 证 闵 了 4] 


一 


于 是 AB, CD 的 昼 心 中 相等. 
上 共 次 , 设 强 4B,CD 有 相等 的 弦 心 由 , 即 EF 管 于 EEG. 
则 可 证 4B 也 等 于 CD. 
因为 ,可 用 同样 的 作 网 ,类似 地 ,我 们 可 以 证 明 458 是 2F 的 二 倍 ， 
OD 是 CG 的 二 售 . 
区 因为, AB 等 于 CE,AE 上 的 下 方形 等 于 CE 上 的 正方 形 . 
但 是 , EF, FA 上 的 下 方形 的 和 等 于 4 上 的 正方 形 ; 而 HH EG ,GC 
上 证 方形 的 和 等 于 6C 上 上 的 正方 形 . [1.471 
所 以 EF, FA 凸 的 正方 形 的 和 等 于 EG, GC 上 止 方形 的 和 ,其 中 
EF 上 的 下 方形 等 于 EG 上 的 正方 形 ,这 是 因为 BF 等 于 BG; 所以, 余 
下 的 A 上 的 下 方形 等 ]- CG 上 的 下 方形 ; 故 AF 等 于 CG. 
但 是 ,4 召 是 4F 的 二 们 ,CD 是 CG 的 二 倍 . 
所 以 AB 等 jCD， 


症 
晤 
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在 一 个 圆 中 的 弦 以 直径 最 长 ,而 且 越 靠近 圆心 的 纺 总 是 
大 于 远离 圆心 的 荡 . 
设 ABCD 是 -个 圆 ,4 是 直径 HE 足 圆 心 ; 设 BC 靠近 直径 4， 
则 FG 较 远 . 
则 可 证 AD 最 长 日 BC 大 于 FG. 
由 圆心 向 BC, FG 作 冬 线 EH ,EK. 
因为 BC 是 靠近 圆心 日 FG 是 过 网 圆 心 的 ,EK 大 于 EH. 
[DEL 定 必 51] 
直抵 使 它 等 于 BH, 过 工作 LM 合 它 和 
EK 上 成 坦 角 HH 经 过 点 NN; 连 接 ME, EN, 了 FE， 
PP， 
那么 ,因为 EH 等 于 到 ,BC 也 等 于 WN. 
[II.14] 
又 因为 ,AE 等 于 EM H ED 等 于 EEN, AD 
等 于 ME 与 EN 的 和 . 
们 是 .ME ,EN 的 和 太 丁 MN. [1.20] 
交 1 等 于 BC, 战 AD 大 于 BC. 
区 因为 ,两 边 有 EE ,BN 的 和 等 于 了 两边 五 ,5G 的 和 ,出 角 MEN 大 
于 角 FEG. 
所 以 , 底 WN 大 于 底 FG. [1.24] 
但 是 , 己 经 诗 明 了 MN 等 于 PC， 
所 以 ,直径 4D 破 大 ,BC 太 于 FG. 


琴 
ul 
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第 [1 着 项 


由 一 个 图 的 直径 的 端点 人 必 直 线 与 直径 成 直 骨 . 则 该 线 落 
在 国外 ,又 在 这 个 平面 上 且 在 这 直线 与 国 周 之 间 不 能 再 插入 
另外 的 直线 ;而 且 半 圆 角 大 于 任何 锐 直线 角 ,而 余下 的 前 小 于 
任何 锐 直 线 角 . 

设 ABC 是 以 五 为 心 的 圆 , AB 是 直径 . 

则 可 证 由 4 好 的 端点 4 作成 让 和 的 旧 线 落 在 圆 外 . 

因为 , 假 汕 不 是 这 样 ,如 | 果 这 和 假 洲 是 可 能 的 话 , 设 它 是 C4 匡 落 在 
图 内 ,连接 DO, 因为 DA 等 于 DCO, 角 DAGC 也 等 于 角 A0D. [1.5] 

们 是 , 角 DAC 是 自 角 ， 


EE 故 , 角 4CD 也 是 间 人 ,这 样 ,在 二 角 
形 4 中 ,两 前 DAC, 4CD 的 和 等 于 

果 凤 和 角 :这 足 林 可 能 的 . -1.17] 
< 故 .由 总 4 作 直 线 与 B4 成 直角 时 ， 

5 CN 这 直线 不 洲 在 圆 内 . 
C 4 类 似 地 ,也 可 以 证 明 这 样 的 下 线 也 
决 不 落 在 贺 周 上 ,从 而 沙 在 加 外 . 
没 它 落 在 AE 处 ; 


其 次 ,可 证 在 这 个 平 而 上 ,在 直线 AE 和 圆周 CHA 之 同 不 能 圭 揪 人 其 
他 直线 . 
内 为 ,如 果 可 能 的 证 , 设 插 人 的 直线 是 FA4 ,和 且 由 点 D 作 DG 证 直 
入 4. 
者 么 ,因为 角 AGD 是 育 戎 , 面 角 DaG 小 于 直角 ， 
AD 大 于 DG. [1.19] 
但 是 ,Da 等 于 DF , 故 DH 大 十 DG ,小 的 大 十 大 的 :这 是 不 可 能 的 ， 
从 而 ,在 这 个 平 莲 上 ,不 能 在 直线 与 圆周 之 间 再 植 人 其 他 的 直线 . 
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各 区 由 生得 :几何 原本 


进步 可 证 由 弦 B4 与 圆周 CE4 所 夹 的 半圆 前 大 十 任何 锐 直 线 
角 ,并 用 余 下 的 由 圆 骨 CH4 与 直线 AE 所 包含 的 角 小 于 任何 锐 表 线 角 . 

因为 ,如 果 有 桌 一 直线 角 大 于 由 直线 B4 与 圆 统 CH4 包含 的 角 ， 
而 县 某 一 下 线 角 小 于 由 圆周 CFA 与 直线 48 包含 的 和 角 . 则 在 平 而 内 ， 
在 圆 缀 与 直线 AE 之 间 可 以 插入 直线 包含 这 样 一 个 角 , 是 由 自 线 包 合 
的 ;| 仙 他 大 于 由 上 由 线 B4 和 风电 CH 包 合 的 角 , 而 且 与 自 线 AE 包含 
的 共 他 的 角 郁 小 于 由 国 蚌 CH4 与 直线 AE 包 贫 的 角 . 

但 ,这 样 的 直线 不 能 搬入 . 

所 以 ,没有 由 直 钱 所 类 的 任何 锐 骨 太 于 由 续 B4 与 圆 引 CBA4 包 合 
的 骨 ; 也 没有 有 出 直线 所 夹 的 征 何 锐角 小 于 由 国 蜂 CBA 与 直线 AE 所 光 


的 角 . 
推论 ” 巾 此 容易 得 出 ,由 加 的 直 答 的 端点 作 和 它 成 直角 的 直线 切 
于 此 圆 ， 
证 完 
各 
由 已 知 点 作 直 线 切 于 已 知 国 . 


说 站 是 已 知 点 ,BCD 是 已 知 国 . 
于 是 ,要 求 由 点 A 件 一 直线 切 于 阅 BCD， 


笑 设 到 和 定 圆 心 至. FHIL11 
lh 连接 AE, 用 圆心 和 距离 E4 而 加 AFG .由 
~ C 万 作 DP 利 了 4 成 育 角 ,连接 EF,AB. 
则 可 和 证 让 点 4 作出 的 4 是 芭 于 图 
BCD 的 . 
因为 . 吾 是 加 BCD ,APG 的 同心 , E4 等 


于 EF, 且 ED 等 天 五 他. 疏 两 边 AE, EB 等 于 
疯 边 FE, 有 D, 且 它们 包含 着 在 点 百 处 的 公共 和 . 
| 从 而 , 底 DF 等 于 底 4B, 且 一 角形 DEF 全 等 于 三 角形 BEA4. 
了 各 
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其 余 的 角 等 于 其 余 的 角 [I.4] 

所 以 , 角 EDF 等 和 朋 EBA. 

但 是 , 角 EDF 是 直角 . 故 角 EB4 也 是 直角 . 

项 在 , BB 是 半生 ,有 旦 由 圆 的 直径 的 端点 所 作 自 线 和 直径 成 直角 ， 
则 直线 切 于 区 . E01.16, 推 论 ] 

破 ,AB 切 于 加 BCD. 

所 以 ,由 已 知 点 & 作出 了 图 BCD 的 切线 AB. 


作 完 


如 果 一 条 直线 切 于 一 个 园 . 则 圆心 到 切 点 的 连 线 重 直 于 
切线 . 

设 一 直线 DE 切 圆 ABC 于 点 0, 给 定 
图 4BC 的 圆心 PF, 由 下 到 C 的 连 线 为 
EC 

则 可 证 FC 不 上映 于 DE. 

因为 ,如 果 不 垂直 , 设 由 已 作 垂 真 于 
DE 的 直线 FO. 因为 角 FGC 是 直角 ,前 
FOG 是 锐角 ， [I.17] 
而 上 且 较 大 的 角 所 对 的 边 也 较 大 . [1.19] 

所 以 ,FC 大 于 FG. 

但 是 ,FC 等 于 了 珈 , 收 更 也 大 于 .小 的 大 于 大 的 .- 
这 是 未 可 能 的 . 

所 以 FG 不 垂直 于 5 . 

闫 位 地 ,我 们 可 以 证 明 除 FC 之 外 ,再 滩 有 其 他 的 志 线 垂直 于 DE. 

所 以 ,FC 和 奏 贞 于 DE, 


证 


中 
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ee 


者 深 几 映 得 : 几 借 原本 


如 果 一 条 直线 切 于 一 个 圆 , 而且 从 其 点 作 一 条 与 切线 成 
直角 的 直线 . 则 图 心 就 在 这 条 直线 上 . 
没 直 线 DE 切 加 ABC 于 点 口 , 而 口 
从 口 必 G4 与 DE 成 直角 . 
8 则 可 证 圆心 在 4C 上 上. 
假设 它 不 是 这 样 , 婚 果 这 假设 是 可 
能 的 , 令 中 号 国 心 ,连接 CF. 
D 4 E 因为 直线 DE 团 于 加 4BC,H FC 
是 出 冰心 到 切 点 的 连 线 , FC 垂直 本 
DE; [In.18] 


故 前 FCE 十 直 前 . 
但 是 ,前 4C 也 是 青 前 , 故 前 FCE 等 于 角 4CB ,小 骨 等 于 大 骨 : 这 


是 不 可 能 的 . 


从 而 ,下 不 是 圆 4BC 的 圆心 . 
类 人 地 ,我 们 能 让 明 除 圆心 在 4C 上 上 以外, 决 不 会 是 其 他 的 点 . 
证 完 


在 一 个 加 内 , 同 陶 上 的 国 心 角 等 于 圆周 角 的 二 售 . 
役 4BC 是 一 个 阅 , 朋 BBC 是 圆心 角 , 而 角 BA4C 是 略 周 前 ,它们 有 
一 个 以 BC 为 底 的 弧 . 
则 可 证 拥 BEC 的 角 B4C 的 二 信 . 连接 AE 日 经 过 FF. 
那么 ,大 EB4 等 于 ,人 朋 EB4B 也 等 五 BBA; |1.5] 
上 放 角 请 4 ,EBA 的 和 是 用 Rd 的 二 全. 
BO 
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是 前 BEF' 等 二 有 有 BE4B 与 BBA 的 和 ; 
"1.32] D 

从 而 ,和 角 BEF 也 是 角 E4B 的 二 倍 . 

同 理 ,前 FEC 也 是 前 EA4C 的 二 倍 . 

所 以 ,整体 人 BEC 是 整体 角 BaC 的 二 
倍 . 所 

区 ,移动 成 另外 的 直线 .就 在 另 外 的 角 G 
BDC ;连接 DE ,证 延长 和 汉 如. 

类 似 地 ,我 们 能 让 明和 角 GEC 是 角 EDC 的 一 倍 , 其 中 和 GEB 是 角 
EDB 的 二 售 . 

所 以 , 剩 下 的 和 BEC 是 前 BDC 的 二 倍 ， 


后 
省 


在 一 个 圆 中 ,同一 可 形 上 的 角 是 彼此 相等 的 . 
设 4BCD 是 一 个 圆 , 且 令 舶 B4D 与 角 BED 是 同 - 马 形 BAED 上 
的 角 
则 可 证 划 BA4D 与 角 BED 是 彼此 相等 的 . 可 
因为 ,可 取 定 ABCD 的 圆心 , 设 其 为 户 ; 
连接 BEF, FD. E 
因为 角 BFD 的 顶点 在 圆心 上 ,上 和 BAD 
的 顶点 在 圆周 上 ,它们 以 相同 的 弧 BCD 作为 B D 
谋 
故 前 BFD 是 角 BAD 的 二 售 . [0.201 
问 理 , 角 BFD 也 是 角 BED 的 二 信 ， 
所 以 BAD 等 于 攻 BED. 
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禾 欧 几时 得 :几何 奈 全 


内 接 于 圆 的 四 边 形 其 对 角 的 和 等 于 两 直角 . 
设 ABCD 是 个 图 ,日 令 4BCD 是 上 朵 接 四 边 形 . 
则 可 证 对 和 角 的 和 等 于 两 直角 ,连接 AC, BD. 
其 次 ,因为 在 任何 三 角 堪 中 三 个 角 的 和 


等 于 两 直角 . 11.321 
4 s 二 角形 ABC 的 三 个 角 CAB, ABC, BCA 
的 和 等 于 两 直角 . 
C 但 是 , 角 G4B 等 于 用 BDC, 这 是 因为 它 
人 在 间 一 纪 形 BADC 上 ; [IIL21] 


晶 钊 ACB 等 下 角 4DPB ,这 是 因为 它们 在 
问 一 弓形 4DCB 上 . 
故 整 体 攻 ADC 等 J- 解 B4C 与 人 朋 4CB 的 和 . 
将 角 ABC 所 在 以 上 两 所 , 则 角 48C, BA4C ,4CB 的 和 等 于 角 4BC 
与 前 4PC 的 和 . 介 是 用 45C, BAC,ACB 的 和 等 于 两 直角 . 
所 以 前 ABC 与 朋 4PDC 的 和 也 等 于 两 直角 . 
类 似 电 ,我 们 能 证 明 角 Ba4D, 和 角 DCB 的 和 也 等 于 两 直角 . 
证 


册 


在 同一 线段 上 上 在 同一 个 不 能 作出 两 个 相似 且 不 相等 的 
己 形 ， 
因为 ,如 i 果 可 能 的 话 , 没 在 同一 线段 4B 的 网 伍 可 以 作出 相似 后 不 
相等 的 弓形 ACB, ADB. 
作 ACD 与 二 马 形 相交 ,连接 CB ,DB. 又 ,因为 弓形 ACB 相 科 于 
B32 
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乌 撒 ADB. 
又 相似 的 弓形 有 相等 的 角 . Dp 
[HE 定 必 11] GE 
骨 4CB 等 于 角 ADB, 即 让 角 等 于 内 对 4 - 3 
角 : 这 是 不 可 能 的 . [1.16] 


在 相等 线段 上 的 相似 弓形 是 相等 的 . 
因为 ,可 令 AEB, CFD 是 相等 线段 4B,CD 上 的 相似 弓形 . 
则 可 证 弓形 45B 等 于 马 形 CED. 


G 
pa 
二,\, [和 DD 


.如 果 将 忆 形 AEB 移 到 CFD, 苦 点 4 小 在 C 上 以 及 AB 浅 在 CD， 
点 吾 也 贞 点 D 重合 ,这 是 因为 AB 等 于 (四 , 并 1 45 重合 于 CD, 这 成 
马 形 48B 也 重合 于 CED. 

因为 ,如 果 线 段 AB 与 CD 午 合 ,但 写 形 4BB 不 与 号 形 CED 日 介 ， 
它 或 者 落 在 里 抽 ,或 者 外 面 . 或 者 落 在 CGD 的 位 置 , 则 一 个 阅 与 另 一 
个 圆 的 变 点 多 于 两 个 :这 是 不 可 能 的 . TE.10] 

于 是 车 线段 4B 移 到 (OD, 没有 问题 ,与 上 懂 AEB 改定 滞 在 小 撒 CED 
上 . 

所 以 ,一 号 形 林 重合 ,因而 是 相等 的 . 


所 
bl 


ee ne 


各 了 欧 儿 里 竺 : 儿 何 原本 


已 知 一 个 吉 形 ,未 作 它 的 补 国 , 则 它 也 是 一 个 弓形 ， 
设 4BC 是 已 知 呈 形 , 求 作 人 中 形 4BC 的 补 图， 
4 


它 也 是 一 个 马 形 . 
f' ~ 人 、 设 AC 被 二 等 分 于 点 五 ,用 点 五 作 了 B 和 AAAC 


旦 E 成 直角 .连接 AB， 
一 那么 , 角 4BD 大 于 ,等 于 或 小 于 角 B4D. 
> 首先 , 设 它 大 于 和 角 BA4D; H. 在 直线 B4 上 的 
点 下 处 作 衣 B4E 等 了 前 45D 延长 DB 到 点 殖 . 
连接 EC. 
因为 角 ABE 等 于 凶 BAE ,线段 8B 也 等 于 BA. i1.6} 


到 因 AD 等 于 DC,DE 是 公 此 的 . 
两 达 4D ,DE 分 别 等 于 两 边 CD ,DE .有 旦 角 ADE 等 于 用 CD 有 ,因为 


每 -个 部 中 直角 ， 
4 敬 底 AE 等 于 底 O08. 
但 是 , 己 经 让 明了 AE 等 于 BE, 帮 BE 也 等 于 
B D CE .从 而 ,三 条 线段 4E ,EB ,EC 彼此 相等 . 
故 由 圆心 召 和 以 线段 4 ,ER ,BC 之 一 为 距离 
c 而 圆 ,可 经 过 其 余 的 点 且 得 到 补 圆 . iTIT.9] 
从 而 ,已 割 一 个 弓形 , 共 补 
圆 可 以 作出 . 用 
叉 很 明显 的 , 忆 形 4BC 小 于 半 辕 ,内 为 圆心 
百 在 它 的 外 面 ， 旦 D 
类 但 地 ,如 里 角 ABD 等 于 和 朋 BAD, AD 等 于 
BD ,DC 的 每 -个 .二 条 线段 RB4 ,DB,DC 彼此 相 C 


等 ,万 就 是 补 圆 的 圆心 . 明 最 的 4BC 是 半 同 . 
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但 是 ,如 果 衣 ABD 小 于 角 .B4D, 且 车 我 们 在 B4 上 的 4 点 处 作 - 
个 角 等 于 ABD, 回 心 落 相 DB 上 旦 在 号 形 4BC 内 ,显然 :了 形 4BC 大 于 
半 阅 . 

所 以 ,已 知 :个 弓形 ,就 可 作出 它 的 补 旺 . 


在 等 圆 中 相等 的 圆心 角 或 者 相等 的 圆周 角 所 对 的 颖 也 是 
彼此 相等 的 ， 

设 4BC, DEF 是 相等 » 
的 圆 , 旦 在 它们 中 有 相等 的 
角 , 即 圆心 攻 BBC EHF:; 
圆 疝 角 BAGC, EDF. 

则 可 证 圆周 角 BKC 等 KE I 
于 贺 周 衣 ELF. 
连接 BC ,EF. 

现在 ,因为 图 4BC ,DEF 相等 ,它们 的 半径 就 相等 ， 

这 样 ,两 线段 BG ,GC 等 于 线段 EN , HF; 
下 在 忆 处 的 萌 等 于 在 瑟 处 的 前 ; 

故 底 BC 等 于 席 E&F. FL.41] 

叉 , 国 为 在 4 处 的 角 等 于 让 上 处 的 角 , 马 形 BAC 相似 于 马 撒 
EDF.. [4 定 交 曲 ] 
而 且 ,它们 是 在 相等 的 线段 上 . 

但 是 ,在 相等 线段 上 的 相似 弓形 是 彼此 相等 的 . LU.24| 

故 , 马 形 PRaC 等 于 驴 形 ED. 介 是 整体 图 4BC 世 等 上 整体 时 
DEF. 

所 以 ,余下 的 强 BEC 等 于 余下 的 弧 BLF. 


规 欧 儿 里 得 "几何 原木 


在 等 圆 中 等 狐 上 的 圆心 角 或 者 圆周 角 是 被 此 相等 的 . 
设 在 等 国 ABC, DEF 中 ， 
A 呆 在 等 疆 BC, EF 上 ,用 BGC, 角 
EHFR 是 在 圆心 G 和 吾 钼 , 旦 名 
BAC, EDF 站 圆周 上 . 
C 则 可 证 角 BGC 等 于 角 
EHF, 且 仙 BAC 等 于 角 EDF. 
因为 , 若 角 BGC 不 等 于 角 
EHF, 它 们 ' 巾 有 -个 较 大 , 设 币 BGC 是 较 大 的 :在 线段 BG 上 点 如 处， 


作用 BGK 等 于 和 朋 BHF. [1.23] 
现在 , 当 骨 在 圆心 处 时 ,在 等 统 上 的 角 相 等 . [I1.25] 


故 颖 BK 等 于 碧 EF 

但 是 疆 EF 竺 十 弧 BC， 

喜 弧 BK 也 等 了 弧 BC .小 的 厦大 的 :这 是 不 可 能 的 . 
从 而 , 角 BGC 不 能 不 等 于 角 EHF,， 

于 是 它 等 于 它 . 又 在 点 A 处 的 角 是 角 BGC 的 一 半 . 

羡 , 住 点 号 寻 的 角 二 角 BHF 的 一 半 . LHI.20] 
所 以 ,在 点 昌 处 的 戎 也 等 上 在 点 五 处 的 节 . 


在 等 园 中 等 蒂 蕉 出 相等 的 弧 , 优 狐 等 于 优 弧 , 光 引 等 于 恤 引 ， 
设 ABC, DEF 是 等 圆 ,在 这 些 圆 中 , 设 AB, DE 是 相等 的 蓄 , 它 们 
截 出 顶 弧 4CB ,DEFE 与 洗 弧 AGB, DHE. 
26 
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则 可 证 优 帮 ACB 等 于 

优 弧 PEF ,而 且 省 弧 AGB 等 

沙 弧 DHE. 
设 圆心 有 ,上 是 给 定 的 ， 

连接 AEKE, KB, DL,LE. A B 
现在, 因为 赂 是 相等 的 ， Go 

故 半 径 也 相等 . 
故 , 了 两 边 AK, 有 B 等 于 两 边 开展 A8 等 于 底 DE. 
所 以 , 角 AKB 等 于 首 DLE. [1.8] 
但 是 , 当 它 们 是 圆心 角 时 ,与 它们 相对 的 弧 相 等 . [0.26] 
所 以 , 弧 24GB 等 于 DHE. 
又 ,整体 图 ABC 也 等 于 整体 加 DEF'; 

所 以 ,余下 的 弧 ACB 等 于 余下 的 踊 DFE. 


在 等 圆 中 ,等 弧 所 对 的 弦 也 相等 . 


设 ABC, DEF 是 等 章 ， 
有 在 它们 中 截 出 等 弧 BGC ， 


EHF; 连接 缠 BC EF. 


种 天 , 卫 :连接 BK ,六 C， 
LE. 

现在 ,因为 昕 BGC 等 于 弧 EHF. 

角 BEKEC 也 等 于 角 ELF. [TI.27] 


又 ,因为 三 4BC ,DEF 相等 , 半 入 也 相等 ， 
故 ,两边 BK ,KEC 等 于 两 边 三 ,ZF, 且 它们 的 夹 角 也 相等 . 


~、 则 可 证 BC 等 EF. 
Ee pr 设 圆心 已 给 定 , 卫 


它们 


EL, 
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和 三 欣 几 下 得 :几何 皮 本 


所 以 , 庄 BC 等 于 底 EE [1.4] 


二 等 分 已 如 缴 . 
渤 ADB 足 给 定 的 屎 ,于 是 要 求 二 等 分 
弧 ADB. D 


连接 AB 且 一 等 分 0, 出 点 C 向 直 IN 
线 AB 作 CD 公 成 直角, 连接 AD ,DB. A 再 


那么 ,因为 AC 等 于 CE, 且 CD 是 公共 
的 ,两 进 AC ,CD 等 丁 两 边 BCPI 有 有 4ACD 等 于 角 BCD ,这 是 因为 它 
们 每 一 个 部 足 直 前 . 


所 以 认 AD 等 于 底 DB. [1.4] 
但 是 ,相等 的 弦 截 出 相等 的 听 , 优 弛 等 子 优 强 , 财 骤 等 于 省 弧 . 

[UI.281 
又 扳 AD ,DB 的 每 个 都 小 于 半圆 ， 


所 以 驱 AD 等 于 归 DB. 
从 而 ,已 知 颖 被 点 了 等 分 ， 


海草 加 


在 一 个 国内 半圆 上 的 角 是 直角 ;在 较 大 弓形 上 的 前 小 于 
一 直角 ; 且 在 较 小 相形 上 的 角 大 于 一 直角 ;此 外 , 较 大 的 弓形 
角 太 于 一 直角 ; 且 较 小 的 弓形 角 小 于 一 直角 . 
设 ABCD 是 一 个 贺 , BC 是 它 的 直径 , 是 圆心 .出 连接 B4 ,AC， 
B38 
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AD, DX. 

则 可 证 在 半圆 B4C 上 的 角 B4C 是 直 
用; 在 大 于 平 圆 的 号 形 48C 上 的 前 4BC 
小 于 一 直 ;而 且 在 小 于 半圆 的 号 彤 ADG 
上 的 和 4DC 大 于 “直角. 

连接 4E, 日 把 B4 延长 到 五 . 

于 是 ,因为 BE 等 于 854, 朋 4BF 也 等 
于 角 BAE. [1.51 

叉 , 因 为 CE 等 于 BE4， 

着 ACE 也 等 二 角 CAE. [1.5] 

点 整体 骨 BAC 等 于 两 角 ABC,ACB 的 和 . 

但 证 , 角 F3C 为 二 角形 4BC 的 外 角 , 它 也 等 于 两 角 ABC, ACB 的 


利 . [1.32] 
故 , 角 BAC 也 等 于 前 AC. 
所 以 ,和 登 -个 都 是 直 攻 [I 秆 类 101] 


从 铅 , 在 半圆 B4C 的 角 B4C 吓 才 前. 

其 次 ,因为 在 二 角形 4BC 内 两 第 ABC, BAC 的 和 小 下 两 直角 . 

i1.17] 

而 第 BAC 是 上 直角, 角 4BC 小 十 直 骨 ; 且 它 是 在 太 于 半圆 的 纪 形 
4BC 上 的 角 . 

其 次 , 因 4B8CD 是 阅 内 接 四 边 形 ,前 在 较 内 接 四 边 形 中 对 角 的 和 
等 J 二 直角 ， L110.221 

这 时 角 4BC 小 天 一 直角 ， 

故 余下 的 角 ADC 大 于 一 个 绷 关 ,用 它 足 在 小 于 半圆 的 号 形 4DC 上 的 
前 . 

这 时 更 可 证 较 太 的 号 形 角 , 亦 即 出 听 4BC 和 和 强 AC 构成 的 和 大 干 
一 个 直角 ;日 较 小 的 对 形 角 , 亦 即 由 弧 4DC 和 和 驴 4C 所 构成 的 荐 小 于 
一 直角 . 

这 是 显然 的 . 

内 为 ,出 直线 B4 , AC 构成 的 和 是 直角 . 
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由 颖 4BC 与 怠 4C 所 构成 前 大 于 一 直人 . 
又 ,因为 由 纺 4C 及 AF 所 构成 的 前 是 骨 角 . 
由 臣 Ca 与 踊 4DC 所 构成 的 角 小 于 一 直 骨 . 


如 果 一 条 直线 切 于 一 个 圆 ,而 且 由 切 点 必 一 条 过 圆 内 部 的 
直线 和 国 相 截 ,该 直线 和 切线 所 成 的 角 等 于 另 一 台 形 上 的 角 . 
设 直 线 EF 切 阿 4BeD 本 点 BB, 且 由 点 
吾 作 过 同 4BCD 内 的 直线 BD 和 贺 相 交 . 全、 PP 
则 可 证 BD 和 切线 EF 所 成 的 角 等 于 
在 另 一 个 忆 形 上 的 角 . 即 角 FBD 等 于 住 弓 C 
形 上 的 角 BAD ,而 卫 人 入 EBD 等 于 号 形 上 的 
角 DOB. 
因为 ,可 由 互 作 B4 和 EF 成 直角 ,在 三 F 
弧 BD 上 任意 取 一 点 CC, 连接 AD, DC, 0B. 
则 因 二 线 EF 切 国 ABCD 于 B, 由 切 点 作 BA 和 切线 成 下 基 , 刚 贺 


ABCD 的 圆心 在 BA 上 . [IT.19] 
故 B4 是 加 4BCD 的 直径 . 
所 以 , 角 ADB 是 半圆 的 角 . [I .31] 
故 ,其余 的 角 B4D ,ABD 的 和 等 于 一 自 角 . [1.32] 


查 是 , 角 4BF 也 是 直 痢 , 故 角 4BF' 等 于 角 B4D,ABD 的 和 . 
由 以 上 天边 各 减 人 用 ABD. 
则 余下 的 骨 DBF 等 于 B4D .而 它 在 相对 的 弓形 上 . 
其 次 ,因为 ABCD 是 贺 内 接 四 边 形 , 它 的 对 有 的 和 等 于 两 直角 . 
i IN.22) 


但 是 , 角 DBF, DBE 的 和 也 等 于 两 直角 . 
所 以 衣 DBF, DBE 的 各 等 于 和 骨 BA4D, BCD 的 和 . 
人 


加 加 第 10 郑重 
其 中 ,已 经 证 明了 前 BA4D 等 于 用 DBF， 
所 以 ,余下 的 角 DBE 等 于 相对 号 形 DCB 上 的 角 DOB. 


证 完 
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在 已 知 线段 上 作 一 个 马 形 ,使 它 所 含 的 角 等 于 已 知 直 线 角 . 
没 45 为 已 知 线段 .日 在 CC 
4 的 角 是 己 知 角 .那么 ,需要 存 已 知 
A 线段 4B 上 作 一 个 马 形 ,使 它 所 含 


D 


的 角 等 于 点 恕 处 的 和 前.C 处 的 用 


_\ KO 叮 以 是 锐角 ,或 涤 自 角 , 或 者 鲁 角 . 
SN 


首先 . 令 它 是 锐角 .图 中 ,在 直 
线 AB 上 的 点 4 处 作 角 BA4D 等 于 
住 舍 处 的 角 . 


因而 和 角 BA4D 也 号 锐 有 有 . 

作 45 和 Da 成 二 衣 ,238 被 二 等 分 | 下 ,出 点 玉 作 FG 利 AB 成 贞 
和 角 . 连 接 GB. 

那么 ,| 因 汐 AF 等 于 BB, 且 FG 是 公共 的 . 

两 边 AF, FG 等 本 两 边 BEF, FG ,日 角 AFG 等 于 朋 BHG. 

故 , 底 4G 等 于 底 BG. 

所 以 ,以 G 为 心 , G4 为 距 岛 ,经 过 8 作 回 ,这 国 就 是 458 ;连接 
EB. 

现在 ,因为 有 直径 的 端点 和 作 4DP 和 .AE 成 角 . 


故 AD 切 于 图 ABE. [IIL.16, 推 论 ] 
轩 为 直线 2D 加 于 阅 46 ,日 从 切 点 4 作 - -直线 .AB 经 过 加 4BR 
内 部 ;有 D4B 等 十 在 由 对 弓形 上 的 和 角 A288B. [IE.32] 


但 是 , 角 DAB 等 于 在 如 处 的 角 , 故 在 忆 的 角 也 等 十 角 AEB. 
从 调 , 在 已 知 直 线 4B 上 可 作出 包含 前 AEB 的 弓形 4EB8 ,使 角 
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4AEB 等 上 C 处 的 己 知 角 . 
D 用 其 次 , 设 在 C 处 是 直角 , 义 要 求 
在 4B 上 作 一 忆 形 使 它 所 合 的 角 等 


于 点 局 处 的 直角 . 
| 后 设 角 B84D 已 被 作出 , 它 等 于 点 


C 处 的 直 骨 ,如 图 . 
B 设 4B 等 分 于 ,有 以 下 为 
心 ,以 4 或 FB 为 距离 而 闻 AEB. 
则 直线 4D 切 于 加 ABE ,内 为 在 点 4 处 的 是 直 和 前 .|[114.16, 推 论 ] 
六, 和 BAD 等 于 在 号 形 AEB 上 的 角 , 后 者 是 一 外, 过 为 它 是 半 


轩 上 的 角 . [41.31] 
但 是 , 角 BA4D 也 等 于 在 人 
处 的 角 . 六 p 


故 , 角 AEB 也 等 十 在 C 处 


的 角 . 
从 而 , 存 4B 上 又 可 作出 包 ~、 B 
含 等 于 C 处 的 角 的 马 形 AEB.， 
最后, 设 和 在 口 处 的 是 钝 钊 . 至 
中 在 线段 48 上 点 和 和 作出 角 
BAD 等 十 CC 处 的 区 ,如 图 . 
作 AE 和 AD 上 成 直角 ,4B 多 被 二 等 分 于 五 , 作 EG 与 4B 成 直角 ， 
连接 GB. 
出 因 AF 又 等 于 FP, FG 是 公共 的 . 
两 边 A FG 等 于 上 其 边 BF', FG ,时 角 AFG 等 了 加 BEFG. 
战 , 底 AG 等 丁 底 BG. [1.41 
只 而 ;以 GG 为 心 , 且 以 G4 为 中 离 作 圆 也 过 吾 , 苑 略 AEB. 
现 往 ,因为 由 直径 的 端点 作出 的 AD 和 直径 47 成 直角 , 故 AD 切 


于 加 AERB. [TIL16, 推 论 ] 
而 且 , AB 是 过 切 点 4 且 与 圆 相交 
故 角 BA4D 等 于 作 在 相对 弓 绞 4BB 上 的 角 . [I11.32] 
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人 是 , 骨 BA4D 等 于 忆 处 的 角 . 故 在 马 形 4HB 于 的 角 也 等 于 局 处 
的 种 . 
所 以, 在 已 知 线段 AB 作出 了 包 当 等 于 C 处 角 的 马 形 AHB.， 
作 完 


由 已 知 国 截 出 包含 等 于 已 知 直线 前 的 弓形 . 
设 ABC 起 已 知 图 ,有 在 DD 的 


£ 骨 是 已 知 的 自 线 衣 . 则 要求 由 涪 
ABC 截 出 包含 等 于 在 六 处 的 已 知 
下 " 占线 衣 的 马 形 . 
上 没 EE 丰 点 B 切 于 ABC, 晶 在 
直线 H『 上 的 点 B 处 作 角 FBC 等 
E 于 在 DD 处 的 角 . [1.23] 


圭 么 ,因为 二 线 BF 切 于 图 4BC. 
且 由 切 点 作出 经 过 圆 内 的 弦 BC, 骨 FBGC 等 十 在 相对 马 形 BAC 
的 角 ， [1.321 
但 是 , 角 FBC 等 于 在 了 人 处 的 角 ， 
故 , 在 号 形 BAC 上 的 角 等 于 点 处 的 名 . 
所 以 ,由 已 知 圆 ABC 已 经 截 出 了 包含 等 于 在 万 处 的 已 知青 线 角 
的 亏 形 BAC. 


作 完 


会 荐 35 


如 果 在 一 个 国内 有 两 条 相交 的 纱 . 把 其 中 一 条 分 成 两 段 
使 其 构成 的 矩形 等 于 嚼 一 条 分 成 两 段 构 成 的 矩形 . 
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设 在 加 48CD 内 随和 条 弦 4C,BD 珂 相交 于 点 已. 
则 和 三 证 由 AF, EC 构成 的 矩形 等 于 由 DE， 
EB 构 成 的 矩 撒 . 
如 果 4C, BD 经 过 圆心 ; 设 百 中 ABCD D 
的 圆心 ,明显 的 AE ,EC, DE ,EB 相等 . 
柄 中 AE, EC 构成 的 矩形 等 于 由 DE,EB 构 成 ” 溃 
的 第 形 . 
上 其次, 设 AC, DB 不 过 圆心; 设 下 为 国 
ABCD 的 国 心 .由 玉 作 FG, FH 分 别 得 直 于 弦 4C, DB, 而 且 连 接 FB， 
FO, FE. 
旧 人 么 ,因为 自 线 GF 经 过 圆心 交 -条 不 经 过 圆心 的 弦 4C 并 与 它 
交 成 直角 , 匡 二 等 分 它 ; [II.3] 
上 AG 等 于 GC. 
因为 , 续 4C 被 二 等 分 于 G 是 涉 等 分 BC， 
由 AE, EC 构成 的 给 形 与 BG 上 的 正方 形 的 和 
等 于 GC 上 的 正方 形 . [ 1.5] 
将 GF 上 的 正方 形 加 在 以 上 两 边 ， 
则 第 形 4AE .EC 二 GE GF, 上 的 正方 形 的 
利 等 了 GG .GF 上 正方 形 的 种. 
但 是 ,FE 上 的 代 方 形 等 于 EG,GF 上 的 正方 形 的 和 ,而 且 FC J 


| 


的 正方 形 等 于 CG, GF 上 的 止 片 撒 的 和 . [1.471 
故 , 秆 并 AE .BC 与 FB 上 的 下 方形 的 和 等 -FC 和 的 正方 形 . 
,FU 等 于 了 B， 


则 息 形 4AE 、EC 与 EF 上 的 下 方形 和 等 于 FB 上 的 下 方形. 

同 理 也 有 ,和 守 撒 DE .8B 与 本 上 的 正方 形 的 和 等 于 上 的 正方 
形 . 

但 是 , 短 形 AE、EC 与 EF 下 的 下 方形 的 和 和 已 被 证 明了 等 于 FB 上 
的 正方 形 . 

故 , 短 形 AE、EC 与 玛 上 的 正方 有形 的 和 等 寺 知 形 DE, EB 与 到 
上 本 方形 的 利 . 

D4 
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由 以 上 两边 各 减 去 到 上 的 止 方形 . 
所 以 ,余下 的 由 4 ,EC 构成 的 矩形 等 于 由 DE ,EB 构成 的 矩形 . 


证 完 


如 果 在 一 个 圆 外 取 一 点 , 且 由 它 向 圈 作 两 条 直线 ,其 中 一 
条 与 回 相 截 而 另 一 条 相 切 . 则 由 辆 截 得 的 整个 线段 与 国外 定 
点 和 廿 颖 之 间 一 段 构成 的 夭 形 ,等 于 切线 上 的 正方 形 ， 

为 此 , 设 在 圆 4BC 外 取 - -点 卫 , 且 由 点 也 向 
带 上 作曲 条 直线 DPC4. DB: DCA 截 圆 4BC 人 而 
BD 切 于 贺 . 

则 可 证 由 4D ,DC 构成 的 矩形 等 于 了 B 上 的 
二 方形. 

那么 ,DC4 或 者 经 过 圆心 怠 者 不 经 过 回 心 . 
D 首先 , 变 它 经 过 圆心 , 旦 设 FF 是 圆 ABC 的 图 

心 . 连 接 3， 
则 角 FBD 是 直 朋 . -11.18] 
是 因 AC 二 等 分 于 下 , OD 是 如 让 它 上 的 线段 ， 
扼 形 4D ,DC 与 FC 土 的 于 方形 的 和 等 了 FD 二 的 止 方形 ， 
[11.61 


对 


但 是 ,FC 等于， 

所 以, 短 形 AD 、DC 与 FB 上 的 正方 形 的 和 等 于 FD 上 的 止 方形 . 

又 ,FB, BD 上 的 正方 形 的 和 等 于 ED 上 的 下 方形 . [1.47] 
从 而 ,第 形 2D、DC 与 FB 上 的 正方 形 的 和 等 于 招 , BD 上 正方 形 的 
和 

设 由 以 上 两 边 扣 减 去 585 上 的 于 方形 ， 

岂 余 下 的 矩形 AD .DC 等 于 切线 DB 上 的 正方 形 . 
嗓 设 PDCA 不 经 过 圆 ABC 的 圆心 , 取 定 圆心 FF, 且 由 态 作 EF 垂 直 
Ds 
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4240; 连接 EB ,EC, ED. 
则 和 EBD 是 直 利 . [ITT.18] 
又 因为 ,条 直线 EF 经 过 圆心 ,并 
交 不 经 过 圆心 的 弦 4C 成 直 骨 ,有 日 二 等 
分 它 . [4.3] 
故 2 等 FFC. 
现在 ,因为 线段 AC 被 户 二 等 分 ,把 
CD 加 在 它 上 边 . 和 出 4D ,DC 构成 的 矩形 DD 
与 FC 上 的 正方 形 的 和 等 于 ED 上 的 止 
方形 . [0.6] 
将 FE 下 的 正方 形 可 在 以 上 各 边 . 
则 第 形 4D DC 与 CF, FE 上 的 正方 形 的 和 等 于 FD, 了 FE 上 止 方形 的 
利 . 
但 是 ,BC 上 正方 形 等 于 CF, FE 上 正 为 撒 的 和 ,因为 和 角 EFC 是 直 
角 [1.47] 
又 ED 上 上 正方形 等 于 了 FE, 上 止 太 形 的 和 ; 故 第 形 AD .DCS EC 上 
上 上 方形 的 和 等 ED 上 的 正方 形 . 
又 EC 等 于 , 故 夭 形 4D .DC 与 EB 上 下方 上 珍 的 和 等 于 ED 上 
的 正方 形 ， 
但是 ,EB,BD | 正方形 的 和 等 1 ED 上 上 正方形, 因为 骨 EBD 是 贞 
骨 . -J.47] 
前 矩形 AD .DC 与 EB 上 的 正方 形 的 和 等 JEB, BD 十 上 上 方形 的 和 . 
由 以 上 两 边 各 减 去 EB 上 的 正方 形 . 
则 余下 的 和 矩形 AD ,DC 等 于 DB 上 的 正方 形 . 


如 果 在 图 外 取 一 点 ,并 且 由 这 点 向 国 引 两 条 直线 ,其 中 一 
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条 与 贺 相 截 , 而 另 一 条 落 在 贺 上 .假如 由 截 辆 的 这 条 线段 的 全 
部 和 这 条 直线 上 出 定点 与 凸 弧 之 闻 圆 外 一 段 构 成 的 和 给 形 等 于 
落 在 加 上 的 线段 上 的 正方 形 . 则 落 在 加 上 的 直线 切 于 此 贺 . 
为 此 , 设 在 4BC 外 取 一 点 也 
由 点 DD 作 丙 条 直线 DC4 , DB 落 在 
司 ACB 工 ; DC4 除 圆 ,而 DB 洛 在 
加 上 ; 
交 设 知 撒 4 .DC 等 于 DB 上 
的 上 上 上方 撒 . 
则 可 证 DB 切 下 同 4BC. 
为 此 , 作 DE 切 于 ABC, 取 圆 4BC 的 圆心 , 谍 共 为 ;连接 三， 
FB, FD. 


邦 么 , 角 FED 是 睛 前 . [II.18] 
现在 , 国 DE 切 圆 ABC H DCa 截 此 圆 ; 和 矩形 AD、DC 等 于 DE 上 
的 止 方形 . TIT.36] 


但 是 , 禾 形 4D .DC 也 等 于 DB 上 的 下 方形 ， 
帮 DE 上 的 正方 形 等 于 DB 上 的 上 上方 撒 . 
所 以 ,DE 等 于 DB. 
多 至 等 1 FB 
亢 两 过 DE ,EF 等 于 县 边 DB ,BF'; 
量 FD 是 二 垦 撒 的 公共 诡 
鼓 ,前 DEF 等 于 和 DBF. [1.8] 
但 是 , 角 DEF 是 直角 ， 
故 , 朋 DBP 也 是 至 惠 
区 将 BF 征 攻 成 一 直径 ,生出 图 的 直径 的 端点 作 一 直线 与 该 直 征 
成 直角 . 则 此 到 线 切 于 贺 . “01,156. 推论 ] 
所 以 ,DB 切 二 此 辐 . 
类 亿 蚜 .可 以 证 册 贺 心 齐 4C 上 的 情况 . 


证 完 
在 数学 史上 “弓形 的 币 " 一 词 的 意 关 ,曾经 引起 过 些 人 的 香 论 .因为 , 它 真 止 
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的 意义 个 是 很 清楚 的 .普罗 上 克 普 (proclus) 曾 经 说 过 ,这 个 概念 是 * 合 混 " 的 . 欧 几 里 
得 入 管 答 出 了 这 个 定 关 ,全 在 以 后 并 没有 用 这 ,只 旺 在 机 养 命 题 后 中 提审 了 “半圆 
外" 这 个 这 .从 命题 I6 和 第 开卷 命题 5 的 注释 分 析 ， 弓 形 的 角 " 指 的 十 如 图 所 示 的 
角 a4 和 第 8. 它们 是 由 六 AB 和 4BC 构 成 的 骨 . 合 是 16 中 所 提 到 的 :“ 半 交角 "是 卢 
径 和 半圆 疆 构 成 的 前 , 它 足 "号 形 的 人 而 " 史 特殊 情况 . 如 果真 足 指 的 这 样 的 萌 ,还 不 
如 称 他 为 "月 直人 放 "更 形象 点. 

本 准 定 关中 滥 有 结 国 周 角 和 圆心 角 下 定义 ,在 命题 
20 和 出现 了 这 疯 种 称 法 .实际 上 ,定义 8 的 弓形 多 也 栎 作 
问 周 角 , 这 显 中 学 半 面 几何 中 的 称 法 . 

在 网 这 一 部 分 ,市 郊 音 要 地 位 的 安 络 定理 (命题 35)、 
圆 瑟 定理 (命题 36) 和 制 线 定理 ,在 这 - 疮 呈 出 天 了 前 两 
个 定 填 . 辣 题 34 是 国 寡 定理 的 逆 定 理 , 值 得 注意 的 是 命 
题 35 .36 的 证 明 广 法 用 了 第 一 卷 命 题 各 的 结果 (面积 法 )， 
而 不 是 创 现 代 急 等 几何 通用 的 证 明 方 法 ,二 此 册子 相 极 


一 折 虑 . 


D8 


定义 


1. 当 个 直线 形 的 各 角 的 项 点 分 别 丰田 一 个 直线 形 的 各 边 上 时 ， 
这 个 至 线形 叫做 内 接 上 后 -个 到 线形 

2. 类 伏地 , 当 - 一 个 网 形 的 各 过分 别 经 过 另 一 个 图 形 的 各 角 的 顶点 
时 ,前 一 个 图 形 叫 做 外 接 于 后 一 个 图 形 . 

3. 当 - -个 直线 形 的 各 角 的 硕 点 都 在 个 圆周 上 时 ,这 个 直线 形 叫 
做 内 接 于 图 ， 

4. 当 一 个 各 线形 的 各 边 都 切 于 一 个 国 时 ,这 个 直线 形 叫 知 外 切 于 
这 个 加 . 

5. 类 伏地 , 当 一 个 回 在 一 个 出 形 内 , 切 于 这 个 图 形 的 每 一 条 边 时 ， 
称 这 个 圆 内 雪 于 这 个 图 形 . 

6. 当 个 国 经 过 一 个 岗 形 的 每 个 角 的 顶点 和 时 , 称 这 个 圆 外 接 于 这 
个 图 形 . 

7. 当 一 条 线段 的 两 个 端点 在 回 周 上 时 , 则 称 这 条 线段 拟 合 于 园 . 


命 是 


已 知 一 个 线段 不 大 于 一 个 园 的 直径 ,把 这 个 线段 拟 合 村 


和 氢 合 王国 的 线段 就 是 里 的 弦 . 


乔 欧 儿 虫 得 :几何 原本 


这 个 国 . 
没 已 知 辣 是 A8C, D 是 不 大 于 此 
-— 圆 直径 的 线段 . 求 作 贺 2BC 的 一 条 弦 ， 
六 使 它 等 于 已 知 线段 D. 
作出 圆 ABC 的 自 答 BC， 
8 如 果 BG 等 于 万 ,就 不 必要 再 作 此 
线段 了 ,因为 BC 拟 合 二 加 ABC 且 等 于 
FF 线段 DD. 
但 是 ,如 果 BC 大 于 DD. 
版 CB 等 于 户 , 以 0 为 亡 , 以 CE 为 距离 作 辐 EAF. 连 接 C4. 
因为 点 C 是 加 EF4F 的 圆心 , Ca 等 于 CCE. 
但 是 CE 等 于 放 , 故 DD 出 等 于 CA. 
因此 ,在 已 知 图 ABC 内 拟 合 了 一 条 等 于 已 逢 线段 DD 的 闹 C04. 
作 完 


在 一 个 已 知 贺 内 作 一 个 与 已 知 三 角形 等 前 的 内 接 三 角形 . 
设 4BC 是 已 知 轩 ,日 DEF 
是 已 知 二 前 形 , 要 求 在 贺 4BC 内 E 
作 :一 个 与 三 角 撒 DEF' 等 骨 的 内 B F 
接 一 角 席 . 
设 在 点 4 作 GH 切 于 网 5 
4BC; TU.416 ,推论 ] 
在 直线 AH 上 的 点 直人 作用 Ga 
等 于 角 DEEP, 日 在 让 线 4G 上 的 4 
点 有 A 作 角 GAB 等 于 用 DFE. 
[£.23] 


H 
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连接 BC. 
则 内 直线 AE8 切 于 辐 4BC, 玫 了 目 切 点 4 作 一 直线 AC 经 过 图 的 内 
部 
故 骨 BE4C 等 于 相对 汪 形 上 的 和 4.8C. i I 32] 
但 赴 , 角 HAC 等 于 前 DEF', 豆 衣 ABC 也 等 1 前 DEF. 
同 理 ,前 ACB 也 备 寺 角 DFE， 
显然 ,余下 的 前 BA4C 也 等 上 余下 的 角 EDF. [1.32 j 
所 以 ,在 蕊 庆贺 内 作出 了 与 已 知 .三 用 形 等 角 的 内 接 二 角 形 . 
作 完 
在 一 个 已 知 国外 作 一 个 与 已 知 三 角形 等 角 的 外 切 三 角形 ， 
设 有 天 ABC, 日 DEF 
在 已 知 三 角形 , 要求 作 间 wy 
4BC 的 - -个 与 二 角形 DER F D 
等 佣 的 外 且 三 角形 . 了 
将 EF 向 防 端 延长 至 E 
G,H. 
设 图 4BC 的 圆心 为 本 忆 N 
[HIL.1] 
任意 作 直 线 RE ,在 月 线 KB 上 的 以 KK 作 角 BKA 等 于 角 PE5G , 昌 
用 BKC 等 于 荫 DEH， [T.23] 


又 过 点 下 ,B,C 作 直 线 LAW ,MBN,NOL 切 于 四 4BC . 
[TFT.16, 维 论 ] 
现在 ,因为 LM, MN, NL 苇 贺 apBC 于 点 4 ,B,C; 且 由 圆心 下 到 
占 A.B.C 进 接 KA ,KB EC 
故 在 点 及、B8.C 处 的 角 等 于 自 角 . [ IMT.18] 
因为 四 边 形 AMBK 可 以 分 为 两 个 二 角形 ,因此 AMBEK 的 四 个 角 
1O1 


看 欧 用 星 得 :几何 序 本 


的 和 等 四 二 分. 

又 , 角 KANM ,KBM 是 直角 ， 

故 , 余 下 的 角 A828B, AMB 的 和 等 于 两 直角 . 

但 是 , 角 DEG .DEF 的 和 也 等 于 两 占 角 . 11.13] 
鼓 , AKB, AMB 刚 和 等 于 角 DEG, DEF 的 和 ,其 中 角 AKB 等 于 骨 
DEG. 

故 , 余 下 的 角 AMB 等 于 作 下 的 角 万 BF 

类 但 地 ,可 这 证 明 前 LNB 也 等 于 人 角 DEE. 

琶 , 余 上 下 的 衣 /WLAN 等 于 角 EDF. [1.32] 

所 以 ,一 阴 形 LMN 与 二 骨 形 DEF 等 第 , 且 它 处 切 下 加 ABC. 
因此 ,给 器 知 圆 作出 了 与 已 知 三 角形 等 角 的 外 切 二 人 用 形 . 

必 完 


命题 4 ) 


求 作 已 知 三 角形 的 内 切 圆 . 

已 知 一 前 形 ABC ,炒作 三 角形 4BC 的 内 切 贺 . 

今 仙 4BC. AKCPB 各 有 一 等 分 
线 BD , CD. -1.9] 
并 昌 BD, CD 柑 迹 于 一 点 了 ,出 点 
必 作 DE, DF.DG 重 直 上 直线 4PB， 
BC', 04. 

现在 ,因为 角 4BD 等 于 角 
CBED .日 目前 BED 等 丁 直 衣 BFD; 
EBD .FBD 是 症 个 .: 弟 形 ,有 两 双 攻 相等 ,又 有 一 条 边 等 于 一 条 边 , 即 
对 着 相等 衣 的 - 边 , 它 就 是 两 一 角形 的 公共 边 BD; 


所 以 上 其余 的 边 也 等 于 黄 余 的 边 1].261 
从 而 ,DE 等 于 DF. 
同 理 , PG 也 等 二 DF. 


102 


第 IV 卷 全 


于 是 三 条 线段 DE, DF, DG 彼此 机 等 . 

这 样 , 以 万 为 心 , 凡 以 DE, DF, DG 之 一 为 距离 画 圆 经过 其 余 的 
点 , 且 相 切 于 直线 AB, BC,AC, 这 是 因为 在 点 厨 ,下 ,G 姓 的 角 居 点 角 . 

扣 实 上 ,如 上 内 辣 不 声 于 这 些 直 线 , 而 与 它们 相交 , 邦 么 ,过 加 的 直径 
的 端点 和 各 径 成 直角 的 育 线 头 有 -部 分 落 在 阅 内 .已 经 让 明了 这 是 不 
合理 的 . [10.16] 

礁 引 喇 六 旋 , 以 线段 DBE,DF,DG 之 一 为 味 离 所 作 的 隔 不 能 与 十 
线 48,BC,CA 机 区. 

从 而 , 圆 FGE 切 - 于 它们 , 即 内 切 于 三 角形 ABC. [IY. 定义 5] 

今 内 切 贺 是 FGE. 

所 以 ,加 EFG 内 切 于 已 知 一 角形 ABC. 


来 作 已 知 三 角形 的 外 接 图， 


多 人 的 


设 ABC 是 已 和 刻 二 角 志 . 求 作 岂 知 二 角形 4BC 的 外 按 回 ， 

设 一 等 分 线段 AB ,AC 于 点 万 ,五 . [iD] 
是 在 点 万, 玉 作 有 本 与 48.a4C 成 育 旬 ,它们 相交 在 一 角形 450 
内 ,或 者 在 直线 BC 上 ,或 者 在 BC 之 外 . 

首先 , 谭 它 们 区 在 三 角形 内 的 点 到, 连接 FB RCR 

那么 ,AD 等 于 DBB, 日 开 是 会 其 的 ,又 成 直角. 训 , 底 4 等 于 底 
FB. [1.4] 
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类 伺 地 ,我 们 能 证 明 CF 也 等 十 AF; 这 样 FB 也 等 于 EC 
所 以 ,一 线段 FA4, FB, FU 彼此 相等 . 
从 而 ,以 下 为 心 ,以 线段 4 ,FB, FV 之 一 为 趾 离 作 圆 也 此 经 过 其 


余 的 点 ,| 而且 外 接 于 三 角形 ABC. 


设 ,外接 加 是 ABC . 
上 次 , 设 DF, EF 相公 在 直线 BC 工 的 点 下 ,连接 AF. 
邯 么 ,类似 地 ,我 们 可 以 让 明 点 所 是 二 角形 4BC 的 外 接 圆 的 


问 


最 后 , 设 DF', EF 相 父 在 二 角 烘 外 部 的 下, 连接 4P BF, CF. 

那么 ,因为 AD 等 于 DB,H DF 是 公共 的 ,又 成 自 角 ; 

所 以 , 底 4F 等 于 底 BF. | 1.4] 

类 似 地 ,我们 能 证 时 CF 也 等 于 AF; 这 样 ,BF 也 等 于 了 

所 以 ,以 页 为 心 , 以 线段 了 ,之 -为 中 离 肖 贺 经 过 其 它 的 


-这 图 外接 十 二 骨 素 4BC 


因此 ,我 们 作出 了 己 知 二 角形 的 外 接 阅 . 
作 完 
明显 的 , 当 阅 恬 落 在 一 角形 内 时 ,期 B4C 在 大 十 半圆 的 续 形 内 , 它 


小 于 一 直角 ;于 圆心 落 在 弦 BC 上 时 , 表 B4C 在 洲 同 上 , 屁 -- 直 角 ; 最 
后 . 当 国 心 落 在 二 角形 之 外 时 , 骨 BaC 在 小 于 半圆 的 号 形 上 上 , 它 大 于 一 


A, 


直 骨 . 


[9.31 | 


命题 6 ) 


求 作 已 知 国 的 内 接 正 方形 . 
设 ABCD 是 已 知 回 . 要 求 作 国 4B0D 的 内 接 正 方形 . 
作 贺 ABCD 的 两 条 生成 表 角 的 自 径 AC, BD. 连接 AB, BC, CD,， 


那么 ,因为 召 是 圆心 , 故 BE 等 .J BD,X BE4 是 公共 的 且 与 它们 成 


点 角 . 故 订 4B 等 于 底 4D. [1.4] 
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同 理 ,线段 BC, GD 的 每 一 条 等 于 线 
段 4B ,4D 的 每 一 条 . 双 
故 ; 四 边 形 AB0CD 是 等 边 的 . 
其 次 ,又 可 证 它 是 二 骨 的 . 
因为 ,线段 BD 是 圆 ABCD 的 直径 , 故 
BAD 是 半 阅 ， 


从 而 负 BA4D 是 直角 .L111,31] x 
问 理 , 角 ABO, BCD. CDA 的 每 一 个 
也 是 至 角 . 


从 和 而, 四边形 ABCD 是 坦 和 角 的 ， 

世 是 ,也 已 证 明了 它 是 等 边 的 ， 

所 以 , 它 是 一 个 正方 形 . [1. 定义 22] 
日 内 接 寺 网 ABCD. 

因此 ,我 们 在 已 知 圆 内 作出 了 内 接 止 方形 ABCD. 


求 作 已 知 圆 的 外 切 正 方形 . 
设 ABCD 是 已 知 圆 . 求 作 圆 ABCD 的 外 切 止 方形 ， 
画 圆 4BCD 了 成 再 前 的 两 条 直行 
AC,BD; 而 昌 H 过 点 4, B,C0,D 作 Fe， 
GH , HK, KF 切 于 二 4BCPD. 
[II.16, 推 论 ] 
则 3 切 于 园 ABCD ,了 是 出 同心 请 到 
切 点 A 连接 4 , 故 在 避 和 的 前 是 育 角 . 
[I0.18] 
同 建 ,在 点 B.C,D 的 角 也 是 直角 . 
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现在 ,因为 角 A5B 是 直 骨 ,和 角 EBG 也 是 具 衣 .车 G8 平行 和 AC. 
同 理 , 4C 也 平行 于 FEK， [1.28] 

[1.30] 


J 是 6 也 下 行李. 
类 做 地 ,我 们 可 以 证 明 直 线 GF, HE 的 每 -条 都 平行 了 BED. 
所 以 ,GK, GC ,AK, 8, BK 是 平行 四 边 形 , 从 而 , GF' 等 于 HK， 

GH 等 于 了 了 EK. [1.34| 

区 ,因为 4C 等 于 BD, 日 4C 也 等 于 线段 6 本, FEK 的 每 一 条 .这 时 

BD 也 等 于 线段 GF, HE 的 每 一 条 ， [1.34) 

从 而 ;四边 撒 FGHK 是 等 边 的 ， 


其 次 ,可 证 它 也 赴 直 和 角 的 . 
事实 上 ,因为 GBEA 是 平行 四 边 形 , 强 角 AEB 是 直角 . 故 . 角 AGB 
[71.34] 


也 是 自 角 . 

类 似 地 ,我 们 能 证 明 在 吾 , 玉 ,下 处 也 是 直角 . 

所 以 , FGHK 尽 和 直角 的 . 

但 基 , 它 山 被 证 明 是 等 边 的 ,上 帮 它 是 :个 正方 形 . 旦 外 切 上 网 
ABCD. 

从 而 ,对 已 知 回 作 出 了 外 切 正 方形 ， 

作 完 
8) 


求 作 已 知 正方 形 的 内 切 圆 . 
设 4B8CD 中 已 知 正方 形 . 求 作 已 知 正 方形 ABCD 的 内 切 辐 . 
设 线段 4 ,4 五 分 判 被 二 等 分 于 百 , 五 . [1.10] 
过 万 作 EH 平行 于 AB 或 者 CD, 和 且 过 下 作 FE 平行 于 AD 或 者 BC. 
[1.31] 


所 以 ,图 此 AK, KB ,AH, HD,AG, GC, PRG,GP 的 每 一 个 都 是 平行 四 
边 形 ,显然 它们 的 对 边 相等 . [1.34] 
现在 ,因为 4D 等 于 4B,H AB 是 AD 的- -六 ,4AF 是 4B 的 - 半 . 
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区,AE 等 于 4F, 央 为 对 边 也 相等 ;所 
以 FG 等 于 GE. 

类 似 地 ,我 们 能 证 明 线 段 GH ,GK 的 
每 一 个 等 J 线段 FG ,GE 的 每 一 个 ， . 

所 以 ,四 条 线段 GE .GF,GH ,GK 是 
彼此 相等 的 - 

所 以 ,以 司 为 心 旦 以 线段 GE, GF， 
GH ,GEK 之 一 为 距离 画 回 必 经 过 其 余 各 
[ee 

而 且 , 它 切 于 直线 4B, BC, OD, D4. 这 是 内 为 在 点 户 , 下 , 吾 , 太 的 
角 是 各 角 . 

因为 ;如果 圆 截 48,8C,CD, D4, 则 由 贺 的 自 径 的 端点 作 与 直径 
成 直 痢 的 这 条 线 落 在 网 内 :这 足 术 合理 的 ， [UL361 

从 曾 ,区 为 心 ,有 十 以 线段 GE,GF, GH. GK 之 一 为 距离 ,有 而 的 
贺 不 与 直线 AB, BC, CD, DA 相交 . 

所 以 ,这 个 贺 将 切 于 它们 ,好 内 切 于 正方 形 ABCD. 

因此 ,在 已 知 正方 形 内 作出 了 它 的 内 切 贺 . 


作 完 


命题 9 


求 作 已 知 正方 形 的 外 接 国 . 

设 4BCP 是 忆 知 下 方形. 求 作 已 知 止 方形 4BCD 的 外 接 加 . 

连接 AC, BD. 设 它们 痉 丁 琅 . 因 为 DA 等 十 4B,AC 是 公共 的 ,所 
这 末 过 DA ,AC 等 于 册 边 B4 ,4C, 用 底 DC 等 |- 底 BC. 

所 以 骨 DAC 等 二 角 BAC. [1.8] 

从 而、AC 二 等 分 外 DAB. 

类 似 地 ,我 们 可 以 证 明 角 ABC, BCD, CDA 的 每 一 个 被 雪线 AC， 
DB 一 等 分 . 
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击 在 ,因为 币 D4B 等 于 角 .ABC, 且 骨 


及 EE4B 是 角 DA4B 的 -六 , 尺 角 EBA 是 角 4BC 
的 一 半 . 故 前 EA4B 也 等 于 人 角 EB4; 这 样 一 
来 ,过 EF4 也 等 于 四 EBDB. [T.6] 
3 类 似 地 ,我 们 能 证 明 线 段 BE4 ,EB 的 每 
- -个 等 十 线段 BC BD 的 每 一 个 . 
区 所 以 由 条 线段 E4 ,BE,，EC ,ED 彼此 相 
以 吾 为 心 , 且 以 线段 B44, 下,BC,ED 之 :为 上 距离 丽 疫 必 有 经 过 其 


世 各 点 ; 
而 内 它 氏 接 于 正 方形 ABCD. 
证 外 接 圆 是 ABCD. 
所 以 ,给 一 个 已 知 下 方形 作出 了 它 的 外 接 图 ， 


求 作 一 个 等 腰 三 角形 ,使 它 的 底 角 的 每 一 个 都 是 顶 角 的 
二 们 . 
任意 取 定 -条 线段 4 五, 用 点 C 
分 4 全 4,BC 构成 的 抵 形 等 于 
CA 上 的 正方 形 ; [11] 
以 有 A 为 旋 以 及 距离 4B 作 力 
BDE ,在 加 BDE 中 作 拟 合 线 BD 等 


于 线段 AC ,使 它 不 太 丁 圆 BDE 的 

直径 . iIV.1] 
连接 4D，DC ,日 令 国 ACD 镍 

接 于 三 角形 ACD. [IV.5] 
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出 于 矩形 4B 、BC 等 于 4C 上 的 中 广 形 ,是 4C 等 于 BD. 故 引 形 
4 .BC 等 于 BD 十 的 下 方形 . 

区 ,因为 点 召 是 在 加 ACD 的 外 耐 起 的 ,过 B 作 两 条 线 战 BA, BD 
与 加 ACD 相 进 ,有 昌 它 可 中 的 -- 条 与 加 相交 ,这 时 时 一 条 潜在 回 . 上 ,出 于 
尖 形 4B .BC 等 十 BD 工交 正方 拒 . 

鼓 ,BD 切 于 加 ACD. [UT.371 

出 于 BD 与 它 相 坊 . 

DC 时 由 切 点 呈 作 的 加 的 拟 合 线 ， 

故 角 BDC 等 于 相对 马 形 下 的 角 DAC. LI.32] 

因为 角 BDC 等 于 角 D4C ,将 角 CD4 加 在 它们 各 边 .页 , 整 体 角 
BDA 等 十 随和 角 CD4 ,DAC 的 得 . 
但 是 ,外 和 角 BCD 等 二 角 CDA .DA4C 的 和 . [4.32] 
所 以 朋 BDA 也 等 于 用 BCD. 
有 是 , 角 BDA 等 于 和 有 CBD, 国 为 边 AD 也 等 于 AB. [1.5]| 
这 样 -来 , 角 DB4 也 等 于 前 BCD. 

破 三 个 角 BDA ,DBA .BCD 被 此 相等 ， 

又 ,因为 前 DBC 等 二 - 角 BCD， 


一 


边 BD 也 等 于 边 DC. [1.61 
但 是 ,已 知 BD 等 J C4 ,上 故 C4 也 等 于 CD， 
这 样 一 来 ,前 Cpa 也 等 于 有 DAC. [1.5] 


所 以 , 毕 CDA4 ,DAC 的 和 是 角 Dac 的 二 倍 ， 

但 赴 , 胡 BCD 竺 于 角 CDA4 .DAG 的 各 ,上 , 角 BOD 也 是 角 C4D 的 
一 倍 . 

全 是 , 肌 BCD 等 于 用 ED4 ,DB4 的 每 一 
战 , 角 BBA4 ,DBA 的 每 一 个 也 是 组 AB 的 . | 

因 些 ,我们 作出 了 等 腰 二 前 形 ABD, 它 的 底 DB 工 的 等 个 角 都 等 
于 项 佣 的 二 倍 . 


作 完 
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命题 11 


求 作 已 知 园 的 内 接 等 边 且 等 角 的 五 边 形 . 

设 ABCDE 是 已 若 国 . 要求 在 辐 ABCDE 内 作 - -个 等 边 日 等 前 的 五 
边民 . 

设 等 腰 二 着 形 FGF 在 | PF 
@, 百 处 的 角 的 外-- 个 部 是 五 
处 划 的 一 倍 . [IY .10] B E 

先 在 辣 ABCDE 内 作 
个 和 二 角形 FGH 等 角 的 三 角 < 
形 4CD 万 

这 样 ,多 C4D 等 二 在 五 
的 攻 ,有 旦 在握 , 五 的 角 分 别 等 于 角 4C 瑟 ,CD4 ， _JY.2] 
破 艇 4CP ,CD4 的 每 个 也 是 角 C4D 的 二 倍 ， 

现 证 , 设 让 ACD CD4 分 别 被 牟 线 (本 ,DB 二 等 分 . [1.9] 
训话 接 AB8, 0, DE, EA. 

那么 .因为 前 ACD, CDA 是 角 CHD 的 一 倍 , 且 它 们 被 育 线 OF， 
DB 二 等 分 . 
故 下 个 前 DAC, AGE ,ECD ,CDB, BDA 彼此 相等 . 


作 臣 ,等 角 上 所 对 的 弧 也 相等 . [TIL.26] 
帮 五 段 上 4 BOC, CD DE, EE4 彼此 村 等 . 
但 是 ,等 蜂 所 对 的 驴 出 相等 . .29 


所 以 ,万 条 引 48, BC, OCOD,DE, EA4 彼此 相等 . 
战 五 边 形 48BCDE 是 等 边 的 ， 
其 次 ,可 让 它 也 是 等 表 的 . 
因为 , 纯 AB 等 于 括 DE ,给 它们 各 边 加 工 BGD, 则 歼 休 括 ABCD 
等 十 整体 的 帮 EDCB. 
丸 , 和 前 AED 在 练 .4BCD 上 ,日 和 有 BAE 在 昕 EDCB 上 , 故 前 BA4E 也 
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_ EE 
等 于 角 AED. [IT.27] 

同 理 , 衣 ABC, BCD, CDE 的 入 一 个 也 等 于 角 BAE ,AED 的 每 一 
个 . 

放 五 边 形 ABCDE 是 等 角 的 ， 

但 是 , 己 经 汗 明 了 人 它 是 等 边 的 . 

因此 ,在 已 知 圆 内 作出 了 一 个 内 楼 等 边 昌 等 般 的 五 边 形 . 

作 完 

求 作 已 知 圆 的 外 声 等 边 且 等 角 的 五 边 形 . 

设 4BODE 尾 忆 知 贺 . 求 作 加 ABCDE 的 外 切 等 这 且 等 前 的 五 边 
形 . 


变 4 .了 .CC 五 . 吾 是 内 接 五 边 形 的 质 

点 .这 样 , 弧 AB ,BC, OD ,DE, EA 相等 . 
[IY.11] 

经 过 点 AA,B.C.D.E 人 和 作 圆 的 雪 线 
GH, HK, KEL, LM, MG. [HI.16, 推 论 ] 
设 圆 ABCDE 的 国 心 下 已 取 定 , [IH.11 
又 连接 FB ,FEK, FC, FL, FD. 

形 么 ,因为 直线 KL 切 赔 ABCDE 了 CG. 
又 ,由 图 心 请 到 场 点 的 连 线 为 FC， 

则 FC 王 直 于 天 7 [DT.18] 

故 在 点 忆 的 每 个 和 朋 部 是 直 期 . 

同 理 , 在 点 吾 ,六 的 用 世 趾 四 前， 

区 ,因为 角 FCOK 是 直 明 ， 

全 而 ,在 IE 上 的 下 方形 等 于 FC, CK 上 的 正方 形 的 和 . 11.47] 

同 理 , FK 上 正方 形 也 等 于 ,BK 下 正方 形 的 和 和 ; 

由 此 ,FCO, CK 上 正方 形 的 和 等 于 FB,BK 上 止 方形 的 和 和 . 


111 


者 局 儿 里 得 :几何 此 本 


其 中 在 FC 的 正方 形 等 于 5 让 的 止 方形 , 肯 共 余 的 CR 上 的 下 
方形 等 于 BK 起 的 正方 形 . 

所 以 BE 等 FCK. 

区 ,因为 FB 等 十 FC, 日 FE 是 公共 的 , 册 边 BF, FRK 等 于 沿边 
CE 有 应 BK 千 于 底 OK. 

所 以 前 BFK 等 于 用 KFC， [有 8] 

且 , 角 BKF 等 于 FEC， 

从 并 ,和 角 BFP 是 角 EEU 的 二 人 税 , 以 及 角 BEC 是 前 EC 的 一 倍 . 
回 埋 ,和 角 GFDP 也 是 衣 CE 的 一 伴 , 有 前 瑟 C 也 是 角 C 的 二 代 . 
现在 ,因为 跨 BC 等 于 闻 CD ,用 BFC 出 等 阴 CFEPD， TI.27] 

又 ,区 BEFGC 是 划 EEm 的 二 倍 , 且 角 DFUC 是 盘 LFC 的 一 倍 . 

上 是 用 EC 也 等 于 攻 如. 

但 是 ,月 FOEK 也 等 于 第 FCL， 

从 而 ,在 FEC, FEC 两 个 三 角形 出, 它们 丰 丙 个 角 等 于 两 个 角 , 区 有 - 

边 等 于 一 边 ,一 它们 的 公共 边 FC; 

芍 它们 其 余 的 边 等 于 上 共 余 的 边 , 共 余 的 角 等 省 其 余 的 衣 . |1.26] 

所 以 ,线段 KC 等 于 线段 CL, 日 前 FKG 等 二 和 仙 FLC. 

又, 因为 KC 等 于 CL， 

从 而 ,KL 是 KC 的 一 术 . 

癌 蝗 ,可 让 8K 也 等 于 BK 的 二 售 . 

区 ,BK 等 于 RC, 于 是 HK 也 等 于 天 LL. 

类 位 地 ,线段 HG, GM ,ML 的 每 一 条 也 可 以 被 让 贡 等 于 线段 HK， 
KL 的 每 - :条 . 

战 , 开 边 撒 GHELM 是 等 边 的 . 

其 次 ,也 可 证 得 它 是 等 华 的 . 

因为 ,前 FEC 等 于 角 开 C,H 已 江 明 了 角 HET 是 节 FEC 的 二 信 . 

又, 角 KLM 星 FIC 的 一 倍 , 故 用 FKL 也 等 于 骨 KLM. 

美 似 的 ,由 可 证 得 租 KEG , HGM, GML 的 每 一 个 也 竺 于 骨 HKL， 
KLM 的 每 一 个 ;从 而 五 个 舶 GE RHEL, KLM, LMG, MGH 彼此 机 
等 . 
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于 是 陡 边 撒 GHELM 是 等 角 的 ， 
前 面 已 经 证 明了 它 是 等 边 的 ,于 全 关外 雪上 辐 ABCDE. 
作 完 


命题 13 ) 


求 作 已 知 边 相等 且 角 相等 的 五 边 形 的 内 切 图 . 
设 ABCDE 是 已 知 的 等 边 H 等 角 的 
五 边 形 . 求 作 正 边 形 ABCDE 的 内 切 辐 . 
将 角 BOCD, CDE 分 由 用 在 线 CF， 
DF 等 分 .是 直线 CGF,DF 相公 二 点 下 
连接 线段 FB ,到 .FE. 
于 是 BC 等 王 (人 ,日 CF 是 公共 的 ， 
丙 边 BC, CF 等 上 两 边 DC, CF, 时 角 
BCF 等 十 角 DOCK. 
让, 底 BF 等 于 底 DF', 二 前 形 BCF 
全 等 于 一 角形 DOF', 昌 其 余 的 第 等 FF 其余 的 背 . 恒 等 边 扩 对 的 第 . 
1].4| 


战 ,前 CBF 等 于 用 CDF. 

区 ,因为 前 CDE 是 角 GDF 的 二 信和 ,由 角 CDE 等 于 角 ABC. 然 科 ， 
前 ODF 等 于 角 CBEP 从 而 月 CBA 也 是 让 CBF 的 一 信 ， 

帮 , 用 ABF 等 ] 角 FBC. 
所 以 ,第 ABC 被 青 线 呈 F 二 和 位 分 . 

类 仆 地 .可 以 让 划 角 B4E ,AED 分 甫 被 直线 4 ,FE 一 等 分 . 

现在 ,由 点 作 FG, 了 FH, FE, FL, WM 季 直 直线 AB, BC, 0D， 
DE, FEA. 

朵 第 BCF 等 于 用 KCF, HH 二 骨 FHC 了 出 等 上- 朋 FEKC. 是 ETC， 
FKC 是 有 两 个 角 竺 二 两 个 角 且 一 条 边 等 于 -从 边 的 两 个 二 角形 , 且 
FC 是 它们 的 公共 进 , 并 且 是 等 和 所 对 的 边 . 
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虐 ,它们 的 其 余 边 也 等 于 其 余 的 边 ， [1.261 
从 而 , 科 线 FH 等 于 重 线 到， 

类 亿 地 ,可 以 证 明 线 段 到 ,FW ,FG 的 每 一 条 等 于 线段 FH ,FE 的 
每 -条 , 政 六 条 线段 FG ,FH ,FEK, FL, FM 彼此 由 等. 

具 而 ,以 也 为 心 , 以 线段 FG ,FH, FEK, FL, 上 FM 之 - -为 距离 作 同 ， 
也 经 过 上 其它 各 点, 并 且 上 必定 切 于 亏 线 4B, BC, CD ,DE,E4. 这 是 因为 
在 已 @G ,五 ,天 , 工 ,于 处 的 角 是 直角 . 

事实 工 , 旭 果 它 不 切 于 它 人 ,而 与 它们 相 截 ,那么 ,过 圆 的 直径 的 端 
点 和 直径 成 贞 前 的 直线 就 落 在 圆 内 :这 是 不 合理 的 . L111.161 

上 碾 而 ,以 下 为 心 且 以 线段 fF6,IH, FEK, FL, FM 之 一 为 距离 所 作 
的 圆 与 青 线 458, BC, CD ,DE ,EA 不 相 载 ,因而 就 相 切 . 

设 夯 出 的 内 切 关 是 GHKLM . 

册 此 ,在 已 类 等 边 且 等 角 的 五 边 形 内 作出 了 内 切 圆 . 


作 完 


全 作 已 知 生 过 月 等 角 的 五 边 形 的 外 接 圆 . 

设 4BCDE 是 局 知 等 边 有 旦 等 角 的 五 边 

形 . 
B E 求 作 五 边 形 ABCDE 的 外 接 圆 . 

设 角 BCD, CDE 分 别 被 直线 OCF, DF 

一 等 分 ,由 二 直线 的 交点 下 到 点 8.4. 万 连 
D 线段 FB、Fa .FE. 

则 依照 前 面 的 方式 ,类 似 地 可 以 证 明和 角 

CBA, BAE, AED 分 别 被 直线 FB, FA. IE 


二 等 分 ， 
现在 ,内 为 前 BCD 等 于 角 CDE, 日 角 FCD 是 人 BCOD 的 一 半 , 叉 胡 
CDF 是 用 CDE 的 一 半 . 
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站, 利 FCD 也 等 于 角 CPP .这 翌 一 来 , 边 FC 也 等 于 过 FD. 
[T.6] 

类 伏地 ,可 以 证 明 线 段 否 , F4 , 瑟 的 竺 一 条 也 等 于 线段 FC, FD 
的 每 : -条 . 
战 开 条 线段 F4 ,FBP, FC ,了 FD, FE 彼此 相等 . 

从 人 而 ,以下 为 旋 日 已 F4 ,FB ,FC, FD ,FE 之 一 为 距离 作 国 也 经 过 
其 余 的 点 ,而 日 是 外 接 的 . 

设 这 个 和 外接 圆 是 ABCDE. 

因此 ,作出 了 等 边 日 等 般 的 五 边 反 的 外 接 同 . 


在 已 知 圆 内 求 作 一 个 等 边 且 等 角 的 内 接 六 边 形 . 

设 ABCDEF 是 已 知 圆 .在 贺 ABCDEF 内 求 作 一 个 等 边 针 等 角 的 
内 接 六 边 形 . 

作 国 ABCDEF' 的 自 径 AD， 

设 岗 心 为 中, 又 以 五 为 心 , 月 以 DG 为 吓 离 
必 圆 EGCH. 

连接 BG., CO, 延长 经 过 点 BB, 玉 ,又 连接 | 

BB 


AB, BC, OCD, DE, EF, FA. 
则 可 证 六 边 ] ABCDEF 是 等 边 晶 等 角 的 . 
因为 ,点 G 是 加 ABODEF 的 辐 心 , GE 等 于 


GD. 
又 ,因为 点 DD 是 网 GCE 的 圆 旋 ,DE 等 于 DG. 
但 是 ,已 经 证 明了 GE 等 于 GD, 故 GE 也 等 于 ED， 
所 以 三 角形 EGD 是 等 边 的 ， 
且 它 的 三 个 角 BGD ,GDE ,DEG 是 彼此 相等 的 ， 
这 是 因为 在 等 腰 王 角形 中 , 底 针 的 两 个 角 足 彼此 相等 的 . [1.5] 
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区 由 于 二 角形 的 三 个 角 的 和 等 于 两 直角 . [1.32] 

战 , 角 EGB 是 两 直角 的 二 分 之 一 . 

类似 地 .也 可 让 明 用 DGC 是 黄 泊 角 的 一 分 之 一 . 

区 ,因为 时 线 GG 与 二 B 所 上 成 的 邻 角 BGC, CGB 的 和 等 于 两 点 角 ， 
所 以 , 共 余 的 前 CGB 也 等 于 两 直角 的 三 分 之 -. 

故 .前 EGD, DGC ,CGB 彼此 相等 ， 


由 此 ,它们 的 所 前 BGA4 ,A4GF', FGER 相等 . IT.15] 
故 , 六 个 用 EGGD ,DOO,CGB, BGA4 ,AGF, FGE ,彼此 相等 . 
但 足 . 等 前 所 半 的 弧 机 等 . | [1.26] 

故 六 段 淹 4B ,BC, CD, DE ,EF, FA 彼此 相等 . 

双 ,等 昕 所 对 的 弦 相 等 . -IIT.29] 


熙 ,八条 息 徙 此 相等 . 
从 而 ,六 边 形 ABCDEF 丰 等 边 的 ， 
其 次 ,可 让 已 也是 等 角 的 . 
事实 上 , 弧 F4 等 于 括 ED ,将 弧 ABCD 加 在 它们 各 地， 
则 整体 FR4BCD 等 于 整体 EDOBA. 
革 , 角 FED 对 着 弧 FaBCD ,日前 AFE 村 着 设 EDCBPA. 
故人 这 个 角 AFE 等 十 让 DEF. [11.27] 
类 仆 地 ,可 以 主 骨 六 边 形 ABCDEF 的 其 余 的 骨 也 等 于 角 AFE， 
FED 的 等 -个 . 
大 ,六 边 形 ABCDEF 二 等 角 的 . 
但 是 ,已 经 让 则 了 尼 是 等 边 的 , 归 它 也 内 接 于 图 ABCDEF. 
从 而 ,在 已 知 国内 作出 了 等 边 且 等 角 的 内 接 六 边 形 . 


作 完 
推论 明显 地 ,让 此 林 得 ,此 六 过 形 的 边 等 于 圆 的 半径 . 
并 是 问 样 像 五 过 形 的 情况 ,如 傈 经 过 圆 上 分 点 作 贺 的 切线 ,就 得 到 
圆 的 “个 等 迪 电 等 划 的 外 切 六 边 形 .这 利 五 过 形 情况 的 解释 是 一 样 的 ， 
调 旨 ,根据 类 似 五 边 形 的 情况 ,我 们 可 以 作出 已 知 六 边 形 的 内 切 圆 
和 人 外接 回 . 


作 完 
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.命题 16 ) 


在 已 知 图 内 作 一 个 等 边 且 等 角 的 内 接 十 五 角形 ， 
设 ABCD 是 一 个 已 知 圆 . 
在 加 ABCD 内 求 作 个 等 边 恒 等 骨 的 内 接 十 .上 角 形 . 

设 4C 为 加 ABCD 内 接 等 边 
= 角形 的 一 边 ,AB 为 等 边 乒 边 形 
的 - 边 . 则 在 圆 A450GD 内 就 有 机 
等 的 线段 干 五 条 ;在 弧 ABC 上 有 
庆 条 ,而 此 统 是 圆 的 三 分 之 一 , 几 
在 喘 428 上 有 二 条 ,而 此 弧 是 国 
的 有 有 分 之 一 . 

那么 ,余下 的 BC 上 有 了 吊 条 
相等 的 弧 . ITT.30] 

今 互 二 等 分 员 BC. 
则 弧 好 ,EC 的 每 一 条 是 同 


ABCD 的 上 下 分 之 - 

旭 果 和 轿 接 BE ,EC, 而 且 在 加 4BCP 内 于 当 的 战 出 等 十 它们 的 线 
段 , 糙 可 作出 内 接 于 它 的 把 相 等 由 前 相等 的 十 五 角形 . 作 完 

又 ,和 无 边 形 的 情况 相同 ,和 如果 过 加 十 的 分 点 作 同 的 切线 ,上 斌 可 以 
作出 加 的 一 个 等 边 且 等 第 的 外 且 干 二 边 形 . 

进一步 ,类 向 于 乒 边 形 的 情 说 ,我 们 可 以 同时 作出 十 天 砷 形 的 肉 切 
加 与 外 场 贺 . 

本 卷 论述 了 国 的 内 接 , 外 团 正 多边 形 , 士 绅 是 儿 种 本 风 志 形 的 作法 .实际 上 . 
这 是 等 分 圆周 问题 . 这 个 门 题 . 电 和 其 它 作 丘 阿 题 : : 样 , 作 坪 丰 只 具 能 用 下 尺 和 辆 
闪 : 碎 而, 人世 存 在 作 国 "可 能 ”与 "不 可 能 "两 种 请 并 . 在 欧 玫 里 得 之 前 ,就 逐渐 彪 成 

了 对 和 作 图 工 其 的 限制 ,这 种 限制 是 要 把 作 图 从 实验 提高 到 数学 理论 米 研 究 .这 是 
作 图 问题 的 一 太 进步 . 
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看 聊 几 出 得 :几何 点 本 


出 上 后 几 中 香 以 前 已 经 发 邢 了 和 作 :图 "难题 " ,如 几何 . :大 难题 战 其 它 . 当时 ,无 
法 判断 真 让 的 "不 能 作 ” ,还 是 新 时 找 不 刘 作 图 方法 . 欧 儿 里 得 明确 有 呈 将 直 尺 网 规 
作 了 理论 化 的 提高 , 川 数学 的 语言 把 它们 的 效能 写 入 公设 [postulate)1 .3. 这 给 以 后 
大 :图 装 肿 代数 化 提供 了 理论 基础 .他 在 这 一 卷 羽 说 了 下. :前 形 正方形. 此 六 过 
撒 , 让 六 边 拱 .下 [五 边 形 的 作 图 , 林 提 及 此 它 正名 边 形 的 作 社 ,qj 见 他 己 尝 试 共 
有 :二 此 它 下 名 边 撒 , 磋 到 了 “ 涉 能 "和 作出 的 悄 形 .上 凡 作 涉 出 考 . 丁 腾 不 提 . 

以 后 正和 多 边 彤 的 作 国 问题 ,人 证 米 意 引 起 人 们 的 兴起 .末了 直人 .十 扎 此 纪 . 把 
玫 条 代数 化 之 而 ,这 个 丫 题 得 到 了 完 注 的 解 块 ,就 是 从 一 个 表 丙 式 中 可 以 判断 哪 
些 焉 多 这 形 可 作 . 呢 些 不 本 能 作 . 即 使 判断 出 可 能 作 芍 正和 多 边 形 ,村 真 止 作 出 .其 
必 法 也 是 不 易 拒 到 的 :如 , 止 七 边 形 . 正 九 边 形 . 止 十 八 边 形 . 正 王妃 边 形 均 不 能 
作 . 而 正 目 七 边 形 可 作 . 但 六 逢 法 也 是 不易 给 出 的 .高 断 fGauss) 在 1796 千 , 19 岁 
时 .给 出 了 正 十 七 边 撒 的 尺 规 作 图 法 ,六 作 了 详尽 的 讨论 .为 了 表彰 他 的 这 -发 
上 骸 , 他 点 忆 后 ,在 他 的 蚊 乡 不 伦 瑞 克 建立 的 纪念 碑 上 面 刻 了 一 个 正 合 七 边 形 ， 

多 冰 文 献 

1, 林 蕉 一 著 , 任 诚 等 慌 K 审 等 几何 学 作风 不 能 问题 yP,79 

2.D,B.kKYLW3OB 黄 , 昔 郧 诚 洗 4 几何 学 ?3P.P.77 一 经 . 


118 


db 


定 义 


1. 当 一 个 较 小 的 量 能 量 尽 一 个 较 大 的 量 时 ,我 们 把 较 小 组 叫做 较 
大 景 的 一 部 分 . 

2. 当 一 个 较 大 的 量 能 被 较 小 的 量 量 尽 时 ,我 们 把 较 大 的 量 叫做 较 
小 的 七 的 信 量 . 

3,， 聘 个 同类 其 彼此 之 间 的 一 种 大 小 关系 叫做 比 . 

4. 把 一 个 量 几 信 以 后 能 大 于 男 外 -个 量 时 , 则 说 这 两 个 毕 币 此 之 
间 有 一 个 比 . 

5. 有 四 个 量 ,第 一 量 比 第 二 量 上 与 第 三 量 比 第 四 量 是 做 有 可 同 比 ， 
如 果 对 第 一 与 第 二 个 量 到 任何 间 倍 数 , 义 对 第 二 与 第 国 个 明 瞩 任何 同 
倍数 ,而 第 一 与 第 二 倍 量 之 间 依 次 有 大 于 .等 于 或 小 上 的 关系 ,那么 第 
二 与 第 四 倍 量 之 间 便 有 相应 的 关系 路. 

6. 有 相同 比 的 是 个 量 叫做 成 比例 的 量 . 

7. 在 四 个 明之 间 , 第 一 .三 两 个 量 取 相 则 的 倍数 ,又 第 二 ,由 两 个 
基 取 另 一 相同 的 倍数, 关 第 一 个 的 售 量 大 于 第 二 个 的 信和 量 , 但 是 第 二 个 
的 售 量 不 大 于 第 凸 个 的 倍 量 时 , 则 称 第 一 量 与 种 二 量 的 比 大 于 第 二 生 


1 设 a.b 是 同类 的 两 个 量 ,.c、q 也 是 同类 的 两 个 鞍 , 寻 任意 的 整数 tp 与 
n. 若 三 个 关系 式 Pa 等 于 中 之 一 成 立时 , 必 有 二 个 关系 式 ?pc 短路 相 
应 的 一 个 成 并 .如 说 比 5 与 ce 比 & 有 相同 的 比 . 邵 四 个 晤 成 比例 ,你 为 
2 比 5 划 辕 ec 比 @. 这 就 是 欧 志 里 得 对 四 个 量 成 比例 所 下 的 定居 . 这 个 定 
六 与 现代 对 比例 所 下 的 定义 是 等 价 的 . 在 注释 中 将 用 a:b= ei;d 志 未 
四 个 量 成 比例 . 
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鼻 了 欧 几 自得 :用 条 上 本 


与 第 思量 的 比 个 . 
8. 一 个 比例 至 少 此 有 三 项 之 . 
9. 当 一 个 和 贡 成 比例 时 , 则 称 第 一 量 与 第 一 此 的 比 是 第 一 量 与 第 二 


10. 妆 四 个 茸 成 : 连 ? 正 例 时 , 则 称 第 一 量 己 第 四 其 的 比 为 第 … 些 
与 第 二 号 的 三 次 比 . 不 论 有 儿 个 量 成 连 引 部 依次 类 推 站 
上. 在 成 比例 的 四 个 量 中 ,将 前 项 与 前 项 日 后 项 与 后 项 叫做 对 应 


唤 


2. 更 比例 是 前 二 比 前 项 耳 后 项 比 后 项 全. 
13. 掺 比例 是 后 项 作 前 项 ,前 项 作 后 项 习 . 

14. 合 比 例 是 前 项 与 后 项 的 和 比 后 需 

15. 分 比例 是 前 过 与 后 项 的 差 比 后 项 

16. 换 比 例 是 前 项 比 前 项 与 后 项 的 盖 守 . 

17. 首 末 比例 指 的 是 ,月 - 些 量 又 有 一 些 与 它们 个 数 相 等 的 量 ,各 
住 香 组 每 取 二 弄 作 成 相 辐 的 比例 , 则 第 一 组 其 中 首 车 比 木 量 加 | 同 第 一 
组 中 冀 比 末 芷 六 . 

或 者 , 换 彰 之 ,这 意思 中 取 掉 中 间 项 ,保留 两 头 的 项 ， 


个 民有 森 一 对 数 a, 使得 ma > 8. 市 Im 二 YQ, 由 
说 ,a 比 B 大 于 cc 比 2. 邮 a:B>e:d. 
有 个 证 9.65.6, 盯 比例 成 为 a: p= b:c. 

个 二 6 有 a:=D:cH, 风 各 qe=a:5 的 一 沈 比 

个 入 ed 有 有 ab8= 9c=e 旭 时 , 则 称 ag: 为 a:5 的 二 次 比 ， 
依次 类 排 . 

各 和 外 = 期 例 为 :cb:. 

2 如果 gq: = ei 如 其 遂 比例 为 B= 全: 

他 = 人 e+ dd. 

人 例 为 a- bb=tc- d)id. 

名， 抽 举 a: b= Ci, 则 其 樟 比 例 为 ga:ta- B=c:(te- a). 

和 旭 果 由 个 量 gx .Bc.@, 双 有 由 个 民 e.g RH a:ib=e:f ,bce=f:g, 
C= 9 及 -网 :有 = ei: 到. 把 :dQ =e:R 做 茸 末 上 比 . 


第 Y 郑重 


18. 调动 比例 是 这 样 的 ,有 有 三 个 其, 六 有 另外 与 它 有 个 数 相 等 的 下 
个 量 , 在 第 - 弓 量 里 前 项 比 后 项 如 问 第 二 组 藤 里 前 项 比 后 蔗 , 这 I 时 ,第 
一 组 量 里 的 后 项 比 第 三 项 如 同 第 -- 纠 三 里 第 三 项 比 前 顷 水 . 


命 是 


命题 1 ) 


如 寻 有 任意 多 个 萤 , 分 别 是 同样 多 个 量 的 同 倍 董 . 则 无 
论 这 介 信 数 是 多 水, 前 者 的 和 也 是 后 者 的 和 的 同人 悦 量 . 
役 莽 AB,CD 分 别 是 个 数 与 它 


们 折 等 的 医 五 , 玉 的 间 信 和 量 . 忆 BC D 
则 可 证 无 论 4B 是 EE 的 多 少 下 一 一 F 一 一 


音 . 则 24B,CD 的 和 岂 丰 吾 , 天 的 和 
的 问 样 的 多 少 倍 . 

因为 ,AB 是 上 5 的 信和 声 .CD 是 请 的 信和 旺 , 共 倍数 相等 , 则 在 AB 
有 多 少 个 等 于 站 的 基 ,也 在 Gp 中 有 加 样 多 心 个 等 于 下 的 量 . 

没 AB 被 分 成 等 于 百 的 基 4G .GB, 引 CD 被 分 成 等 于 下 的 昌 CEH， 
HD. 邦 么 ,十 AG ,GB 次 个 数 竺 于 量 OH ,HD 的 个 数 . 

更 在 .因为 AG 等 于 万 ,CT 等 于 后 . 鼓 AG 等 和 于 用 4AG .OF 的 和 
竺 于 巨 . 扬 的 和 . 

同 理 . GB 等 于 互 ,有 L GB .HD 的 和 等 号 .下 的 和 ,上 破 在 AB 中 有 
多 少 个 等 上 五 的 址 .于 是 在 AB ,CD 的 和 中 也 有 同样 多 少 个 量 等 于 玉 、 


上 


让 没有 有 个 是 a 站 瑟 个 组 de 其 调动 比 便 尽 : 
gaib= die bre= /0. 
李 题 21 .23 中 所 述 许 动 比 人 讽 的 内 容 . 实 际 | .是 定 交 18 的 变 撒 ,各 项 沈 友 
有 人 空 . 
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春 欧 几时 得 .几何 原 相 


下 的 和 . 
所 以 ,不 沦 AB 是 百 的 密 少 税 , 4 ,CD 的 和 也 是 五 .的 和 的 同样 
多 少 信 . 
证 完 
姑 末 fa, 由 ,me 他 别 是 q ,pye 的 办 村 ,ma+ +me= miarb+tc). 


_ 命 二 2、) 


”如 果 第 一 量 是 第 一 量 的 信和 量 , 第 三 量 是 第 四 量 的 倍 里, 其 
数 相等 ;又 第 五 量 是 第 二 和 量 的 信和 是 ,第 六 量 是 第 四 量 的 倍 
量 其 4 倍数 相等 . 则 第 一 量 与 第 五 量 的 和 是 第 二 量 的 信和 量 , 第 
量 与 第 六 量 的 和 是 第 四 量 的 悦 量 ,其 倍数 相等 ， 
设 第 -七 AB 荐 第 一 其 人 
的 信和 时, 第 二 量 DE 是 第 思量 玉 P| ， 县 ， 个 
的 倍 量 ,其 倍数 相等 :又 第 五 昌 cc _ 
BG 是 第 一 量 C 的 倍 基 ,第 六 jp 
节 52 是 第 四 量 互 的 倍 量 , 其 ， 
倍数 相等 ， 
基 可 证 第 -- 基 与 第 坪 址 的 和 AG 十 第 二 基 C 的 倍 量 , 第 一 量 与 第 
六 此 的 和 DH ， 是 第 四 基 刀 的 倍 量 ,其 倍数 析 等 . 
此 实 F ,因为 AB 是 的 售 生 ,DE 是 下 的 信和 量 ,其 倍数 相等 . 故 
在 AB 下 丰 在 多 人 少 个 等 于 C0 的 量 , 则 在 DE 中 也 存在 同样 多 少 个 等 于 
玉 的 量 . 
同 理 ,在 BG 中 存在 多 少 个 等 于 C 的 量 , 则 在 E58 中 也 存在 同样 多 
少 个 等 于 下 的 灌 . 
因此 ,在 整体 AG 中 存在 多 少 个 等 和 的 量 , 在 整体 DI 也 存在 同 
样 多 少 个 等 于 严 的 纪 
页 无 论 4G 是 它 的 此 倍 .25 也 是 下 的 几 售 . 
所 以 ,第 一 与 第 左 量 的 和 2G 是 第 二 量 C 的 悄 量 ,第 一 量 与 第 六 其 
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[re 


第 Y 痊 考 


的 和 BF 是 第 四 量 玉 的 信和 基 , 其 信和 数 相等 . 
证 完 
法 第 -个 她 为 ma ,第 一 个 时 为 4, 第 个 量 为 mb, 第 四 个 请 为 5, 第 开 个 屁 
为 nag, 第 六 个 时 为 nw. 则 ma Rae=tmrna,H. mb+rnm=im+r nb, 


合 题 3  ) 


如 果 第 一 量 是 第 二 量 的 倍 量 ,第 三 量 是 第 四 量 的 们 量 , 其 
们 歼 四 等 ;如 果 再 有 同 倍 对 的 第 一 量 及 第 三 量 . 则 同 倍 后 的 
这 两 个 半分 别 是 第 二 量 及 第 四 量 的 倍 量 ,并 且 这 两 外 倍数 是 
相等 的 . 

设 第 -- 其 4 是 第 二 项 呈 1 
的 倍 基 ,第 一 量 C 是 第 四 大 3 一 一 
的 倍 诬 ,其 倍数 相等 . 六 取 定 到 
4,C 的 等 信和 基 EF, GH. © 

则 订 证 EF 是 8 的 售 量 ， 人 ?一 一 
GH 是 号 的 信号 ,其 倍数 相等 . 

溃 实 上 ,因为 EF 是 A 的 
倍 重 ,6G5 居 忆 的 倍 芒 ,其 偿 数 相等 , 故 在 EF 中 存 住 事 少 个 等 十 4 的 
沼 ,出 在 GH 中 存在 国 样 多少 个 等 于 侣 的 量 . 

没 ,EF 被 分 成 等 于 A 的 量 EK ,KT'; KX GH 被 分 成 等 上 -CC 的 量 
GL, LH. 
球 么 , 量 EK, KF 的 个 数 等 最 GL .LH 的 个 数 . 

又 ,因为 4 是 召 的 倍 量 , 避 是 六 的 伴 量 ,其 倍数 相等 ;这 时 EK 等 
有 ,HH GL 等 CGC, 上 EK 时 BB 的 信和 其 ,GL 是 DD 的 信和 量 , 其 信和 数 相等 . 

间 理 ,KF 是 如 的 倍 呈 ,LH 是 上 D 的 倍 量 , 且 倍 数 相 等 . 

那么 ,第 一 车 EK 是 第 二 量 B 的 信 迄 ,第 三 秆 人 是 第 四 世 慷 的 人 税 
司 , 其 倍数 相等 . 

又 第 五 其 KF' 是 第 二 量 B 的 倍 和 量 , 第 六 量 LB 是 第 四 量 上 DD 的 倍 
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枉 欧 用 甲 逢 :几何 点 卡 


车, 其 信 数 也 相等 . 
改 第 一 毕 与 第 天 下 的 和 EE' 是 第 -其 娟 的 信和 各 ,第 二 量 与 第 六 明 的 和 
GH 吓 第 四 ! 纪 五 的 倍 量 , 共 伴 数 相 和 党 . [LY¥.2] 
证 完 
计 和 有 四 个 明和 bce,d 册 和 = mp ,r= md,e= ma,f= me= mnb.r= 


命题 4  ) 


和 比 第 四 量 有 相同 的 比 , 取 
第 一 量 与 第 三 量 的 任意 同 倍 量 ,又 取 第 二 本 第 何 量 的 任意 
同 二 后 汪 风 冯 闫 怀 它 四 罗 有 间 站 的 让 

设 第 一 其 4 比 第 一 
甩 


量 B8 与 第 二 基 C 素 第 由 
B— 景 D 有 相同 的 比 ， 


五 取 有 A、C 的 等 倍 革 为 
总 下; 又 取 B.D 的 等 售 量 
KK : 为 好, 百 

草本 计 区 人 比 G 如 亲 
C_ 五 比 五 . 
-一 事实 上 , 令 互 .下 的 同 
F 信和 量 为 上 六 、 工 ;四 外 ,GG ,二 
Ho 的 同 信 算 为 时、N. 
下 因为 , 玉 是 及 4 的 信 
N ， 0 让 ,请 的 是 GC 的 倍 基 ,其 


信 数 相同 . 区 上 肾 定 RR 下 
的 四 贷 址 且 . 工 . 
卜 上 是 A 的 倍 量 , 工 古 口 的 倍 民 ,其 倍数 相同 . [¥.3] 
同 理 , 型 是 互 的 售 量 ,N 是 嫩 的 信和 ,其 和 倍数 相同 ， 
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分 


于 
下 


| 
如 


CF 


区 因为 向 比 扎 市 时 位 比 五 ,于 在 工 是 4.C 的 同 倍 量 ; 
男 外 ,着 .N 是 刀 .D 的 同 倍 基 ， 
亲 而 ,如 上 杂 闻 大 于 下 ,NN 也 大 于 工 ; 

如 果 等 于 态 ,N 也 等 j 工 ; 

如 内 新 小 让 ,NN 也 小 于 工 . "WV. 定 交 5 
计 , 眉 . 工 昨 玉 . 玉 的 同和 售 和 时 ， 


多 外 ,MN 是 如 . 玉 的 同和 信 和 直 ， 


痪 芭比 G 如 网 下 比 玉 . [Y. 冠 义 5| 
证 完 


没有 有 时 个 是 qc.d 提 1a:b= eid 对 它 和 上 坡 信 中 wg ,ni nc , nd， 


Wf rma: nb = we: nd. 


命题 5 


如 果 一 个 晤 是 另 一 个 营 的 售 芋 ,而且 第 一 个 量 减 去 的 部 
是 第 二 个 曹 减 去 的 部 分 的 倍 量 ,其 倍数 相等 . 则 剩余 部 分 
剩余 部 分 的 信 量 ,整体 是 整体 的 民有 量 ,其 倍数 相等 . 

这 其 4B8 是 征 CD 的 信和 只 ,部 分 4E 是 部 分 CF 售 量 ,其 倍数 相等 . 

由 可 证 简 余 哄 EB 是 剩余 


， ,££  ， , HB” 量 FD 的 信和 其 ,整体 .A458 赴 按 体 
© rp OD 的 倍 引 ,其 倍数 由 等 . 


因为 ,无 论 AB 是 CF 的 多 


少 各 ,天 设 BEB 也 是 GG 的 癌 样 多 少 倍 


于 是 AE 是 CF 的 仿生 ,BB 怖 GC 的 们 中 ,其 倍数 相等 . 故 AEB 是 
"的 傍 旺 ,AB 是 GF 的 倍 量 .证 倍数 相等 . _Y.1] 

侣 居 , 由 假 汕 .AE 是 CF 的 信和 量 ,AB 是 CD 的 售 量 ,其 倍数 相等 . 

所 以 ,4B 大 和 叶 GF,CD 的 繁 - -个 的 倍 量 ,其 倍数 相等 ， 

人 从而, GF 等 于 OCD. 

设 由 以 上 每 个 减 太 CR， 
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本 水 儿 岂 和 “ 几 休 原本 


败 余 年 GC 等 于 余 量 FD. 
又 ;因为 AE 足 CF 的 倍 量 , E88 是 GC 的 倍 荐 , 共 倍 数 相等 . 
GC 等 J DF. 
卜 ,AEB 是 CF 的 倍 医 ,BB 是 1D 的 信和 个 ,其 依 数 相等 . 
但 是 ,市 假设 ,4E 证 CF 的 信和 量 , AB 是 CD 的 售 明 ,其 倍数 相等 ， 
姥 , 余 量 £8B 是 余 量 FD 的 信息 ,整体 AB 是 整体 CD 的 倍 量 ,其 信 
数 相 等 . 


证 完 
没有 二 本 maa.a; 减 丰 的 部 分 为 8. 日 入 ma -b=e.a- 了 =g,b= mf 旭 
c= ma m= mia- f= my 


- 辣 题 6 ) 


如 果 两 个 量 古 另外 两 个 量 的 同 信和 量 , 而 且 由 前 二 量 中 减 
去 后 两 个 量 的 任何 同 倍 量 ， 则 剩余 的 两 个 量 或 者 与 后 两 个 量 
相等 ,或 者 是 它们 的 同 倍 量 . 

设 两 个 其 48 .CD 是 岗 个 世 太 .FF 的 站 A— 人 8 


售 基 ,由 有明 二 量 减 去 互 . 斑 的 同 僧 量 4 E 

CCH. KK fF pp 
则 可 证 余生 GB., HD 或 者 等 于 EF， Fo 

或 者 是 它们 的 同 俏 量 . 
为 此 ,首先 可 没 GB 等 于 五， 


是 可 证 BD 也 等 村 严 . 

内 为 可 作 CK 等 于 下 . 

因为 AG 是 五 CH 是 下 的 信和 ,上 共 倍 数 相 等 . 这 时 ,6 
等 于 互 且 ?等 二 
此 AB 足 吾 的 售 最 让 KH 是 扩 的 倍 量 ,其 售 数 相等 . 


[Vy.2) 
但 是 ,由 假设 ,4B 是 EB 的 信 芷 ,而 CD 是 下 的 倍 革 , 其 倍数 相等 ， 
1256 


第 VY 花 量 


所 以 ,EB 是 六 的 信 重 , 而 CD 是 严 的 倍 最 ,其 倍数 树 等 . 
唱 量 CD 的 每 个 都 是 FF 的 同 售 和 量 
虐 KH 等 CD. 
由 上 面 每 un Cf, 
则 余 直 KC 等 十 祥 量 下 
但 是 , 丘 等 于 KE ， 
故 HD 也 等 于 大， 
因此 ,如 上 杂 88 等 于 五 ,BED 也 等 -FF. 
类 世 地 ,我 们 可 以 证 明 , 姐 果 GB 是 吾 的 倍 量 . 则 HD 也 是 下 的 同 


倍 量 . 


证 


出 


在 四 个 虹 ze mb ,a,b.H <m, 
期 Hat He Ra mp nm= mm nb. 


这 里 说 一 史 =1 或 多 一 下 > 


相等 的 量 比 同一 个 量 , 其 比 相同 ;同一 个 量 比 相等 的 量 ， 
其 比 相 同 . 


设 A.B 是 相等 的 其 ,日 设 侣 


4 一 一 D 是 另外 的 任意 量 . 
了 一 一 三 一 一 一 则 可 迹 基 A&、B 的 每 一 个 三 
C 下 量 G 相 比 ,其 比 析 同 ; 上 用 量 C 比 
攻 有 A.B 的 每 -个 ,其 比 相同 . 
汪 取 定 4 ,B 的 等 悄 旺 DPD.E, 晶 另外 一 个 量 避 的 着 最 为 F， 
则 ,因为 妃 是 4 的 倍 量 , 吾 是 五 的 悦 量 ,其 倍数 相等 ;这 时 ,4 等 
于 召 ， 


总 ,已 等 于 吾 . 
但 是 ,所 是 另外 的 任意 最 . 
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如 东 ,五 人 于 已 , 百 也 太 于 王 : 如 果 前 一 将 相等 ,后 一 首 也 相等 ; 如 
果 号 小 二 五 , 百 小于 

这 由于, 六. 吕 是 不 . 吾 的 同人 迟 量 ,这 时 ,六 是 量 轨 的 什 意 倍 量 

由 ,站 比 姑 四 召 比 全 [W¥. 定 头 5] 

其 次 .可 证 航 宫 比 贞 4.B, 其 比 相 问 

尘 为 ,可 用 同样 的 作 图 ;类似 地 ,我 们 丁 以 证 蚌 卫 等 于 玉 ; 又 下 是 
某 个 史 奸 的 其 ， 

如 时 ,下 大王 吃 ,下山 就 大 于 喇 ; 由 天 等 于 万 , 则 严 也 等 于 再 ; 划 | 
果 素 小 于 五 , 则 环 下 小 于 至 . 

又 忆 是 已 的 倍 量 ,这 时 万 . 殖 是 本 . 孚 另外 的 倍 量 ; 

让, 习 比 和 如 同安 比 瑟 . [YY. 定 六 有) 

证 完 

推论 ”此 穿 易 得 出, 如果 伍 意 的 明成 比例 , 则 它们 由 旺 这 个 比例 

的 反比 你 | . 


命题 8 


有 不 相等 的 二 营 与 同一 量 相 比 , 较 大 的 量 比 这 个 昔 大 于 
较 小 的 量 比 这 休 量 ;反之 ,这 个 辣 比较 小 的 量 天 于 这 个 量 比较 
大 的 曹 ， 

设 4B.C 是 不 相等 的 居 . 旦 4B 是 较 太 者, 而 五 是 另外 任意 给 定 
的 性 . . 

出 可 证 AB 与 互 的 比 太 于 马 与 已 的 比 ;: 且 万 与 所 的 比 太 
#8 的 比 . 

因为 ,45 大 于 中 ,取现 全 于 站 . 
末 么 ,如 果 对 央 AE ,EB 中 较 小 的 一 个 晨 . 加 倍 至 一 定 次 数 时 它 厌 太 上 
Dn. 


[ 


于 DD 与 


[W. 定 训 4] 
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第 v 次 二 


[情况 1.] 

语 先 股 ， AE 小 JEB, 加 售 AE 4 

令 FG 是 4 十 的 们 涝 , 它 大 二 D. C 
F 
二 


则 元 论 FG 是 45 的 几 倍 ,是 取 GH 
为 EB 同样 的 倍数 ,及 了 天 为 避 同 
样 的 信和 数 ; p 

又 今 瑟 是 力 的 二 信 , 姬 是 它 的 Lr 
一 倍 ,而 卫 个 接 一 个 逐 情 增加 ,让 ” 
到 五 递 加 到 首次 大 ] 站 Ny 
口 被 取 定 ， 凋 惧 是 NN, 它 是 DD 的 四 

这 .这 屋 首 沈 大 十 开交 信和 . 

故 下 是 首次 小 J]N 的 二 . 
所 以 ,下 个 小 于 人 玫 . 

六 ,因为 FG 是 AR 的 信和 量 , GH 是 EB 的 倍 昌 ,其 倍数 相等 . 战 ， 
FG 是 AE 的 信和 是 ,了 EH 是 AB 的 信息, 共 信 数 相等 . 


[¥.1] 


但 是 ,FG 尽 AE 的 信和 中 , 色 全 的 信 旺 ,其 傅 数 相 人 
故 , FE 时 4 的 倍 旺 , 忆 是 C 的 倍 基 ,其 迟 数 相等 
从 而 ,了 fH.K 是 4B .CG 的 同 信息 . 

区 ,因为 GE 是 EB 的 信和 其 ,KK 旺 避 的 信和 其, 其 信和 数 相 等 ,是 58B 等 
a. 

于 是 GH 等 于 K. 

但 是 .下 不 小 于 帮 ; 故 .GH 也 不 小 ]-M. 

又 ,FG 大 王石 ， 
于 是 整体 FE 大 于 D 与 可 的 和 . 

但 是 五 与 对 的 和 等 于 六 , 册 此 末 是 五 的 三 悦 . 且 有 形 . 瑟 的 和 是 
号 的 四 信和 ,这 时 ,N 也 虹 DD 的 四 和信; 因而 得 于, 上 vite 

但 是 FH 大] 与 也 的 和 |， 

故 YT 大 J 和 N， 
这 时 下 不 大 于 NN， 
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区 和. 天 是 4B.C 的 同 稍 基 ,这 时 六 是 另外 全 普 取 定 的 五 的 税 


胡 4 如 比 号 大 于 避 比 六 | 
其 次 ,可 证 五 比如 也 天 于 已 比 28. 
因为 ,有 岂 析 辐 的 作 图 ,我 们 吕 以 类 位 地 证 明 NN 大 十 下 ,这 时 NN 不 大 
于 FH. 
及 NN 是 六 的 售 基 ， 
这 时 ,了 AH .EK 是 AB.,G 的 男 外 任意 取 定 的 问 信和 盟 ， 


故 五 比 C 大 于 DI 比 AB. [VY .证 六 了 ] 
[情况 2.1 
交流,AB 大 二 EB. A EF ps 
则 加 信和 较 小 的 量 EB 到 : 定 倍 rm 
数 ,必定 大 于 万. F 他 有 
LY. 定义 4| kK 
设 吉 售后 的 GH 是 2B 的 倍 基 D_ 
人 TD; L 
又 无 论 6 百 基 的 多 少 倍 , 也 jy 
联 FG 中 4 的 问 样 多 洗 信 , 下 是 上 yy 


的 同样 多 少 伴 . 
我 们 可 以 证 明 FF ,EK 是 AB.C 的 同 倍 量 ; 
类 个 地 , 设 虑 定 万 的 第 一 次 大 二 Fe 的 信 相 NN, 这 样 , FG 椒 持 小 于 
M. 
但 是 ,GH 人 十 DD， 
所 以 ,总体 FH 大 王石 . 凡 的 和 ,如 类 于 次， 
项 在 ,天 不 天 于 六 .因此 FG 也 大 于 GH. 
即 和 大 开 下 ,而 个 太 寺 N. 
用 胡同 的 方法 ,我 们 可 以 把 以 后 的 论证 补充 出 米 . 
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命题 9 


几 个 量 与 同一 个 量 的 比 相 同 , 则 这 些 量 彼此 相等 ; 且 同 一 


量 与 几 个 量 的 比 相 同 . 则 这 些 量 相等 . 
设 明 及 .BB 和 浓 与 避 成 相同 的 比 . 


“ 则 本 证 4 等 1B. 
B 四 为 , 旭 毕 不 呈 这 样 , 烛 各, 最 4 号 和 从 与 殷 
“ 的 比 不 相同 ， jy.8)] 
得 此 知 它们 在 相同 的 比 ， 
故 4 等 于 至 . 


又 着 C 与 证 A.B 的 每 一 个 成 相同 的 比 . 则 可 证 4 等 于 B. 
因为 ,如 时 未 在 这 样 , 即 已 与 姓 A.B 的 每 一 个 成 不 相同 的 比 . 


|¥.8i 
但 是 ,已 知 它们 成 相同 的 比 ， 
于 是 4 等 于 B. 
证 完 


命题 10 ) 


一 些 量 比 同一 备 , 比 大 者 ,该 董 也 大 ; 且 同 一 量 比 一 些 量 ， 
化 天 者 ,该 量 较 小 . 

设 妃 比 CGC 大 于 B 比 C， 

则 可 证 4 大 于 BB. 

因为 ,如 果 不 足 这 样 , 则 或 坦 4 等 于 引 
一 一 或 首 丰 小 十 BB. 1 

现在 , 设 4 不 等 于 


| 


B 


I 


， 
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A 得 儿 们 么 沾 


关 为 .在 这 种 情 襄 下 ,已 逢 和 星 和 4.B 的 每 一 个 比 C 有 相 问 的 比 ， 
L¥.7] 
在 是 ,它们 的 比 不 相同 ; 
所 以 ,4 小 等 于 B. 
又 ,4 记 不 小 于 百 ， 
因为 ,在 这 种 情况 下 .A 丝 人 小 B14EC. [¥.8] 
但 是 ,E 知 不 是 这 样 ， 
所 以 ,有 不 小 于 五. 
析 量 . 志 经 证 刚 了 又 不 相等 . 
所 以 4 大 于 百 . 
有 壬 设 ,C 比 BB 大 于 CI 比 A. 
唱 可 让 B 小 于 A. 
国 汶 ,和 打 不 是 这 样 , 央 或 者 相等 成 省 太 下 . 
现 站 . 设 8 不 等 二 A， 
因为 ,在 这 种 情 训 下, 比 蝴 册 .五 的 等 -个 有 相同 的 比 ， 


VW.7| 

但 吓 , 己 知 不 上 是 这 样 ， 

所 以 ,4 不 等 于 有 B. 

也 不 是 请 人 于 A: 
因为 ,证 这 种 情况 下 ,CC 比 B 小 干 C 比 A. [v.81 
但 是 ,已 知 不 是 这 样 ， 

所 以 .如 不 大 4. 

全 旺 , 己 经 证 则 了 一 个 并 不 等 了 - 轩 一 个 

了 盯 以 , 吾 小 于 4. 


局 
省 


命题 11 ) 


凡 与 同一 个 比 相 同 的 比 , 它 们 也 彼此 相同 . 
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第 ， 凑 三 


设 AEEB 加 Ic ED., 
又 设 避 比 记 如同 BE 比 荆 . 
则 可 证 各 比 吾 如同 吾 比 到 


4A 全 E 
旦 也 一” Fo 
EH KE 


Loo—Co{—— MN 


因为 .可取 有 .CE 的 同人 入 量 为 GH .K, 交 任 启 有 联 定 B.D 的 
同 售 量 为 LM.N. 
那么 ,因为 六 比 B 如同 GE DD; 
又 ,因为 已 经 腾 定 了 AAC 的 同 信 二 HH; 
旦 胃 外 什 意 取 定 B.D 的 同人 入 和 量 开 WE. 故 ,如 果 坟 FIL, 开 密 
天 于 MM; 
寻 朱 前 二 省 相等 , 则 后 二 者 也 相等 ; 
如 果 如 小 于 瑟 , 则 吾 了 由 小 二 从. 
又 内 为 ,C 比 已 如同 吾 比 亚 ， 
| 吓 日 己 经 取 定 了 CE 的 加 倍 纹 KK， 
又 男 外 ,和 伍 意 屯 定 了 DD.FF 的 同 信 中 、N. 
艳 , 旭 果 吾 大 于 1, 则 天 志 大 于 六 
如 果 前 二 者 相等 , 则 后 二 者 也 相等: 
和 如果 瑟 小 十 间 , 则 下 也 小 JN， 
但 是 ,我 们 看 到 ,机 果 吾 大 于 半 .G 也 太 于 工 ; 如 果 章 者 相等 , 则 
后 二 省 世祖 等 ;如 时 了 吾 小 下 六, 则 如 也 小 于 工 . 
这 样 一 米 , 丰 果 井 大 于 荆 , 则 天 也 大 于 NN; 如果 甩 二 治 相 等 , 则 后 二 者 
| 衬 相 等 ,如 内 在 让 于 工 , 则 下 也 小玉. 


又 ,GE 是 AE 的 同 信 量 ， 
这 时 , 工 .N 是 任意 给 定 的 BF 的 同 倍 入 ， 
所 以 ,A 比 B 如 同 五 比 请， 
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命题 12 ) 


雪 果 有 任意 多 个 量 成 比例 , 则 其 中 一 个 前 项 比 相 应 的 上 后 
项 如 同 所 有 前 项 钓 和 比 所 有 后 项 的 和 . 

设 任意 多 个 引 A.B.C.D.E. 玉 成 比例 ,好 A 由 B 如 jC 比 D， 
又 如 同 吾 比 五 . 

则 可 证 A 比 B 旭 同 站 .GE 的 各 比 B.D,. 玉 的 和 ， 

取 CE 的 问 信 晤 GH、K. 


#8 Ce— 
五 一 一 一 点 -一 一 上 一 一 
人 工 
EH MM 
KK ~N 


另外 任意 取 B.D .FF 的 同 信 重工、M .RN 
因为 .A 比 吾 如 同 扫 比 五 ,也 归 同 吾 比 刁 . 
又 , 记 联 定 了 ACB 的 同 信 直 G .BEK， 
区, 取 定 B,D 下 的 同 信 入 为 L、M.N. 
战 , 如 此 GG 大 二 工 , 开 也 太 二 -用 ,下 也 大于 NN. 
旭 时 前 二 首相 等. 则 后 二 考 也 机 等: 
如 果 女 小 于 天 - 则 五 也 小 于 村 , 乓 由 小 于 六 
这 样 一 夹 .进一步 可 得 ， 
如 上 迪 G 大 ] 荆 , 则 GG, 囊 ; 天 的 和 太 十 工人.N 的 和 | . 
如 内 前 二 省 相等 , 则 后 二 首 和 也 相等 ，; 
可 果 恕 小 于 开 . 则 如 ,如 ,KK 的 和 小 于 工 , 导 ,NN 和 的 和 . 
现在 ,如 与. 吾 , 玉 的 和 壕 24 与 有 .CC. 五 的 和 的 同人 入 各 . 内 为 ,如 
果 有 任意 多 个 量 , 分 别 是 同样 多 个 基 的 同和 售 其, 奢 么 ,无 论 睹 些 各 别 丝 
#34 


和 iv 


的 稍 数 是 多 少 ,前 者 的 和 也 是 后 首 的 和 的 同 倍 基 . 
[¥.1] 
同 理 ,与 上 .MN 的 和 也 旺 B 与 B.D.F 的 种 的 同人 悦 量 . 
所 以 ,4 比 B 如 加 A.C.E 的 和 比 B.D.F 的 和 和 . 
iY. 定义 5] 
证 完 
如 果 mi=cid=e:fWa:b=ta+c+e):i(tb+rd+tN). 


命题 13 ) 


如 果 第 一 量 比 第 二 量 与 第 三 量 比 第 四 量 有 相同 的 比 ,又 
第 三 量 与 第 轩 量 的 比 大 于 第 五 量 与 第 六 量 的 比 . 则 第 一 量 
第 二 量 的 比 也 大 于 第 五 量 与 第 六 量 的 比 ， 

设 第 :三 4 比 第 二 最 8B 与 第 二 量 避 比 第 四 量 哨 ,有 相同 的 比 .， 


4 C MM EK 
BO— De— N 好 
[3 a 
F L 


闵 设 ,第 三 量 C 比 第 册 量 也 ,其 比 大 于 第 五 其 五 与 第 八尾 下 的 比 . 

册 呈 让 第 -- 生 妥 比 第 二 明 B, 其 比 也 大 十 第 红 贡 户 与 第 六 五 的 
tt. 

因为 ,有 己 . 吾 的 革 个 同 依 量 ,用 万 . 严 有 由 外 任意 给 定 的 问 代 此， 
使 得 C 的 倍 量 太 于 DD 的 倍 量 

这 时 , 瑟 的 信和 量 不 友 于 所 的 借 量 . [Y .定义 了 ] 

油 它 们 已经 钴 取证 ， 
且 令 归 . 百 是 已 .加 的 同 倍 基 ， 
区 避 沁 基 另外 什 各 给 定 的 五 . 王 的 同 倍 旦 
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bid 和 何 训 本 


上 时 比 .G 大 二 下, 位 是 万 不 大 于 也 . 

又 ,无 沦 GG 是 人 忆 的 几 信 , 设 前 也 是 4 的 儿 售 ， 
;二 论 下 是 如 的 几 入 ,) 涂 入 出 是 BB 的 儿 人 入 . 
现在 , 国 为 A 比 B 如 同 C LED. 

又 ,已 经 娶 定 4 .C 的 况 售 二 并.G， 

时 ,另外 任意 给 定 召 , 瑟 的 同和 倍 若 交 . 疾 

站 ,如果 并 大 于 ,GG 也 大 于 友 ; 

如 果 ,前 一 者 相等 , 则 后 二 者 也 机 等 ; 


吉 条 ,证 小 于 NN, 则 G 也 小 于 区 . .定义 5 
们 是,G 大 下， 

本 起 ,六 也 大 TN. 
但 是 ,下 不 大王 


HH, 开 自古 4 全 的 辣 Ta 
又 ,对 六 工 另 外 任意 睛 定 辐 们 和 量 吾 、 书 ， 
所 以 ,有 A 比 B 大 EEF. WW. 定 义 7| 


eip=ceid Hrid>e:lfWa:bt>e:f. 


量 比 第 四 量 有 相同 的 比 , 且 


第 最 大 于 第 三 量 , 则 第 二 量 也 大 于 第 四 莉 ; 如 果 前 二 芋 四 
等 ， ,区 后 一 旺 也 相等 ,如 果 第 一 划 小 于 第 三 三 量 , 则 第 二 量 也 小 


因为, 而今 第 -直下 比 第 二 征 吾 与 第 二 避 C 比 第 四 是 DD 有 相同 
的 比 , 区 设 大 于 避 ， 
岂可 证 吾 也 天 上 上 五 . 
上 办 为, 是 大 于 避 , 昌 吾 是 另外 作 意 的 量 , 四 ,和 比 B 太 于 C 比 B. 
LV.8) 
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第 巧 需 
亿 是 ,六 比 B 如 同 C 比 D， 
战 ,C 比 五 大 二 避 引 三 ， A CC 
lI¥.13| BB Dp 
人 是 ,网 一些 与 二 黄 相 紫 . 
比 大 者 ,该 量 友 而 小 ， 
[¥.10, 
族 , 情 小 玫 廊 ， 
由 此 ， BB 大 ]D. 


a 


类 个 地 ,我 们 可 以 证 明 , 如 时 4 等 于 C,B 四 等 于 态 ; 曾 有 如果 4 
小 Bt 册 小 于 DD. 


证 完 


如 朵 a:5=c:9, 且 a 竺 c., 则 b 笠 4. 


命题 15 ) 


部 分 与 部 分 的 比 按 相 应 的 顺序 与 它们 同 傍 量 的 比 相 同 . 
设 AB 是 的 和信 壕 , DE 中 
本 0 HH aH cc 天 的 倍 量 , 共 倍 数 相 同 . 
人 了 下 则 可 证 C 委 比 吕 如 则 4aB 比 
DE. 
因为 ,4B 址 的 习 量 , BE 是 下 的 人 习 遇 ,其 信 数 相同 .此 ,站 
AB 中 在 在 着 多 少 个 容 玉 CC 的 哩 . 则 在 BE 下 也 存在 着 同样 多 少 个 等 
于 把 的 旺 . 
设 将 4AB 分 成 等 于 C 的 业 4GGF,PB. 
日 将 DE 分 成 各-]- 玉 的 量 DE ,KL.LE. 
又 ,因为 其 AG ,GH ,BB 的 个 数 等 壮 进 DK, 开 ,LE 的 个 数 . 
又 因 为 ,4G.G5 ,HB 彼此 机 等 ， 
日 DK ,ETE 也 彼此 相等 . 
故 ,4G 比 DK 如 同 GB8 比 配 ,也 如 同 BB [LE. 「Y .7] 
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需 际 几时 得 :几何 肝 丁 


所 以 ,其 中 一 个 前 项 比 司 项 如 同 所 有 前 项 的 和 比 后 项 的 和 . 


[¥.121 
故 .4G 比 DE 如 AB 全 DB. 
但 是 ,4G 等 于 CH DK 等 于 FF， 
所 以 ,CC 比 玉 如 间 AB 比 DE. 
证 完 


nb = mo: mmo. 


如 采 丰 个 量 成 比例 , 则 它们 的 更 比例 也 成 立 . 
设 及.B.C.D 是 四 个 成 比例 的 量 . 出 此 ,4 比 吾 如 癌 它 比 万 
则 可 证 它们 的 更 比 也 成 立 ， 


| CC 
五 五 一 一 
吾 妇 
下 Hu 


到 .4 比 避 如 同 吾 比 五 . 

到 定 4 , 吾 的 同 悦 量 瑟 、 书 ， 

又 ,另外 任意 最 定 C,D 的 间 悦 其 如 ,二 ， 

那么 ,因为 是 A 的 信息 ,下 是 B 的 和信 址 ,其 信 数 相间 . 旦 部 分 与 
部 分 的 比 与 它们 同 倍 量 的 弛 相同 . [LVY.151 
故 , 妃 比 B 如 同比 下 . 

但 是 ,A [EB 如 CE 比 D， 


所 以 也 有 有 ,CC 比 提 同 EE 比 FF. [Ww.11] 
关 , 国 为 如 ,五 尾 C.,D 的 同 倍 起 ， 
上 故 , 口 比 品 如同 6G 比 玉 . [vy¥.15] 


138 


但 是 ,0 比 五 如 回 吾 比 王 ， 
所 以 也 有 ,EB 比如 GI 二. “Ww.11] 
但 是 ,如 果 四 个 量 成 比例 ,日 第 :- 量 大 于 第 二 基 ， 
由 第 一 些 也 大 于 第 四 其; 
如 果 前 一 各 相等 , 则 后 一 壹 也 相等 ; 
刀 果 第 - 旺 小 于 第 三 量 , 则 第 二 量 也 小 于 第 四 量 . [有 14) 
因 些 ,如果 吾 天 于 和 ,有 也 大 于 殖 ; 
如 果 闻 二 者 相等 , 则 后 一 者 也 相等 ; 
划 果 天 小 于 如 , 则 下 出 小 于 王 . 
现 闵 , 互 .F 是 4.B 的 同和 信 和 量 . 
月 个. 所 是 另外 任意 取 的 局 . 吕 的 同人 悦 基 . 
所 以 ,4 比 扬 如 癌 吾 比 石 . YY 定义 有] 


aap=ed,W a:c=b:d. 


命题 37 ) 


如 果 玫 个 量 厂 售 比 例 , 则 它们 也 ,成 分 比例 

涝 AB ,BE ,CD,DF 成 合 比 例 . 

BAB LE BE WI] CD EE Pr. 

如 可 江 它 们 也 是 分 比例 , 即 AE 比 EB 如 疝 CF fk DFR. 


本 B C D 

五 KK 
如 + “一 一 如 
了 好 六 rF 


因为 ,本 并 AE ,BB ,CF, ED 的 同 倍 息 各 是 GH, HE, LM, MN， 
区 , 田 外 任意 取 定 EB, FD 的 回信 是 KO, NP. 
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aa 


者 | 这 几 组 得 才 扣 ] 世 5 本 


圭 鼠 ,因为 GF 是 AB 的 信和 ,BK 是 可 的 信 生 ,其 信 数 相同 . 
故 ,.GH 是 AE 的 信和 攻 , GK 是 AB 的 从 大 其 全数 害 同 
[¥.1] 


供 是 .GH 址 AB 的 信 证 ,LW 是 CF 的 信 量 ,其 倍数 相同 . 
由 ,GK 是 AB 的 偿 旱 ,LM LM 是 CF 的 和信 量 ,其 信 数 相同. 
这 国 为 ,LM 是 CF 的 信和 红 , MN 是 到 的 傍 量 ,其 倍数 相同 ， 


故 ， 下 是 ,Fw 是 (CD 的 傅 量 .其 倍数 相同 . ¥.1] 
位 中 让 OF 的 信 生 .GK 是 4 的 倍 量 , 共 倍 数 相同 ， 


前 ，CG 玫 LAB bf LN 是 CG 的 倍 直 ,其 信和 数 相 辣 ， 
愉 而 ,OK .LN 是 AB .OD 的 等 偿 让 ， 
又 , 国 HK 是 EB 的 倍 量 ,MN 是 FD 的 倍 肛 .其 倍数 相同 ， 
日 KO 出 避 6B 的 倍 量 ,NP 荐 FD 的 俏 量 .其 倍数 相同 . 
几 , 和 BO 也 是 BB 的 傍 基 ,WP 是 FD 的 信和 革 , 其 信 数 相隔 . 
LV.2| 


又 ,因为 4B LE BE 如同 CD 4 DFE. 
HH. ,已 取 定 2B .CD 的 问 信 和 量 GK LN， 
1 ,BB FD 的 同和 信 和 填 为 HO .MP， 
让 旭 采 GE 大 HBO, 则 LN 也 大 于 ap 
如 果 前 一 考 相 等 , 则 后 一 普 也 机 等 ， 
如 果 GE 小 于 DO, 则 Fw 也 小 于 1 
信 GK 大 于 HO， 
那么 ,如 果 由 以 上 每 一 个 减 大 HK, 则 GH 也 太 于 KO. 
但 是 ,我 们 已 经 着 到 ,如 时 GE 大 于 ITO ,LN 也 大 于 HP. 
所 以 ,LN 也 大 二 MP， 
区 ; 即 果 中 世人 每 一 个 减 去 MN, 则 LW 出 大 于 Pi 
由 此 ,如 上 GH 大 TKO, LM 也 大 下 AP. 
类 要 地 ,我 们 可 以 证 得 ， 
和 如果 ,GH 等 寺 KO., 则 LM 记 等 于 AP; 
如 果 , GE 小玉 KO,; 则 LM 也 小 于 NP. 
区 ,GH .LM 是 AB、CF 的 同 倍 明 . 
4 


第 Y 卷 俐 
这 时 , KO .NP 昨 另外 任意 虹 的 了 .的 同 倍 监 . 
mB, A HEB Wl) OF EF FD, 
证 完 


设 gBeddia+trb):ibp=(tetda):d, 
Mm- pi:p={ec- dd):d. 


命题 348 ) 


如 末 几 个 量 成 分 比例 , 则 它们 也 成 会 比例 . 
没 AB,EB ,CF, FD 是 成 分 比 
4 站 例 的 其 . 即 ,4 比 EB 如 同 CF 比 
FG FD, 
则 可 证 它们 也 成 人 台 比 证 . 即 ， 
AB 比 BE 09 CD Et FD. 
因为 ,如 果 CD 比 DF 不 相同 于 AB 比 BE. 
那么 , AB 比 BE 如 同 于 CD 比 或 者 小 于 DE 的 量 ,或 者 大 于 DF 的 量 . 
首先 ,证 在 那个 比 中 的 量 DG 小 于 DF. 
本 本 AB It .BE WI CD Lt DG, 
> 有 丰 成 合 寺 例 的 明 . 
这 样 一 水 它们 也 成 分 比例 ， LV.17] 
,AE FF ER WN CG 比 GD. 
但 是 ,由 和 假 设 也 有 
AF Lt EB 如 同 oF Lt FD. 


区 


杉 也 有 ,CCG 上 GD 可 js] CF 上 FD. [¥.11] 
但 号 ,第 一 此 CG 大 于 第 三 上 CPP， 
战 , 第 二 明 GD 也 太 于 第 四 攻 FD. [¥.14] 


但 基 , 它 也 小 于 它 :这 上 址 不 可 能 的 . 
故 , 4B 比 BE 不 相同 于 CD 比 一 个 较 V 小 
类 和 似 地 ,我 们 也 可 证 明 也 不 是 比 一 个 较 FD 大 的 量 . 
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各 网 儿 时 得 : 儿 何 原本 


所 由 ,站 那个 比 便 中 应 起 FD 和 白 身 . 
证 完 
设 abeadfta-p:ip=tec did moa:ibps=str+d):d. 


傅 题 19 ) 


如 果 整 体 比 整体 如 同 减 去 的 部 分 比 减 去 的 部 分 . 则 剩 八 
部 分 比 剩 余部 分 如 同 整 体 比 整体 . 

轴 为 , 训 设 整体 4B 比 整体 CD 如 同 减 去 部 分 4 EE 6 
AB 比 减 去 部 分 CF . c— _p 

则 可 证 剩余 的 EB 比 剩 余 的 如 同 整 体 AB 
比 整 休 CD. 

因为 ,2B 比 CD 如 同 AE CF 
基点 比例 为 , B4 tk AE 如 同 DC 比 CF. [¥.161 

又, 因为 这 些 匣 成 合 比 向 ,它们 也 成 分 比例 ， T¥.17] 
RI, BE EH EA4 201d DF te oF. 
有 耿 蝎 比 为 ， 

BE 比 DF I EA tH FC. LV.161 
们 居 , 由 假 汕 AB FE CFRP 如同 整体 4 比 整 体 CD. 

虐 也 有 ,剩余 的 2B 比 剩 余 的 FD 如 同 整 体 2B 比 整体 CD. 

| 

i 推论 由 此 ,明显 的 林 J 得 ;如果 这 些 晤 成 合 比 例 ,到 它们 也 或 换 比 

例 .| 


证 完 
杂 arb=erd dce<caadcb ,Mta-c) :tb da)=a:b. 


寺 
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第 卷 志 


如 果 有 三 企 量 ,又 有 个 数 与 它们 相同 的 三 个 量 , 在 各 组 中 
生 取 同 个 相 详 的 芋 部 有 相 同 的 比 ,如 果 ew 第 一 量 大 于 第 
三 量 , 则 第 四 量 也 大 于 第 六 量 ; 如 果 前 二 者 相等 ,后 二 者 也 相 
等 ;如 果 第 一 量 小 于 第 三 量 , 则 第 蚂 董 也 小 于 第 六 党 . 

设 丰 二 个 其 A、B.C; 又 有 时 
外 的 量 户 , 玉 .下 . 在 各 组 中 每 取 F 
2 一 一 亚 一 一 个 都 有 相生 的 比 . 

区 ,4 B 如 同比 5， 
HBB 比 C 如 同 玉 比 F， 


A D 


到 


又 设 ,4 太 于 C. 这 旦 首 林 网 项 ， 

则 可 证 互 也 大 于 本; 扯 辣 等 二 和 , 则 瑟 也 等 于 天 ; 若 嫩 小 于 它 , 则 
五 世 少 于 斥 . 

这 设 .4 大 十 C,H BB 是 另外 的 最 . 
出 于 较 天 者 与 较 小 着 各 同一 里 相 比 , 太 者 有 有 绞 大 的 [E . 


_¥.8] 
规 , 甩 比 B 大 CHEEB. 
人 是 ,4 比 吾 由 癌 五 比 五 ， 
且 由 闭 比 例 ,C 比 吾 芭 癌 严 比 吾 . 
故 也 有 ,五 比 百 大 于 天 比 吾 . [¥.13] 
但 是 ，… 些 嫩 和 辐 电 机 比 , 比 太 . 则 味 玉 的 量 大 ， _¥.10] 
成 ,DD 大 JFF. 
类 位 地 ,我 们 可 以 证 明 , 如 果 4 等 于 CC. 则 D 也 等 于 FF， 
如果 刁 小 于 忆 ; 则 六 出 小 于 荆 . 
证 完 


如 困 ae:b=d:e, 旦 bc=e:fa 荆 ec, 则 芝兰 必 
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重光 外 昌 得 :上 几何 归 本 


困 有 三 个 量 , 又 有 个 数 与 它们 相同 的 三 个 量 , 在 各 组 中 
条 到 琴 个 显 加 有 机 癌 的 量 都 有 相同 的 比 ,而 于 它们 成 调动 比 
全 . 那么 ,如 果 , 首 末 项 中 第 一 量 大 于 第 三 量 , 则 第 四 量 也 将 
大 于 第 六 量 ; 如 果 前 二 者 相等 , 则 后 二 者 也 相等 ;如 果 第 一 量 
小 于 第 三 量 , 则 第 四 量 也 小 于 第 六 量 
设 有 二 个 量 有 ,B,C; 久 有 另外 二 个 量 DD, 玉 ,FF. 各 取 两 个 相应 量 
都 有 和 相 问 的 比 , 且 它们 成 调动 比例 , 即 
4 比 B 如 同比 F， 
六 , 晴 比 CM 由 DD 比 EE, 量 设 , 首 末 两 天 4 大 于 局. 
则 可 证 六 也 大 于 五 ; 若 


A PD 丰 等 和 GC, 则 吃 等 于 F; 若 及 
B E 小 于 CC, 则 D 也 小 于 FF. 
CT F 内 为 ,有 4 大 和 C,H.B 中 
好 外 的 量 . 
故 ,4 比 召 太 了 j 尼 比 吾 . [8| 
但 是 ,4 比 吾 如 阿 妆 比拟 ， 
对 由 道 比 说,C 比 吾 如 辣 吾 比 呈 . 
虐 电 有 , 疼 比 下 大 于 加 比 厂 ， [v,13] 
但 是, 问 一 量 与 -- 些 短 相 比 , 其 比较 大 考 , 则 这 个 笃 小 ， 
IVY.10] 
收 , 下 小 王石 ， 
从 而 ,也 大 J 下 . 


类 仆 地 ,我 们 叮 以 证 明 ， 
扑 果 ,A 等于,D 也 等 J 下; 
可 果 , 有 BA 小 JC,D 也 小 于 下 . 
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如 虹 a:b=e':f,0D 6b:6= :eG 六 C 则 届 举 六 


如 果 有 任意 多 个 量 , 又 有 个 数 与 它们 相同 的 一 些 量 , 各 组 
中 每 取 两 个 相应 的 量 都 有 相同 的 比 . 则 它们 成 首 末 比例 ， 

设 有 任意 个 量 4 , 吾 , CI 又 四 外 有 与 它们 个 数 相 阿 的 基石, 百 . 下 
各 给 中 每 取 两 个 由 应 的 量 都 有 相同 的 比 ,使 得 

4 比 吾 如 同 五 比 吾 ; 
入,B 比 C 如 同 EE 比 天 . 

则 可 证 它们 也 成 首 林 比例 . 

( 即 委 比如 辣 品 比 户 ). 


4 H 
D 王 一 -一 
一 一 一 KE 
五 一 -一 一 一 工 


名 


my 


名 


因为 ,可取 定 4 .D 的 同 倍 量 G .五 . 
且 另 外 对 吾 . 吾 任意 卢 定 它们 的 同 倍 量 乒 . 工 ; 
又 ,对 避 . 焉 手 意 取 定 它们 的 同 倍 量 型 ,六 
由 于 ,4 比 B 如 辣 D 上 比 E， 
又 ,已 经 取 定 了 4.DD 的 同 倍 明 6G ,HH， 
及 ,另外 任意 络 出 吾 . 吾 的 问 倍 量 素 . 工 . 
页 ,已 比 天 如 同 互 比 工 . [¥.4] 
同 理 也 有 ， 
KK 比 订 如同 荆 比 N. 
因为 ,这 时 有 三 个 量 G、 玉 .MM; 晶 男 外 有 与 它们 个 数 相 等 的 景 吾 , 工 、 
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多 区 儿 里 得 :几何 晓 本 


NN; 各 组 每 取 山 个 相应 的 是 楷 有 相同 的 比 ， 
- 故 坡 疾 林 比 ,如 时 台大 于 六 , 吾 也 大 于 NN; 
旭 果 如 等 于 用 ,由 各 也 等 于 NN. 


[¥.20] 
如 并 小 十 机, 则 五 也 小 于 NN. 
六, .HH 是 A.D 的 同 们 和 直 ， 
上 日 , 另 儿 任意 给 出 天.N 的 同 信 和 量 忆 FF. 
所 以 ,4 比如 如 回忆 比 王 . [Y. 定 区 有] 
证 完 


Wap=deH bc=e:f,NMN a:c= dad:f. 


命题 23 ) 


如 果 有 三 个 量 , 又 有 与 它们 个 数 相 同 的 三 个 量 , 在 各 组 中 
每 取 两 个 相应 的 量 都 有 相同 的 比 ,它们 组 成 调动 比例 , 则 它们 
也 成 首 末 比例 . 

设 有 一 个 证 及、.B, 吕 ,了 刁 鸭 外 有 与 它们 个 数 相同 的 二 个 量 D、E、 
,从 各 组 中 每 取 苘 个 相 庶 的 量 都 有 相同 的 比 , 多 设 它们 组 成 调动 比 
例 , 即 

及 IEB 如 问 EE 比 工 ， 

昌 ,B 比 CUTD EE. 
则 可 水 4 比 CC 如同 记 比 疡 . 


性 如一 一 CC 

D E Fo————— 

如 二 五 一 一 一 也 一 一 一 
Ek MM ~ 一 一 


在 其 中 取 和 定 4 ,号 ,五 的 同 倍 和 量 6G, ,KK. 
是 允 外 在 意 纵 进 CE ,FF 的 同 信和 量 L WN， 
了 六 和 


第 Y 将 帮 


那么 ,内 为 昌 . 吾 是 4. 瑟 的 同 倍 量 , 由 部 分 对 部 分 的 颖 妇 同 它们 
同 们 其 的 比 . [V.15} 
故 , 丰 比 吕 如 同 G 比 五 ， 
同 理 也 有 ,二 比 下 旭 同族 比 NN. 
日 到 比 BE LEF， 


故 也 有 ,GG 比 瑟 如 问 玉 比 N. [¥.111 
其 次 ,因为 BB 比 C 如 同 D 比 EE. 
则 更 比例 为 ,BB 比 BDB 如 同比 E. [¥.16] 


站 轩 为 , 玉 . 玉 是 B.D 的 同 倍 盘 ， 
且 部 分 与 部 分 的 比如 加 它们 同 倍 量 的 比 . 


夏 ,B 比 D 如 同比 EK. YY.15] 

但 是 ,B 比如 同 C 比 E. 

训 也 有 , 右 比 KR 如同 CE 比 上 &. Vv.Ll| 

又 国 为 ,三 . 李 是 CC 五 的 同 倍 量 ， 

上 明 ,C 比 吾 如 同志 比 开 ， [VW.15, 

但 着 ,GC 比 吾 如 同 吾 比 五 ， 

故 也 有 , 百 比 吾 如 同志 比 民 ， YL 
昌江 比例 为 , 吾 比 工 如同 玉 比 并 . [¥.16] 


但 是 ,已 证 明了 
GG 比如 同比 N. 
因为 ,有 三 个 量 GH 上 ,县 男 外 有 与 它们 个 数 相同 的 量 K 六、 
NN. 各 组 每 取 防 个 基部 有 相同 的 比 . 
县 使 它们 的 这 个 比例 是 调动 比例 . 
所 以 ,是 首 林 比 , 如 果 GG 大于, 则 下 大 于 NN， 
如 果 如 等 于 五 ; 则 也 等 J-N; 
如 果 小 于 工 , 则 下 也 小 于 N. [¥.21] 
又, 人 .是 A.D 的 同 售 量 ， 
LN 是 局 . 玉 的 问 信 和 量 . 
所 以 ,4 比如 如 同 DD 比 瑚 . 


ee 


各 欧 几 时 得 :几何 原本 


如 果 a:p=e:f,H bi:c=d:ie,NMN a:c= dad:f. 


如 果 第 一 晤 比 第 二 量 与 第 三 量 比 第 吗 量 有 相同 的 比 , 且 
第 五 量 比 第 二 量 与 第 六 量 比 第 四 量 有 相同 的 比 . 则 第 一 时 与 
第 五 蔓 的 和 比 第 二 量 ,第 三 量 与 第 六 量 的 和 比 第 四 莘 有 相同 
的 比 . 
设 第 一 量 4B 比 第 二 基 忆 与 第 二 量 DE 比 第 四 其 下 有 相同 的 比 ; 
日 第 五 量 BG 比 第 二 其 0 与 第 六 量 EB 比 第 四 量 下 有 相同 的 比 . 
则 可 证 第 一 量 与 第 五 其 的 和 4C 


A B 局 比 第 二 量 C ,第 三 量 与 第 六 量 和 DH 
cc 比 第 四 其 下 有 相同 的 比 . 

Dp E 因为 ,BG 比 0 如 同 EE 比 F, 其 
FF 


及 比例 为 :0 比 BG 如 同比 EHF. 


因为 , AB 比 C 如 辣 DE 比 王 ， 
又 ,已 比 BG 如 同 已 比 五 了 . 


故 , 首 本 比 为 ,4 比 BG 如 同 DE 比 EH. [V.22] 
又 因为 ,这 些 量 成 比例 , 则 它们 也 成 合 比 例 . [¥.18. 
从 而 ,4G LE GB WM DH EE HE. 
但 是 岂 有 ,Be 比 C 如 辐 EH 比 F. 
故 , 首 末 比 为 ,4G 比 C 如 由 DH 比 后 


[¥.22] 
证 完 
和 如果 有 六 个 纪 .bcedefHa:ib=oe:d,e:b=f'd. 
Wiare}y:bp={tc+ fi:d., 
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第 V 在 独 


命题 25 ) 


如 果 四 个 量 成 比 倒 , 则 最 大 量 与 最 小 量 的 和 大 于 其 余 两 


个 鞋 的 和 和. 
设 四 个 量 4B.CD.E,F 成 比例 ,使 得 , AB 比 CD 如 四 包 比 F. 量 


令 AB 是 它们 中 最 大 的 ,而 下 是 最 小 的 . 
则 可 证 4B 与 下 的 和 太 于 CD 与 上 的 各. 


因为 可 取 AG 等 于 户 ,日 OH 等 于 下. 
因为 ,4B 比 CD 如 同比 PF, 日记 等 于 有 4 4 Bp 
AG, 玉 等 于 QOH,， 一 一 一 一 
cp 


故 , AB 比 CD 如同 AG 比 CH. 
区 因为 ,整体 4B 比 整 体 CD 如 同 减 去 的 5 
部 分 4G 比 减 去 的 部 分 CF. 
剩余 的 G8 比 剩余 的 HD 如 同 整 体 4B 比 整 体 CD. |Y.19, 
介 吓 ,AB 大 于 CD， 
故 ,GB 也 大 于 HD. 
又 ,因为 AG 等 于 在 ,日 CH 等 J 下. 
上 虫 4G, 下 的 和 等 扩 C 殖 ,下 的 和 ， 
如 果 ,GBP ,ED 不 等 ; H 设 GB 较 大 ;将 4G, 疾 期 在 6 上 , 且 将 


OH, 琅 吉 住 HD 上 ,因此 
可 以 得 到 AB 与 下 的 和 大 于 CD 13 卢 的 和 和. 


司 
由 


如果 a:b= 618 日 a 艇 太 ,a 最小. 

风 atrd>b+te. 

本 巷 手 述 卫 欧 道 克 索 捧 {Eudoxus) 的 比例 论 六 几何 原本 ) 出 魏 以 后 .大 们 六 此 
比例 论 关 时 做 风 儿 里 得 比例 沦 . 如 ,; 希 尔 柏 培 (Hilhen} 在 他 的 各 兽 4 上 几何 基 础 3 中 
就 是 这 样 称呼 的 . 本 卷 定 义 5 所 还 四 个 量 成 比例 的 定 祥 和 近代 的 定 祥 是 等 价 的 . 


我 们 可 以 给 出 用 现代 定义 证 明定 义 5 的 过 程 , 反 过 来 的 让 明 也 容易 . 
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乔 哄 世 下 得 :所 和 何 原 


证 四 个 量 .bee 成 比例 , 贱 q:8= cd 又 设 m,n 为 作 意 整数 ( 依 欧 几时 
得 的 要求 . 吾 应 为 在 塌 数 ) 

则 可 得 go: nb = ne Ra. 
叶 此 可 得 茶 jn0 > nd, 册 me > nd， 

日 若 ?rg = nd, onc = pa, 

HE ma < pd ,HH se < yl. 
因此 , 若 ma 妾 M6, 刚 pc 对 nd， 
这 就 让 明了 定义 和. 

在 瞩 道 克 案 斯 的 时 和 拒 , 科 力 溢 免 和 大理 数 据 甬 (po 以 说 躲 躲 闪闪). 但 是 ,他 给 
出 的 比例 的 补 祥 适合 全 性 实数 . 虽然 如 此 ,他 对 数 域 概 念 示 足 模 贿 的 , 欧 几 里 
也 基 这 样 . 是 十 他 把 蕊 和 柯 量 与 数 设 有 建立 起 对 应 关系 ,他 元 法 把 量 转 化 成 数 ， 
后 和 数 分 开 订 论 . 他 建站 了 遇 个 理论 ,一 个 是 第 V 卷 其 于 量 的 理论 , 另 一 个 昨 第 
yYH 卷 关于 数 的 理论 . 实际 十 ,如 困 能 把 炬 多 5 转化 为 公理 的 形式 ,时 就 与 代 德 金 
fedekindy 分 岂 看 为 等 价 命题 ,实数 理论 可 以 较 早 出 项 ! 册 有理数 出 发 结 出 无 亚 
数 ). 


一 入 


]. B.KOCIHH 和 若 , 苏 步 青 泽 & 儿 何 基 姗 3P,P.19 一 20,1954 年 . 
2.6.R.KYTY3OHB 其 , 音 点 诚 谋 gg 几何 学 ?>P.P.258 一 259,1955 年 . 


1 


了 


定义 


i. 儿 直 钱 形 , 荷 它 们 的 角 对 应 相等 旺 夹 等 角 的 边 成 比例 . 则 称 它 
们 是 相似 直线 形 . 

2. 在 此 个 直线 形 中 ,来 角 的 师 边 有 如 下 的 比例 关系 ,第 一 形 的 
边 比 第 二 形 的 一 边 如 同 第 二 形 的 另 一 边 比 第 一 形 的 男 一 边 , 则 称 这 是 
个 直线 形 为 互 逆 相似 图 形 汪 . 

3. 分 “线段 为 一 线段, 当 整 体 线 段 比 大 线段 等 十 大 线段 比 小 线段 
时 . 则 称 此 线段 被 分 为 中 外 比 . 

4. 在 一 个 图 形 中 ,由 顶点 钊 底 边 的 重 线 叫做 图 形 的 高 . 


命 是 


-命题 1  ) 


等 高 的 三 角形 或 平行 四 边 形 ,它们 第 此 相 比 如 同 它们 的 
底 的 比 . 

设 ABC ,ACD 此 等 趣 的 两 个 一 角 彤 ,下 BC, OF 是 等 癌 的 平行 内 

闻 是 证 底 BC 比 底 CD 如 同一 戎 形 4BC 比 三 角形 4CD, 了 岂 加 同 平 


中 原 区 为” Reciprocally related figures" , 称 这 种 比例 关系 为 ~ 首 比 例 ”. 
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三 隐 儿 量 得 :用 何 原本 


行 妈 边 形 EC 比 平 形 上 四边 形 CF 
向 贞 个 方向 延长 BD 至 万 ,上 . 
五 局 F 且 设 i 侍 意 条 线段 ] 8G, GH 等 于 
万 BC, 又 有 仁 意 条 线段 DK, KL 
等 于 底 0D. 连接 AG, AH, AK,， 


- . AL. 
CC 因为 , CB, BG, GH 彼此 相 
等 ， 
二 角形 ABC ,AGB ,4PG 世 彼 此 相等 . [1.38] 


从 而 ,不 管 底 HC 是 底 BC 的 几 信 ,三 角形 AHC 也 是 三 角形 ABC 
的 同样 儿 倍 . 

同 是 ,不管 底 LC 是 底 CD 的 几 信 ,三 角形 ALC 也 是 一 和 形 ACD 
的 癌 样 几 信 ;4 基底 BC 等 于 底 CL, 一 角形 4BC 也 等 于 二 角形 ACL; 

[1. 38) 

如 果 底 HE 大 于 底 避 ,二 角形 AHC 也 大 于 三 角形 ACL ;如 果 底 
BHO 小 省 底 CLE, 二 角形 28HC 也 小 于 二 角形 ACL. 
由 些 , 右 四 个 基 ,两 个 底 BC, CD 和 两 个 三 角形 ABC ,AOD ,已 经 取 
定 了 底 BC 相 二 角形 48C 的 同人 悦 量 , 即 撕 HC 和 二 角形 ALIC. 
村 夺 CD 及 二 角形 ADC 取 定 任意 的 问 倍 量 ， 
即 底 LC 和 :有 角形 47LC， 

而 凡 也 经 证 明了 ,如果 底 BC 大 于 底 呈 ,一 用 形 AHC 也 大 于 二 角 
彤 ALC; 如果 底 BC 等 于 底 ( 开 ,二 角形 ABC 也 等 TT 二 角形 ALC; 如 果 
底 HC 小]- 底 太 ,二 和 角形 ABC 也 小 于 二 角形 ALC. 

所 以 . 底 BC 比 底 CD 如 同 二 角形 ABC 比 工 攻 形 ACD. 


和 定 沈 5] 
上 其 党 ,因为 平行 四 边 形 EC 是 三 角形 4BC 的 一 倍 . 
[Ww.41] 


甘 平 行 四 边 形 是 二 角形 ACD 的 一 傍 . 

这 时 ,部 分 比 部 分 如 同 它们 的 同人 悦 忠 比 同 倍 量 . _V.15] 

帮 三 骨 形 ABC 比 三 角形 ACD 如同 笠 行 四 边 形 EC 比 平行 四 边 形 FC. 
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第 YI 着 三 


内 为 ,已 经 证 了 明了 底 BC 比 .CD 如 同一 角形 ABC 比 王 角形 4CPD 

区, 一 角形 4BC 比 二 角形 ACD 如 同 平行 四 地形 BC 出 平 行 四 边 形 C. 
所 以 , 库 BC 比 底 CD 如 回 平行 四边形 BC 比 平 行 四 边 撒 FG. 
[¥-.11] 


证 完 


命题 2 ) 


如 有 果 一 条 直线 平行 于 三 角形 的 一 边 , 则 它 截 三 角形 的 两 
边 成 比例 线段 ;又 ,如 果 三 角形 的 两 边 被 截 成 比例 线段 , 则 截 
点 的 连 线 平行 于 三 角形 的 另 一 边 . 

因为 , 若 作 DE 平行 于 于 角 形 的 一 殴 边 BC. 

则 本 让 BD FE DA Wa CE tt E4. 

连接 ECD. 则 一 前 形 BDE 等 一 前 失 CDE; 


因为 它们 有 辣 底 DE 匡 在 平行 线 DE, BC 之 问 . [ 1. 38] 
如 ,一 衣 形 ADE 让 入 外 -一 个 条 是 '， 
但 是 ,相等 的 基 比 同一 黄 其 比 相同 . [Y.7] 


故 ,三 角形 BDE 比 角形 ADE 如 同 - 角 形 CDE 比 二 角 珍 ADE. 
们 是 ,加 形 BDE tt ADE ni BD HK DA; 
因为 ,有 了 同 世 ,好 出 E 到 AB 的 焉 线 , 它 们 德 
以 此 相 比 如 同 它 们 的 底 的 比 . 
LY¥I.1] 
同 理 也 有 ,二 角形 CDE tH ADE 如 5 cE 比 
EA. 
| 人 鼓 也 有 ,下 [此 DA 如 同 GE 比 B4. 
[Ww.11] 
共 次 , 设 二 角形 ABC 的 边 AB ,AGC 被 截 成 比例 让 段 ,使 得 , BD 比 
D4 如 同 CE 比 到 ,又 连接 DE， 


| 1s3 


”三 欧 儿 纽 得 - 几何 腺 本 


则 可 证 DE 平行 于 BC. 
由 于 ,可 用 同样 的 作 图 ， 
BD EE DA 如同 CE tk EA. 
但 丰 , BD 比 DA 如 同 二 角形 BDE 比 二 攻 形 4DE 


.CE LE EA UI 角形 CDE 比 二 角形 ADE. -V1.1 
破 电 有 ,二 月 形 BDE 比 三 加 形 4DE 如 同 二 角形 CDE 比 二 角形 
ADE. | v.111 
于 是 一 和 角 形 BDE ,CDE 的 每 一 个 比 ADE 有 相国 的 比 . 
所 以 ,角形 BDE 等 于 二 角形 CDE. [¥.9] 


瑟 它 们 在 同 底 DE 上 . 
世 是 ,在 辐 谈 上 相 等 的 三 角形 ,它们 也 在 同 下 行 线 之 间 . 
所 以 ,DE 平行 于 BGC. [1.39] 
证 完 


` 命题 3 ) 


如 采 二 等 分 三 角形 的 一 角 , 其 分 角 线 蕉 底 成 两 线段 , 则 这 
两 线段 的 比如 同 三 角形 其 它 二 边 之 比 ) 又 ,如 果 分 底 成 两 线段 
的 比如 同 三 角形 其 它 二 廊 的 比 , 则 由 预 点 到 分 点 的 连 线 平分 


三 角形 的 顶 骨 . 

设 4BC 为 一 个 角形 ,AD 二 等 1 E 
分 由 BAC. 

则 可 让 BD 比 CD 如同 BA 此 
AO. a D C 


经 过 局 作 CGE 平行 于 DA., 日 延 民 
有 AB 和 它 变 于 吾 - 
孝 么 ,因为 AC 利平 行 线 4P ,ED 相 和 ,用 ACE 等 于 骨 C4D. 
[1.29] 


154 


但 是 ,出 假设 ,人 钊 C4D 等 于 角 B4D， 
故 , 角 总 4 总 也 等 于 角 4CF， 

又 , 困 玫 线 B48 和 平行 线 4 ,PC 相 歼 ， 
同位 角 B44D 等 于 用 AEC. [1.29] 
但 是 ,已 经 证 明了 上旬 4CE 等 于 角 BAD. 

艳 ,用 ACE 由 等 于 用 4BC 


由 此 ,过 A8F 由 等 于 边 AC. [1.6] 
又 ,因为 作出 了 4D 平行 于 三 前 烧 BCE 的 -过 EEC， 
故 有 比例 ， 

BD EE DC iis] BA Et AE. .YL1.2] 


但 是 , AB 等 十 AC. 
二 ,BD FE DE EH] BA tt AC. 
又 , 设 Ba 比 40 如 同 BD 比 DC, 量 连接 4D. 
则 可 证 直线 AD 二 等 分 角 BAC. 
用 同样 的 作 图 ， 
因为 ,BD LE DE WM BA 比 4C， 
区 有 ,有 ED 比 DC 如 同 BA 比 .2AE; 这 是 因为 已 经 作出 7 AD 平行 于 用 


形 瑚 五 的 过 BC'; [Vi.2] 
故 也 有 , B4 比 4C 如 同 BA 比 AE. [¥.11| 
上 由 4C 等 于 AE， ， iV.9] 
由 此 ,和 角 ANC 也 等 于 角 ACE， [5] 
但 是 ,同位 4BC 等 于 和 角 B4D， [EL29] 
交错 角 ACE 等 | 和 角 C4D. -| 同 疝 ] 


让 和 朋 BAD 也 等 于 用 GAD. 
所 以 ,直线 /AD 二 等 分 外 BAC， 


所 
刘 


15s 


者 了 欧 开 下 得 : 开 何 原本 


命 亚 4  ) 


在 两 个 三 角形 中 ,如 果 各 角 对 应 相等 , 则 来 等 站 的 边 成 比 
例 .其 中 等 前 所 对 的 边 是 对 应 边 . 
没 ABC, DCE 由 各 角 对 应 相等 的 岗 < 
个 三 角形 , 角 4BC 等 十 角 PCB , 角 BAC 本 
等 ] 角 CDE ,各 角 ACB 等 ] 骨 CED. 万 
则 可 证 在 三 角 撒 ABC ,DOCE 中 夹 等 日 E 
衣 的 边 成 比例 . 其 中 等 角 所 对 的 边 是 对 
应 了 边 . 
设 拒 BC 和 CE 灾 于 -条 后 线 上 . 
那么 ,因为 前 4BC ,4CB 之 和 小 了 两 查 角 ， [1.17] 
及 人 用 4 等 于 和 有 DEC,， 
故 和 有 ABC, DEGC 之 和 小 于 上 岗 归 和 角 . 
从 而 , BA4 ,ED 开 长 后 必 相 让 . [公设 5 
令 为 它们 的 父 点 . 
更 在 , 因 胡 PC 等 于 前 ABC ， 


夏 BF 平行 于 CD) 1I.28] 
又 因为 和 朋 A0B 等 于 前 DEC ， 
故 4C 平行 于 [1.281 
上 是 FR4CD 是 一 个 平行 出 边 形 ; 
所 于 DC 1 AC 等 于 . [[.34] 
又 因为 AC 平行 本 二 角形 FBE 的 边 FE， 
,BA LEAF MH BC Lt CE. YL.2] 
但 是 ,AF 等 于 CD ,上 收 ,B4 比 CD 如 同 BC EL CE. 
又 .由 更 比例 ,4PB LE BC 如 癌 DC 比 CE. [¥.16] 
又 因 CD 平行 于 8, 故 ,BO 比 OE 如 同 FD EDE. [VI.2] 


但 蚌 ,FD 等 于 AC, 战 ,BC 比 CE 如 40 LL DE,， 
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六 由 更 比例 ,BC 比 C4 如 GCE 比 5D. TY,I6] 

因为 ,已 经 证 得 48 tE BC 如 辐 DC 比 CE， 

HBC EE Ca DCE EE ED. 

所 以 ,由 首 末 比 , BA 比 AGC 如 同 CD 比 DE. iV.22] 
证 完 


命题 5  ) 


如 果 两 个 三 角形 它们 的 边 成 比例 , 则 它们 的 前 是 相等 的 ， 
即 对 应 边 所 对 的 角 相 年 . 
设 ABC ,DEF 是 两 个 三 角形 . 它们 的 边 成 比例 , 即 
AB 比 BC Oi DE tt EF, 
BC 比 04 MI BE' FD, 
昌 有 B4 比 4C 如 网 恕 ED HDF:; 

则 可 证 三 角形 4BC 与 三 角形 DEF 的 角 是 对 应 相等 的 . 这些 角 是 
对 边 所 对 的 角 , 加 人 角 ABC 等 于 由 DBP, 角 BC4 等 于 了 现 万 ,及 和 角 
BAC 等 于 阴 吾 PP 

因为 ,在 线段 EF 上 的 点 ,下 处 作 角 FEG 等 于 和 角 4BC ,日 朋 EFG 
等 于 俏 AOB. "1.23] 

破 , 剩 下 的 在 点 4 的 角 等 于 剩 下 的 在 点 扎 的 期 . 11.321 

从 而 ,二 和 骨 撒 4BC 和 二 骨 形 GEF 昆 等 作 的 . 

几 在 王 角形 4B8C, GEF 中, 夹 等 角 的 边 成 比例 ,日 那些 对 着 等 前 
的 边 是 对 诺 边 ， [LIL.4] 

由 AB [此 BC 如 同 GE 比 BE 

但 是 ,市 假设 ,AB 比 BC 如 同 DE 比 gr， 


故 DE tL EF I] GE tt ER. i¥. 11] 
从 而 ,线段 DE ,GB 的 每 -条 与 EF 相 比 有 相 汪 的 比 . 
所 以 DE 等 于 GE. LV.9] 


同 理 , DF 也 等 于 GF. 
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因为 , DE 等 于 EG,H EF 是 
公共 的 ， ? 
两 过 DBE, EF 等 于 两 边 GE， 
EF, 日 底 DF 等 于 底 Fe ， E 下 
上 ,前 DEF 等 于 骨 GEF， 
[3.8] 
且 , 一 角形 DEF 全 等 十 三 角形 
GEF, 
浆 ,其 余 的 角 等 于 共 余 的 和 朋 , 如 等 边 所 对 的 角 ， [1.4] 
故 , 角 DFE 也 等 玫 角 GEE， 
吓 角 EDF 等 于 和 BGF. 
又 因为 用 FED 等 于 和 GEF,， 
这 时 , 角 GEF 等 于 角 ABC, 故 , 骨 4BC 也 等 于 角 DEF.. 
同 理 . 角 ACB 也 等 于 角 FE， 
HH 更 有 ,在 点 4 的 前 等 于 在 点 五 的 币 . 
所 以 ,二 角形 ABC 与 三 角 失 DEF 是 等 角 的 . 


Cc 


局 
省 


命题 6  ) 


如 果 两 个 三 角形 有 一 个 的 一 全 角 竺 于 另 一 个 的 一 个 前 ， 
上 且 夹 这 两 角 的 亡 成 比例 . 则 这 两 个 三 角形 是 等 角 的 , 且 这 些 


等 角 是 对 应 边 所 对 的 角 . 
设 在 -角形 ABC DEF 中 ,用 BAC 本 Dp 
等 于 角 BDF, 且 夹 这 两 个 角 的 边 成 比例 ， 人 > 
Ep BA LE AGC Mim] ED te DFE. E 不 
岂可 证 -前 形 ABC 与 角形 DEF 有 . 


的 各 和 是 相等 的 . 即 还 有 名 ABC 等 于 
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角 DEF, 角 4CB 等 于 角形 它 . 

因为 ,可 在 直线 DF 二 的 点 如 .FF 站 作 角 FDG 村 于 或 首 用 有 4C 或 
者 和 角 丽 扩 ,又 和 DFG 等 丁 角 4CB; 1T.23 
于 是 其 余 在 号 处 的 角 等 于 在 点 如 处 的 前 [TI.32] 
从 而 ,二 前 形 ABC 与 生 角 形 DGF 的 各 角 是 由 等 的 . [VI.4] 
变 成 比例 , BA 比 AC 如同 GD 比 DFE. 


但 是 ,由 假 浊 ,B4 比 AC 如 加 ED 比 DF. 
从而 也 有 ,ED 比 DF 如 间 GD 比 Dr.. 1].11: 
于 是 BD 等 于 DG; L¥.9] 


又 DF 中 Ft 人 上 外 [的 ; 

战 . 两 边 ED ,DF 等 上 两 边 GD ,PP: 百 前 ENF 等 十 胡 GDF. 

于 是 底 EF 等- 底 GF. 

又 ,， -角形 DEF' 全 等 于 :角形 DGF, 并 其余 的 角 等 于 此 余 的 角 . 
即 它 们 的 等 边 扩 对 的 解 . [1.4] 

网 ,前 DOFG 等 于 角 DFE, HH 有 有 DGF 竺 于 角 DEF. 

但 是 , 角 DFG 等 于 角 有 340B, 点 角 ACB 等 于 前 下. 

妈 由 假 届 ,前 B40 也 等 于 角 DF; 
从 而 ,其 余 的 在 瑟 的 前 等 上 在 吾 的 他; |1.32] 

所 以 ,二 角形 ABC 与 二 角形 DEF 的 各 角 是 相等 ， 


命题 7 


如 果 在 两 个 形 中 ,有 一 个 的 一 个 角 等 于 另 一 个 前 一 
网 其 余 的 那 末 个 角 遇 者 都 小 于 
或 者 都 不 小 于 直角 . 则 这 两 个 三 角形 的 各 角 相 等 , 即 成 比例 
的 边 所 夹 的 角 也 相等 . 

设 ABC, DEF 是 各 有 一 个 和 解 由 等 的 两 个 三 前 撒 , 角 BA4C 等 于 角 
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EDF', 夹 男 外 骨 4BO, DEF 的 边 成 比 倒 ， 
则 AB 比 BC 如 同 DE 比 EF. 目 首 先 假说 4 D 


佳品 ,下 处 的 角 部 小 于 一 个 直角 ， | 
岂可 证 二 角形 ABC 与 二 角形 DEF 的 EE F 


各 骨 由 等 ,人 角 4BC 等 于 前 DEF. 日 余下 的 G 
由 世相 等 ,由 在 姓 的 骨 等 于 在 下 处 的 
前 . 


假 巩 ,有朋 ABC 不 等 十 朋 DEF, 它 们 中 就 有 - -个 较 大 ， 
设 较 太 者 是 角 4BC， 
区 ,在线 段 48B 上 的 点 召 处 作用 4DG 等 和 朋 DEF.. [1. 23] 
那么 ,因为 角 4 等 于 贡 瑟 ， 
又 角 4BG 等 于 角 DEF.， 


上 故 余 下 的 角 AGB 等 二 角 DFE. "1.32] 
玖 ,三 角形 4BG 与 二 角形 DEF 的 各 和 角 是 相等 的 . 
MA, AB tt BG MA DE HEF. [WI.41 
但 是 ,由 假 凌 . DE 比 EF 如 同 AB 1 BC， 

从 省, AB 比 线段 BC .BG 的 每 一 个 有 相同 的 比 . [Ww.11] 
破 ,BC 等 于 BG. [¥.9] 

由 此 ,在 局 村 的 角 也 等 于 角 BGC. [1.5] 


得 不 ,出 假 汕 , 在 己 处 的 骨 小 于 - -个 直角 ， 
所 以 ,用 BGC 也 小 于 一 直 佣 . 


则 此 , 它 的 邻 角 AGB 天 了 一 下角 ， 1.131 
区 , 它 被 证 明了 等 于 在 下 处 的 

舶 , 故 ,在 下 蛤 的 和 角 也 太 于 一 个 自 

角 . 了 
但 是 ,由 假设 , 它 是 小 于 一 直 

角 :这 是 木 合 闻 的 . / 
战 角 ABC 不 是 不 等 于 用 DEF. G EE 所 


从 而 , 它 竺 于 骨 DEF 
但 是 ,在 4 处 的 角 也 等 于 在 号 
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处 的 角 ， 

故 , 利 下 的 在 GC 处 的 角 等 于 在 玉 椒 的 角 ， 站 .32] 
用 而 ;一 角形 ABC 与 用 形 DEF 的 各 戎 机 等 . 
但 是 ,又 法 在 已 ,下 处 的 角 , 共 符 一 个 不 小 于 一 直角 , 则 可 让 在 此 

情况 下 一 着 形 4BC 仍然 与 三 胡 形 DEF 的 各 角 机 等 . 

用 同样 的 作 图 ,类 似 地 ,我 们 可 以 计 得 
BC 等 于 BG ; 
和 让 此 .站 C 处 的 角 也 等 于 角 BGC. ,1.5] 

但 足 , 人 在 C 处 的 前 不 小 才 一 直角 ， 

故 , 决 不 是 才 BGC 小 于 一 :下 用 . 

由 此 ,在 二 角形 BGC 中 有 了 个 角 的 和 不 小 于 两 眼前 :这 是 不 可 能 

的 . [1.17] 

所 忆 , 又 有 , 骨 ABC 不 是 不 等 了 J- 胡 DEF, 战 它们 相等. 
但 是 ,在 3 处 的 角 也 等 于 在 DD 寻 的 衣 ， 

故 剩 让 的 在 各 处 的 划 等 于 在 瑟 处 的 前 . [[.32] 

所 以 ,一 角形 4BC 与 王 胡 形 DEF 的 各 用 起 林 等 的 . 


证 完 


命题 8 ) 


如 果 在 直角 三 角形 中 ,由 真 前 顶点 向 底 作 重 线 , 则 与 重 线 
相依 的 两 个 三 角形 都 与 原 三 角形 相似 且 它 们 两 个 被 此 相似 . 
设 4BC 起 -个 有 直 才 BaC 的 点 角 


三 骨 形 ,是 令 AD 是 由 有 A 全 BC' 所 作 的 年 本 
线 . 
则 本 证 人形 ABDP ,ADC 的 入 个 部 
和 原 角形 ABC 相似 .二 它们 也 彼此 机 Bp | c 
似 . 


中 1 


bad “ 沁 条 二 本 


因为 , 角 BAC 等 于 角 ADB, 因 为 它们 帮 址 
且 音 吾 的 前 足 两 有 人 共有 
战 , 上 其 余 的 角 ACB 等 1 其 余 的 骨 BAD. -]. 32] 
从 而 ,三 前 托 4BC 利 三 角形 ABD 的 各 角 相 等 . 

故 在 一 角形 ABC 中 对 二 前 的 出 BC 比 一 前 丧 4BPD 中 对 青 蕴 的 地 
Ba 如 辣 二 和 角 撒 4PC 中 对 角 忆 的 边 2B 月 寺 比 二 用 形 4BDP 路 对 等 前 
BAD 的 过 百 六 , 布 几 也 邵 朵 4C 比 冯 ,这 是 四 为 它们 是 这 西 三 用地 公 


共 点 B 处 的 角 的 对 边 LVI.4] 
故 . 二 角形 ABG j= : 作 形 ABD 是 等 攻 的 出 赤 等 稻 的 过 成 比例 . 
从 而 ,一 前 彤 4BC 与 二 骨 撒 ABD 相似 . 「VT, 定 义 上 


类 似 地 ,我 们 可 以 还 得 
三 角形 ABC 也 相位 于 三 角 ] ADC. 
故 ,二 角形 48BD, ABDC 的 每 一 个 部 相似 于 由 来 一 角形 4BC 

其 次 ,可 于 三 角形 4BD ,4DC 也 彼此 相 朴 ， 

因为 ,自用 BD4 等 于 上 角 ADG， 
故 , 其 余 的 在 吾 处 的 用 等 于 前 DAC， _1.32] 
从 调 ,; 二 角形 48D 和 . :角形 ADC 的 各 角 相 等 . 
朗 , 丰 二 作 夫 ABD 中 与 骨 B4D 所 对 的 边 BD 比 在 三 骨 形 ADC 中 的 
7 .而 它 对 次 点 奸 的 角 等 J- BAD 的 角 , 这 比如 同 在 三角 形 ABD 中 
在 点 吾 处 的 角 的 村 边 AD 和 扬 填 比 在 三 角形 ADC 中 等 于 在 下 处 阴 DAGC 
所 对 的 边 C ,出 如 同 B24 [ 比 AC, 轩 为 这 两 广 对 着 所 在 二 角形 中 的 直 


骨 . [¥i.4] 
所 以 ,二 角形 ABD 相似 于 = 和 形 4DC. :WI. 定 关 1] 
完 


推论 出 此 明显 地 ,如 果 在 一 个 是 前 角形 中 ,由 直角 问 底 必 一 垂 
线 . 则 这 重 线 是 底 十 两 成 的 比例 中 项 . 


证 完 
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命题 9  ) 


在 已 知 线段 上 截取 一 段 定 长 线段 ， 
设 AB 足 已 乔 | 线 鼎 ; 


c 这 样 , 监 求 存 4B 上 哉 取 线 段 等 于 
EE 定 长 . 设 截取 工分 之 - 长， 
D 由 点 4 作 彰 线 4C 和 2B 成 任意 
A 车 B 前 ， 

住 AG 工 任 咏 一 点 如 ,日 今 DE ,EC 富 

于 AD. [1.31 

连接 BC ,过 五 作 PF 平行 1 化. 1T.311 
出 ,TD 平行 于 三 角形 4BC 的 - 连 5, 战 有 这 样 的 比例 ,CP 比 

DA WI] BF Lk fA. [¥1.2: 


但 是 .CD 是 D4 的 一 倍 ， 

疏 ,BF 也 是 F4 的 二 倍 ， 

从 说,B4 是 AF 的 二 人 入. 

所 以 , 齐 记 知 线 段 4B 土 越 出 了 B&F 等 六 原 长 的 二 分 之 一 ， 
必 完 


命题 10 ) 


分 已 知 未 分 钱 段 使 它 相 人 羽 于 已 分 此 段 ， 
设 AB 中 未 分 线段 , 旦 局 分 线段 4C 被 载 于 所 五 . 吾 , 它 们 自 成 任意 
角 . 
连接 CB, 过 DD.E 作 DFEG 半生 于 BC.H 计 DD 作 DHEK 平和 于 和 AB. 
[1.31] 


故 ,图 形 FH 、HB 的 每 一 个 都 是 平行 上 四边形; 
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所 以 ,DE 们 汪 FG H HK 等 于 GB. 
L134] 
现在 .因为 线段 HE 平行 于 三 
前 形 DC 的 一 KC， 
故 有 有 比例, CE 比 ED 如 辐 EH 
lt BD. [VT.2] 
但 是 ,J07 等 于 BG , 昌 BD 等 于 
GPF, CD EE ED WI BG HE Gr. 
又 ,因为 FD 平行 于 二 角形 4GE 的 一 边 GE, 从 调 有 比例 ED 比 
DA Wa Gr tt FA. [VI.21 
全 中 , 已 经 证 明了 OE tH ED WI Ba 比 GF. 
故 CE 比 ED BG tt GF. 
ED LENA ld GF LE FA, 
从 而 ;将 已 知 未 分 线段 48B 分 成 与 已 知已 分 线段 4C 相似 的 线段 . 
作 完 


命题 11 ) 


求 作 已 知 二 线段 的 第 三 比例 项 . 
设 B4 , AC 是 两 条 已 期 线 , 昌 谎 它 们 交 


成 任意 角 . 
那么 ,要 求 作 B4 ,4C 的 第 一 比例 项 . 
Ei C 可 镍 长 它们 到 点 总 ,号 ,用 令 BD 等 十 
Di [1.3] 
D E 连接 BGC, 并且 经 过 古人 作 DE 平行 于 BC. 
[1.31 
因为 BC 平行 于 -站 形 40 有 的 -条 边 DPE ,由 比 例 有 ， 
AB HEBD MN AC tk OE. [V1.2] 


但 是 ,BD 等 本 4C- 
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记 AB 比 AC WAC tk CFE. 
所 以 ,对 己 知 :线段 4B ,4C 和 件 出 了 它们 的 第 三 比例 需 CE. 
作 完 


命题 12 ) 


求 作 已 知 三 线段 的 第 四 比例 项 . 


D 


五 F 


设 胃 .B.C 是 二 条 已 知 线段 . 
那么 , 求 作 有 A.B.5 的 第 册 比 例 项 . 

设 二 表 线 DE DF 交 成 任意 让 DFE, 了 到 DG 等 于 4,G8 等 1-B, 日 
DH 等 于 局; 


连接 GH ,二 过 五 作 EF 平行 于 它 . [1.33] 
因为 , GT 平行 于 三 角形 DEF 的 一 边 EE， 

战 DG 比 GE 如 了 辣 DFH [EHF. [LvL2] 
但 是 ,DG 等 4,GE 等 BHDEH 罕 -CC. 故 二 比 B 如 由 C1E 

HF. 


所 以 ,对 已 知 二 条 线段 4 .B.C 作出 了 第 由 比例 项 HF. 
作 完 
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证 题 13 ) 


求 作 两 条 已 知 线 段 的 比例 中 项 . 
设 AB .Po 足 两 条 已 知 线 段 ; 那 么 ， 
要 求 作 4 ,BC 的 比例 中 项 . 


D 

这 它们 在 同一 直 线 工 ,及 存 4C 上 
作 半 图 4DC, 在 点 百 处 作 BD 和 肖 线 4C 
成 二 和 角 . | C 
各 连接 AD ,DC. 


二 为 ,用 4DC 丰 六 | 国 下 的 内 接骨 , 克 它 不 直角 . II.311 


又 因为 ,在 直角 一 角形 4PC 中 ,BB 是 市 直角 的 质 愉 作 到 底 边 的 


夏 ; 在 底 AB ,BC 的 比例 中 顶 . “yy1.8, 推 论 ] 
所 以 ,对 两 条 已 知 线段 A4B,BC 作 只 了 比例 中 项 DB， 


作 完 


命题 14 ) 


在 相等 且 等 角 的 平行 四 边 形 中 , 夹 等 月 的 边 成 互 反比 例 ， 
在 等 角 平 行 四 边 形 中 ,车 夹 等 角 的 边 成 互 反 比例 , 则 它们 
相等 ， 

设 AB. BC 是 相等 日 等 
设 DB ,BE 住 问 -直线 上 . 

战 ,FB ,BG 也 在 一 自 线 上 . [t.14] 


则 可 证 在 4B ,BC 中立 等 角 的 胃 成 并 反比 例 , 也 就 是 说 , DB 比 BE 
如 同 GB 比 BF. 
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的 平行 册 边 形 , 且 在 B 处 的 角 相 等 , 尺 


因 为 ,平行 四 边 形 到 是 补 形 . 
因为 ,平行 四 边 形 AB 等 于 半 行 3 Cc 
四 过 撒 BC ， 
日 FE 是 另 一 内 | 片 ， b 站 © 
于 是 .AB [EFE 0 BC tH FE, 
1 Www, 了 | 4 D 
但 是 , AB LE PE DB I BE, 
[V1.1i 
,BOFE Mn) GB tt BF. [¥1.11 
故 也 有 ,DB BE | GB iL BF. [¥I.11] 
所 以 ,在 相 等 的 平行 四 边 形 AB, BC 中 夹 等 衣 的 边 成 互 区 比例 . 
共 次 , 设 BG 比 BF 如 同 DB 比 BE; 
则 可 证 平行 四边 形 4B 等 于 平行 四 边 形 BC. 
因为 ,DB 比 下 有 I GB EE BF, 
这 时 ,DB 比 BE 如 同 半 行 四 边 形 4B 比 平行 由 边 形 FE; [V1.11 
区 ,BG 上 比 BF 如同 平行 由 边 形 BC 比 平行 四 边 形 PE， L¥1.1] 


战 也 有 有 ,AB [EFE 如 占 BC 8H FE, [Ww,1]] 
所 以 ,平行 四 边 形 AB 等 于 平行 四 边 此 BGC. YY .9 
证 完 


命题 15 ) 


在 相等 的 两 个 三 角形 中 ,各 有 一 对 角 相 等 ,那么 ,天 等 前 
的 边 成 互 反比 例 ; 又 ,这 两 个 三 角形 各 有 一 对 角 相 等 , 且 夹 等 
前 的 边 成 互 反比 例 , 那 必 , 它 们 就 相等 . 

没 4BC ,ADE 是 相等 的 一 角 撒 ,县 有 一 对 角 相 等 , 即 角 BAC 等 于 
角 DAE. 

则 uf 证 在 三 角形 ABC ,4DB 中 ,类 等 角 的 边 成 互 反 比例 . 那 就 是 
说 ， 
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克 欧 儿 电 得 : 儿 何 原木 


OA LEAD aM EA4 tH AB. 


央 为 ,出 令 C4 和 4 在 一 折线 上 , 故 E4 和 相 8 D 
4AB 也 在 一 目 线 十 . [1.14] 
连接 BD. 
因为 ,二 垦 形 4B8C 等 于 二 衣 形 ADE ,是 
Ba4D 是 男 -个 曾 片 , 放 角形 C4B 比 一 角形 5 £ 
BAD 如 同 三 骨 形 EA4D 比 一 前 形 BAD. 
[V.71 
但 是 , G4B 比 BAD 如 同 Ch 比 4， [VI.1] 
XX EAD LE BAD NM EA tH AB. [ 问 前 ] 
所 以 也 有 ,CC4 比 AD li] EA 上 AB. LY¥.11] 


于 是 ,在 二 角形 480 ,ADE 中, 夹 等 角 的 边 成 互 反 比例 . 
其 次 , 设 王 角形 4BC ,4ADE 的 过 成 万 反比 例 , 那 就 是 说 , 24 比 4B 
| Ca 比 AD. 
则 可 证 二 角形 4BC 等 于 角形 ADE. 
因为 ,如 果 再 连接 BD， 
因为 ,C4 比 AD 刀 回 瑟 4 比 AB， 
则 ,Ca 比 2AD 如 Ip 三 首 形 .ABC 比 一 角形 BAD， 


又 ,了 4 比 .AB 如 同 二 佣 形 EA4D 比 一 角形 BAD，; [WI.1] 
破 , 一 前 形 ABC IE -角形 BAD 如 1 同 -角形 AD 比 王 骨 撒 BAD. 
[W¥.11| 
阁 , 二 角形 4BC ,BAD 的 每 一 个 与 B4D 有 相同 的 比 ， 
所 以 ,三 前 形 4BC 等 上 一 前 并 EAD. [V.9] 
证 完 


命题 16 ) 


如 果 四 条 线段 成 比例 , 则 两 外 项 构成 的 矩形 等 于 两 内 项 
焰 厂 的 矩形 ;并 且 如 果 两 外 项 煌 成 的 虐 形 等 于 两 内 项 构成 的 
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第 YI 着 三 


和 王 形 . 则 四 条 线段 成 比例 . 
设 门 条 线段 4B,CD,E, 下 成 比例 .这样 ,AB 比 CD 如 同 E 比 F. 
则 可 证 由 4B ,天 构成 的 盾 形 等 于 由 CD ,EE 爸 成 的 年 形 . 
设 在 点 有 有 A,C 好 作 AG ,CH 与 直线 4B, CD 成 自 角 ,日 到 AG 等 于 
FF, 太 OF 等 于 EE， 


作 平 行 目 边 找 BG, DE 成 


HI 补 形 . 
国有 | 因为 AB 化 0D 如 同情 化 
| B cc p FF. 


这 时 , 巨 等 TCH,H. 等 
于 4G, 故 ,4 比 CD 和 如同 OH 


E 


比 AG. 
从 而 ,在 平行 由 边 形 BG. DH 中 来 等 佣 的 边 成 五 反 化 例 . 
全 是 ,在 这 贞 个 等 胡平 行 四 边 形 中 , 当 类 等 角 的 边 成 后 反比 例 时 ， 
是 相等 的 ; -VT, 14] 
赦 , 半 行 四 迪 形 BG 等 于 平行 四 边 形 DH. 
区 ,BG 是 短 形 AB .下 ,这 是 因为 4G 等 于 户 ; 
H. DE 是 短 撒 CD .EE, 这 是 因为 请 等 于 CH; 
所 以 ,由 AB, 严 构成 的 年 形 等 于 CD.E 构 丰 的 给 形 . 
虽 可 证 四 条 线段 成 比例 , 即 28 比 CD 如 同 吾 比 五 . 
用 同样 的 作 图 ， 
因为 ,定形 4B ,下 等 于 定形 CD .五 ;又 短 形 4B 下 是 2BG ,这 是 因为 AG 
等 | 下; 
又 , 算 形 COD. 碧 是 DH ,这 丰 央 为 OH 等 于 EE; 
战 ,BG 等 十 DH， 
又 ,它们 是 等 华 的 . 
但 是 ,在 相等 芋 等 角 的 平行 则 边 形 中 , 炎 等 角 的 边 成 三 反比 例 . 
[V1.14] 


页 ,4 比 CD 如 同 CH 比 AG:; 
但 是 , CH 等 于 万 重 AG 等 于 下 ， 
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粳 欧 儿 伯 得 :上 L 人 条 点 本 


NB, AB EF CD 由 EF. 


所 
计 


命题 1 ) 


如 果 三 条 线段 成 比例 , 则 两 外 项 煌 成 的 给 形 等 于 中 项 上 
的 正方 形 ; 双 如果 两 外 项 构成 的 矩形 等 于 中 项 上 的 正方 形 , 则 
这 三 条 线段 成 比例 . 

设 二 条 线 及 ,B,C 成 比例 , 即 有 4 比 BB 如同 B 比 C. 

岂可 证 4,C 构成 的 下 形 等 于 召开 的 证 方 形 . 


设 取 DD 等 于 妃 ， 
韦 么 ,A 比 B 如 同比 C. 六 ,BB 等 


零 ,AA 比 BB 如 同比 
但 是 , 旭 果 凸 条 线段 成 比例 , 则 两 外 项 
构成 的 年 形 等 于 两 中 项 构成 的 矩形 . 
[V1.16] 


Nm» 


放 ,年 形 玉 、G 等 于 短 形 B.D. 
但 是 ,站 形 B.D 是 B 上 的 正 广 形 ,这 是 因 吾 等 于 DD. 
所 以 .下 ,人 构成 的 往 形 等 于 BB 上 的 正方 形 . 
其 深 , 设 可 形 4 .C 等 于 五 上 的 正方 形 . 
则 可 证 有 A 比 B 如同 B 比 CC. 
可 用 同 -个 图 彤 . 
因为 ,年 形 4 .C 等 于 召 上 的 正方 形 ， 
这 时 ,号 上 的 正方 形 攻 多 形 吾 .也 ,这 是 因 为 吾 竺 于 万; 
必 , 寂 形 4 .C0 等 于 矩形 B.D. 
但 是 ,加 巡 两 外 项 斧 成 的 矩形 等 于 黄 中 项 构成 的 矩形 , 则 这 辕 线 段 
成 比例 ; [V1.16] 
故 , 妇 比 B 和 如同 DD 比 C. 
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位 是 , 召 等 于 万 ; 
所 以 ,A 比 召 姐 同 吾 比 安 ， 


命题 18”) 


在 已 知 线段 上 作 一 个 直线 形 使 它 与 革 已 知 直线 形 相 羽 且 
有 相似 位 置 . 

说 ,45 中 已 知 线段 日 (BE 是 已 刘表 线形 . 

要 求 在 线段 4B 上 上 作 -个 与 


直线 形 CE 相似 且 有 相似 位 置 的 时 
直线 形 . 下 全 
连接 pe, 月 在 线段 A4B 上 的 yy 
点 有 .8B 处 作 前 GA4B 使 它 等 点 
CC DD 4d p 


处 的 用, 且 有 用 ABG 等 于 角 CDF. 
[1.231 
则 ,余下 的 前 CED 等 于 角 AGB; [1. 321 
战 一 角形 FCD 与 三 朋 形 G4B 是 等 用 的 ， 
从 而 .有 比例 , FD 比 BG 如 FO 比 G4 .又 妍 问 CD 比 4B. 
区 ,在 线段 BG 上 的 点 B,G 处 , 作 骨 BGF 等 于 角 DFE, 有 日 角 GBH 


等 ]- 骨 FDE. 1T.23] 
则 余下 的 在 严 处 的 角 等 于 在 互 处 的 角 ， -1.321 


故 三 角形 FDE 与 三 角形 BGH 是 各 用 分 别 相等 的 ， 
于 是 有 比例 ,Fo 比 BG FE 比 6G 万 , 允 妃 同 ED 比 HB. 
“WI.4] 
但 大 , 忆 经 江 明 了 FD 比 GB 如 同 FC 比 GA. 又 加 同 CD 比 AB: 
此 地 丰 , FC 比 AG 如 同 CD 比 2B, 叉 如同 开 比 GB, 双 如同 ED 
比 HB. 
叉 因 为 , 角 CFD 等 于 角 4GB ,月 前 DFE 等 于 角 BGH. 故 怎 体 角 
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三 欧 外 里 得 ， 几何 原本 


OF 等 于 整体 骨 AGH . 

同 理 , 骨 CDE 也 等 于 前 4BF . 

拉 在 处 的 衣 也 等 于 在 A 处 的 角 . 

又 在 巨 处 的 角 等 于 在 瑟 处 的 衣 ， 

从 而 ,4H 三 人治 尽 各 骨 分 唱机 等 的 . 
疼 ,它们 夫 等 角 的 边 成 比例 ， 

战 瑟 线 开 AH 相似 二 直线 形 CE. [Yl 定义 1] 

从 而 ,在 已 知 线段 AB 上 作出 了 青 线形 A 相似 于 直线 形 CE 日 存 
相 亿 位置 ， 


作 完 


相似 三 角形 互 比 如 同 其 对 应 边 的 二 次 比 . 
设 ABC', DEF 是 相似 三 骨 
A 形 , 在 B 处 的 胡 等 于 在 处 的 
D 节 ,使 得 ,4 比 BC 如 同 DE 比 


EF'. 因此 ,BC 对 应 EF. 
[v, 逢 当 工 
中 C 天 F 


如 可 证 三 角 形 4BC 比 三 骨 
形 DEF 如 同 BC 与 BF 的 二 次 


te. 
寺 为 ,可 取 BC ,EF 的 比例 第 三 项 为 BG ,也 就 是 BO 比 EF 如 同 
EF Ek BG. [VI.11] 
连接 4 
由 本 ,4B 比 BC 如 同 DE 上 EF, 上 故 联 更 比 , AB 比 DE |5j BC 比 
EF.. [¥.16] 
但 是 ,BC 比 EF 如 同 EF tt BG， 
故 也 有 ,4 比 DE 如 同 环比 BG， [¥.11] 
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从 ,在 二 角形 2BG .DEF ti, 来 等 胡 的 这 成 吾 反 比例. 
位 正 . 这 些 . 骨 拱 中 各 有 一 个 角 机 等 ,而 纺 等 角 的 边 成 下 及 上 比例: 

记 们 就 是 相符 的 ; [1.15] 
是 二 骨 撒 ABG 齐 于 二 用 撒 了 BF. 

因为 ,BC 比 王 如 问 环比 了 G， 

而 上 站 .如 果 - 条 线段 成 比例 . 则 第 条 与 第 三 条 的 比如 同 第 一 条 与 第 二 


条 的 次 比 . [YW. 定 六 9| 
故 BC 与 BG 的 比如 同 BC 与 挟 的 二 次 比 . 

位 足 ,BC 此 BG 如 同 二 贡 形 ABC 出 一 角形 4PG; yl 
故 ,下 由 撒 ABC 比 一 角形 ABG 是 BC 对 本 的 一 次 出 . 


但 性 一 角形 ABG 等 二 二 角形 DEF'， 
变 ,人 角 撒 ABC 比 王 角形 DEF 也 是 BC 对 EF 的 二 次 比 . 


证 完 
推论 ”由 此 显然 得 出 ,如 时 一 条 线 自 成 比例 ,由 第 一 条 比 第 二 条 如 | 
同 溃 在 第 一 条 上 的 图 形 比 师 在 第 二 条 上 与 忆 相 似 且 有 相 亿 位 置 的 
图 形 . 


命题 20 ) 


将 两 个 相似 多 边 形 分 成 同样 多 个 相似 三 前 形 , 且 对 应 三 
角形 的 比如 同 原 形 的 比 ; 又 原 多 边 形 与 多 边 形 的 比如 同 对 应 
边 与 对 应 边 的 二 次 比 . 
设 ABODE, ROHKI 是 相似 多 边 形 ,分 AB 与 FG 于 i. 
则 证 多 i 边 形 ABCDE , ACHHKE 可 分 成 同样 客人 个 相似 二 节 虞 ;出 
| 相似 三 角形 的 此 如 同 原 形 的 比 ; 文 多 边 形 ABCDE 与 多边 形 FGHEL 之 


比 吉 和 辣 4B 三 FG 的 二 次 比 . 
连接 BE, EC ,GL, LH. 
因为 , 多 和 还 形 4BOCDE 相位 于 多 边 形 FF 前 BAE 等 于 角 
GT 
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名 区 几时 得 -几何 原本 


XX, BA 比 4 M0 同 GF EL, [WI. 定 尺 1] 
中 此 ,ABE, FGL 是 具有 一 个 角 与 .个 角 祖 等 的 两 个 三 角形 ,日 来 
等 角 的 边 成 比例 ,那么 ,二 角形 ABE 与 三 角形 FGL 是 等 角 的 . 
[WI.6] 
因此 ,也 是 相似 的 ， 
故 , 角 4BE 等 于 骨 FGL. 
但 是 ,整个 角 4BC 也 等 于 整个 角 FGH ,这 是 因为 多 边 形 是 相似 
的 ; 
故 , 余 下 的 角 EBC 等 下角 LGH. 
妆 国 为 ,二 角形 4BE ,FGL 是 家 似 的 , 故 
EB tt B84 如 同 LG FE FE. 
吉之, 多边 形 往 相似 , 故 
AB 比 BC 如 间 FG 比 GH. 


故 有 首 林 比 , EB 比 BC 如 辐 DG tt GH. [Y¥.22] 
即 , 严 等 BBC ,LGEH 的 边 成 比例 . 
故 ,二 角形 BBC 与 三 角形 LGBH 的 各 角 相 等 ， [YI.6] 


因此 ,二 舶 形 BBC 也 相似 于 -= 角形 了 GE [Vi,4 和 定义 1] 
同 理 ,二 角形 BCD 也 相似 于 二 角形 LHK. 
点 ,相似 多 达 撒 ABCDE 与 FGHKEL 被 分 成 澡 样 个 数 的 相似 二 角 
形 . 
又 可 证 它们 的 比 姐 同 原 形 的 比 , 邮 在 这 种 情况 二 角形 成 比 酌 , 量 
ABE ,EBC ,BCD 是 前 项 ,这 时 FGL, LGH ,LHK 足 它 人 的 后 项 ;又 ,多 
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边 形 ABCDE 与 和 多边 形 FGIIET 的 比 刀 同 对 应 过 与 对 应 边 的 二 次 比 , 央 
AB 与 FG 的 二 次 比 . 
连接 AC, FE. 
因为 ,多 边 形 是 相似 的 ， 
故 角 4BC 等 于 角 FGH. 
日 ,4B 比 BC 如 襄 FG 比 GH， 
二 前 开 4BC 与 三 角形 FGE 的 各 前 相 等 . [LVI6j 
故 , 骨 BAC 等 上 人 前 GET， 
且 儿 BCa4 等 于 角 GBP ， 
区 因为 , 角 BAM 等 于 角 GEW， 
HH 角 ABM 也 等 于 角 FGN,， [41.32] 
故 余 下 的 前 AMB 也 等 于 前 FNG; 
所 以 ,二 角 撒 ABM 与 二 衣 形 FGN 的 各 骨 相 等 . 
类 伺 地 ,我 们 可 流 证 明 
三 角形 BMC 与 下 角形 GNB 的 各 前 相等 . 
故 有 比例 , AM 比 MB 如 同 FW 上 NG. 
H, BM tt MC MI GN LE NE, 
因此 ,将 有 首 末 上 比 ， 
AM NC 0 FN Ht NH. 
但 十, AM 此 CC 如 同 二 角形 ABMN [EK MBC,， 
H 如同 AME 比 EWCi 这 是 因为 它们 彼此 的 比如 同 其 底 的 比 ， 


[YET 1 
所 以 志 有 ,前 项 之 - 比 后 项 之 如同 所 有 前 项 的 和 比 所 有 后 项 的 和 . 
[Y.121 


故 , 二 攻 形 AMB 比 BC 如 同 ABE 出 CBE 
但 是 , AMB tt BWC UI A Ht MG, 
故 也 有 , AM 比 MO 可 同 三 骨 丧 4BE 比 二 角形 EBC. 
阁 旺 ,下 有 FW 比 NE 如 同 三 角 具 FGL 比 三角 烧 GLH. 
又 ,AM 比 MC 如 同 FN 比 NH， 
艇 也 有 ,三 角形 ABE 比 二 角形 BEC 如 同 三 攻 形 FGL 比 三 角形 GLH: 
17s 


三 办 儿 电 得 :几何 丰 林 


流行 更 比 ,一 形 ABE 比 一 甫 形 FF 如 周三 前 形 BEC 比 下 角 典 
CD. 

类 租 地 我 们 可 以 让 加 ,如上 各 连接 BE 攻 . 著 经、 -用 形 Bee 比 一 
角形 上 G8 也 遇 辐 .二 角形 BOD 比 . 角 扩 HK. 

区 因为 ,一 攻 撒 ABE 比 一 前 形 FGL 如 同 BBC 比 LGH. 吉 如 同 
ECD [LHK. 
厅 而 也 有 ,前 境 之 一 比 后 忒 之 一 如 同 所 有 了 现 吉 的 和 比 扩 有 后 瑞 的 和 ; 

[¥. 12， 

由 ,二 角形 ABE 比 三 骨 拭 FGL 如 同 多 边 找 ABCDE 比 多 兴 形 FGHEKL.. 

但 是 ,一 前 撒 ABE LL 一 角形 FGE 的 绕 加 对 应 边 24B 与 FG 的 二 
次 比 ,这 旺 轩 为 相位 二 角形 之 比如 同 对 启迪 的 二 深 比 . VI.19 

战 多 边 形 2BCDE 比 多 边 形 FGHEE 由 如 辣 对 应 过 AB 与 FG 的 一 


证 完 
推论 类 和 位 地 ,可 以 还 明 : 有 关 四 边 形 的 情况 , 形 与 形 之 比如 同 对 
麻 过 的 一 次 比 ; 前 过 蕊 让 明了 了 区 有 形 的 情况 .所 世 一 般 邮 ,相似 育 线 彤 
之 下 是 其 对 诺 廊 的 二 深 比 . 


命题 21 ) 
一 直线 形 相 似 的 图 形 , 它 们 彼此 也 相似 . 


设 直 线形 4 ,B 的 每 :个 都 与 避 相 似 . 
则 订 让 妈 与 呈 析 似 . 


i 
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第 YI1 将 乾 


因为 .4 与 如 相似 ,它们 的 各 角 分 别 相 过 及 均等 角 的 边 成 比例 ; 
[Vi 定义 1 

六 内 尺 瑟 与 如 本 似 , 它 们 的 稍 贡 相等 已 夹 等 角 的 边 成 比例 . 

起, 图 找 2,B 的 每 一 个 的 角 都 与 的 各 旭 相 等 有 条 夹 等 角 的 边 成 

比例 . 

所 以 ,与 如 相似 . 


证 完 


命题 2  ) 


如 果 四 条 线段 成 比例 , 则 在 它们 上 面 作 的 相似 且 有 相似 
位 置 的 直线 形 也 成 比 侈 ;又 如 果 在 各 线段 上 所 作 的 相似 且 有 
相似 位 置 的 直线 形成 比例 , 则 这 些 线段 也 成 比例 ， 

设 四 线段 48 ,CD,EF,G8 成 比例 ， 
国 此 ,AB 比 CD 如 IBF 【IE GH. 


K L 
[NALLN 广 ， 
A BC DE Fk GG H 
0 Pr 5 
Li 


日 证 28,CGD 土 作 相似 日 有 相似 位 置 的 直线 撒 并， 万, 双开 EF， 
如 身上 作 相 似 HH 有 相似 位 置 的 瑟 线 形 MF .NH. 

Wi 证 KAB LE LOD MT MF LE NH. 

对 AB ,CD 取 定 其 比例 第 三 项 口 ， 
甩 对 EF, GH 取 定 其 比例 第 三 项 PP. LYI.11] 
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克 欧 儿 早 入 : 几 和 何 原 小 


已 知 , AB 比 CD 如 同 EF 上 KF G8， 
有 旦 ,CD LIED 如同 GH 比 瑟 ， 


所 以 , 取 首 末 比 , 即 4B 比 O 如 同 EBF' 比 PP. LY¥.22] 
但 旦 ,48 比 0 如 同 KAB 比 LCD， [V.19, 推 论 ] 
EF EEP Mm Mr NH. 

需 也 行 ,， KAB 比 LOD 如 同 于 RP 比 A7 [¥.11] 


其 次 , 设 MF 比 NEH 如 同 KAB 比 LOD:; 
则 也 本 证 248 比 CD 如同 EF 上 GH. 
因为 ,如 果 EF 比 GH 不 同 于 4B 比 CD. 


设 EF 比 QR 如 同 AB 比 CD. [YI 12] 
日 在 QR 上 作 直 线形 SR 和 是 个 直线 撒 MF', NH 的 每 一 个 既 相 似 
又 有 相似 位 置 . [VI. 18] 


由 此 ,AB 比 CD 加 同 EF 比 QR. 
又 站 4B,CD 上 作 相 似 上 及 有 相似 倍 壮 的 图 埠 KAB, LOD， 
区 在 EF', QR 上 作 相 位 旺 有 相似 位 置 的 图 形 MEF, SER， 
,EAB I LOD Hi MF FE SER. 

介 是 到 由 假设 ,KAB 比 工 CD I 同 ME' 比 NH. 


故 也 有 ,FF 比 SER 如 同比 NH, [¥.11] 
所 以 ,MF LE 图形 NH、SR 的 每 :个 有 相同 的 比 ; 
从 而 ,NE 等 ]- SR. [V.9] 


但 是 ,这 也 是 相似 是 有 相似 位 沉 的 ， 
故 ,GH 等 十 QR. 
又 ,因为 AB 上 比 CD 加 EF EE QR. 
这 时 , QR 等 于 GH. 
所 以 ,AB HCD 如 同 EF 比 G77， 
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角 各 相等 的 平行 四 边 形 相 比如 同 它们 边 的 比 的 复 比 . 

设 等 骨 平 行 出 边 形 4C, CF 的 稻 BCD 等 于 了 用 ECG; 

则 可 证 平行 四 边 形 4C 比 平行 四 边 形 CF 如 同 边 的 比 的 复 比 . 

因为 ,可 置 BC 和 CG 在 一 条 直线 1， 
使 得 , DC 和 CE 也 在 一 条 直线 上 . 

作 平 行 四 边 形 DG 为 补 形 ; 
又, 由 线段 下 出 发 ,把 它 表 示 成 BC 比 CG 如 同 K 比 L, 有 HL DC 比 CE 如 
辣 工 比 并 ， [YT.12] 


[ 


E F 


那么 ,正比 工 与 上 比 MM 的 比如 同 边 与 廊 的 比 , 即 Re; 上 G6 与 DC 
HCE. 

但 是 ,六 比 型 如 同 下 比 志 和 三 比 杂 的 复 比 ; 
由 此 ,下 比 放 是 边 与 边 的 比 的 复 比 . 

现在 ,因为 BC 比 CG 如 辣 平 行 四 边 形 A&C 比 平行 四 边 形 CH， 


; WI.1] 

这 时 ,BC 比 CG 如 同 玉 比 工 ， 
故 也 有 ,下 比如 同 AG 此 CH. T¥.11] 
又 因为 ,DC 比 CE 如 同 平行 四 边 形 CB 比 CF， -VI.11 


这 时 ,DC 比 CE 如 同 工 比 于 ， 
所 以 也 有 , 工 比 亲 如 同 平行 四 边 形 CH 比 平行 四 边 形 CF, [YW.11] 
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者 | 区 J 氏 遇 得 :儿科 汶 小 


内 蝶 访 古语 ,下 比 二 如同 平 行 四 边 撒 2AC 毕 平 行 四 边 形 Cr 
区. 二 比 并 如 同和 玫 行 四 迪夫 CH 比 平行 四 边 形 CF, 故 大 首 末 比 , 下 上 比 
机 姑 卫 平行 四 边 形 ac 比 平行 四 边 撒 CF. 

但 是 ,不 与 到 的 比如 同 边 与 过 的 比 的 复 比 

所 以 ,4 EGF 也 是 过 与 迪 的 比 的 复 比 . 


所 
法 


命题 24 ) 


在 任何 平行 四 边 形 中 与 它 有 共同 对 角 线 的 平行 四 边 形 都 
相似 于 原平 行 四 地形 .并且 也 彼此 相似 ， 

没 ABCD 玄 平 形 由 过 形 , 40 是 它 的 对 和 角 线 ;又 令 BG ,HK 是 夹 闪 
4C 的 平行 央 边 撒 ; 

则 可 让 平行 四 边 形 BG. HK 的 每 一 个 者 相似 于 平行 四 边 挫 
AABCD ,HE 们 彼此 相似 . 


因为 ，5 平行 于 BC, 它 是 二 角形 
ABC 的 一 条 边 , 则 有 比例 , BE 比 E44 如 
加 CPP EE FA. [¥1.2] 

区 六 为 FG 平行 于 CD, 它 是 二 角形 
有 CD 的 -条 边 , 有 上 比例, CF 比 fF4 如 同 
DG tt G4., [WI1.2] 

人 尽 , 岂 经 江 明 了 CF 比 Fh 如同 BE 上 BA; 

故 也 有 ,BE EEA4 如 同 DG LE GA. 
时 由 合 比 ,BA 上 比 45 如 [lo] DA 比 AG， [¥.18) 
六 缮 更 比 , BA 比 AD 旺 同 瑟 4 比 4G. [¥.168] 
战 ,在 平行 团 边 形 ABCD 与 8G 中 , 炎 公 共 角 B4D 的 边 成 比例 . 

区 因为 ,6G 平行 上 DC 前 AFG 等 于 有 DO4 ,日 角 DAC 是 一 角形 
DC 1 AGF 的 公共 由; 

故 二 角形 ADC 与 二 角 撒 AGF 的 各 角 相 等 ， 
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同 理 , 三 角形 4C8 也 与 二 角形 4AFE 的 各 角 相 等 ， 
[政体 平行 由 边 形 4BCD 利平 行 四 边 形 有 6 的 各 表 也 是 相 闻 的 . 
故 有 上 比例， 
AD tH DE ulils] AG IE GF. 
DC 与 C4 如 问 GF 比 FA. 
AC t 比 CB 如 AF 比 FE, 
更 有 ,CB t BA ni FE tt EA. 
站 因为 已 经 证 明了 
DE 比 C4 如 同 GF 比 FF4， 
AC EE CB MAF Et FE, 
上 由, 右 首 末 比 ,DC FF CB 好 同 GF 比 FE. _ VY.22] 
从 而 ,在 平行 四 边 形 A4BCD 与 EG 小 , 夹 等 人 朋 的 边 成 比例 ， 
政和 平行 上 四边形 ABCD 相似 于 平行 四 边 形 EG. _W. 定 义 1| 
问 肆 ,平行 四 边 形 4BCP 也 相似 于 平行 四 边 形 KH， 
页 纤 行 四 边缘 BG , BK 的 每 一 个 肯 相 位 了 ABCD. 
但 是 ,相似 于 辐 -直线 形 的 图 形 也 彼此 相似 . -V1.21] 
所 以 ,平行 四 边 形 BG 也 相似 于 平行 四 边 形 HK. 


命题 25 ) 


求 作 一 个 图 形 相 似 于 一 个 已 知 站 线形 且 等 于 另外 一 个 下 


设 4BC 是 已 判 胃 线形 , 求 作 一 个 图 蓄 与 它 相 似 日 等 于 舅 一 个 色 形 
二 ， 
这 样 ,就 要 求 作 一 个 图 形 使 它 相 似 于 ABC 用 等 上 上 忆 . 
设 用 BC 作 一 个 平行 四 边 撒 BE 等 了 半 三 骨 撒 ABC， -1.441 
莫 用 CE 作 平 行 四 边 形 QM 使 它 等 于 及 ,其 中 前 FOE 千村 角 CBL. 
iI.45| 
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入 | 斥 儿 身 入 :几何 原本 


故 BC 与 CF 在 一 条 直线 上 ,日 LE 和 EM 在 一 条 直线 上 ， 


现在 , 取 GB 使 它 成 为 BC .OF 的 比例 中 项 ， [WI.13] 
H 在 GE 上 作 KGH 相似 于 ABC 日 有 相似 位 置 . [¥1,18] 


那么 ,BC 1 GH mj G8 比 OF, 
又 ,如 果 一 条 线段 成 比例 ,第 一 个 比 第 二 个 如 回 第 一 个 上 的 图 形 比 在 第 
一 个 上 与 它 相似 且 有 相似 位 置 的 图 形 ， [vI. 19 ,推论 ] 
卜 ,BC 比 CF 如同 二 着 形 4BC 比 二 角形 KGH. 

代 是 ,BC 比 CF 也 如 间 平 行 四 边 形 BE 比 平行 四 边 形 EF. 

[VE 1] 

故 也 有 , 一 角形 4BC 比 一 角形 KGH 如 同 平行 四 边 形 BE 比 于 行 
站 边 形 EF'， 
点 取 更 比 , 二 角形 4BC 比 来 行 四 边 形 好 如 同 三 角形 EGE 比 平行 四 
过 形 EF. [Y.16] 

们 是 ,二 划 形 4BC 等 于 平行 四 边 形 BE; 
夏 一 角形 KGH 也 等 于 半 行 四 边 形 5 

但 是 ,平行 四 边 形 三 ' 等 于 心 ， 
故 , KGH 也 等 ]-D. 

又 ,KGH 也 相似 于 ABC. 
所 以 ,作出 了 图 形 KGEH 朗 相 似 于 已 知 直 线形 4BC ,区 等 于 盎 一 个 已 知 
| 者 形 已 . 


作 完 
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如 果 由 一 人 平行 四 边 形 中 取 掉 一 个 与 原形 相似 且 有 相似 
位 置 又 有 一 个 公共 前 的 平行 四 边 形 . 则 它们 有 共 线 的 对 站 线 ， 

由 平行 此 边 形 ABCD 到 掉 一 个 平行 四 边 形 4F, 它 相似 于 ABCD 
且 有 相似 位 置 ， 

它们 又 有 公共 角 D4AB; 
则 可 证 48CD 与 AF 有 共 线 的 对 
前线 ， 
因为 ,假设 不 是 这 样 , 如果 这 是 可 
能 的 , 令 4BC 是 <4BCD 的 ;对 角 线 ， 
延长 GF 至 五 , 旦 过 互 作 KE 平行 于 


直线 4D ,BC 的 一 条 . [5.31 
从 而 ,4BCD 与 KG 有 共 线 对 骨 线 ,区 D4 此 AB 后 G4 此 AK. 
[V1.24] 


但是 ,因为 ABCD 与 BG 相似 ,有 
DA tAB 如 问 G4 LE AE: 


下 也 有 ,G4 比 AK 如同 G4 比 AE. YU 
所 以 ,0 与 AE,4E 的 每 一 个 相 比 有 相同 的 比 . 
太 而 ,AE 等 于 AK; TY.9] 


较 小 的 大 于 较 大 的 :这 是 木 可 能 的 ， 
故 ,4BCD 与 AF 不 能 没有 共 线 的 对 角 线 . 
所 岂 ,平行 四 边 找 4BCD 与 平行 四 边 形 AF 有 共 线 的 对 有 角 线 . 
证 完 


各区 儿 生 社 : 卫 休 上 电 林 


命题 27 ) 


从 位 于 同一 线段 上 的 所 有 平行 四 启 形 中 , 取 掉 一 个 与 作 
在 原 线 段 一 半 上 的 平行 四 边 形 相似 且 相 似 位 置 的 图 形 . 则 在 
所 作 诸 图 形 中 以 作 在 原 线 号 一 半 上 的 那个 平行 四 边 形 为 最 


大 ，, 冯 且 它 相 人 羽 于 取 掉 的 图 形 ， 

设 4B 是 :条 线 段 由 一 等 分 于 C; 在 线段 4B 的 
征 四 边 形 AD 起 取 掉 了 作 在 48 一半 CB 
FF 的 平行 四 边 撒 DBB 统 后 而 成 的 . 


- 半 革 有 -个 平 


D E 
则 可 证 所 有 在 a8 线 上 的 那 种 行 。 Ne As 


四 过 形 中 以 联 提 相位 日 有 相似 位 置 于 
DB 的 平行 四 过 形 .4D 悉 太 . 

迹 在 AB 上 有 于 行 四 边 形 4F, 它 居 六 
职 掉 了 相似 及 有 相似 位 置 3- DB 的 平行 
四边 形 的 图 形 FB 而 成 的 ; 

划 可 证 AD 大 于 AF. 


前 线 ， 
没 己 遇 出 了 了 它 和 的 对 角 线 DB ,用 没 图 形 已 作 好 ， 
那么 ,因为 (下 等 于 三 ， 
下 ,8 是 公共 的 . 
故 束 休 CH 等 于 整体 KE. 
但 是 ,CH 竺 于 CG, 这 是 因为 4C 也 等 于 CGB. 
战 , GO 也 等 EK. 
将 CF 训 在 以 上 首 边 ; 
所 以 ,整体 AFF 等] 损 尺 ELMN，; 
蕊 此 ,再 行 四边 形 DB,. 芭 4D ,大 二 平行 车 边 形 4 瑟 、 


184 


i 


国 为 ,平行 轩 边 形 DB 相位 于 平行 四 边 形 FB,; 人 已 们 上 有 有 共 线 的 对 


| ¥1. 26] 


.43- 


[1.36] 
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命题 28 ) 


着 已 知 线段 上 作 一 个 等 于 已 知 直线 形 网 平行 四 边 形 , 它 
是 由 取 掉 了 相似 于 基 个 已 智 图形 的 平行 四 边 形 而 成 的 :这 个 
已 知 直 线形 必须 不 大 于 在 原 线 段 一 半 上 的 乎 行 四 边 形 并 且 这 
个 平行 四 边 形 相 似 于 凤 挤 的 图 形 . 


设 4B 是 记 庆 线段 , 品 是 已 乔 直 线 用 . 此 在 4 上 上 作 一 个 和 局 相等 
的 于 行 四 边 撕 ,C 不 大 在 4B -兴工 作 的 于 行 由 边 形 , 这 平行 四 边 撒 
半 败 和 借 上 联 搞 的 图 形 ,这 上 起 掉 的 图 形 交 相似 十 已 知 的 半 行 四 边 撒 五 ; 

因此 .要 求 用 纪 和 线段 2B 作 个 平行 四 边 撒 等 十 忆 划 直线 形 亿 ， 
并 中 这 平行 洒 边 形 也 是 起 挤 一 个 由 柜上 局 的 平行 轴 边 形 而 成 的 . 

总 百 二 等 分 4 百 在 EB 上 年 相 和 僻 寺 五 月 与 已 有 相似 位 置 的 
EPG [YE18] 

造 平 行 四 边 形 AG 下 补 形 . 

如 有 果 #6 等 FC, 境 么 ,就 完成 了 作 图 ， 

轩 为 ,在 己基 线 戌 4B 上 有 有 平行 四 边 撒 AG, 它 等 于 已 知 育 线 撒 局 
日 它 是 出 取 掉 相 侯 于 吕 的 下 行 四 边 形 的 图 形 BG 而 成 的 . 

但 是 ,如 末 涉 是 这 样 , 设 HE 太 于 @， 

坟 仁 ,HE 竺 了 GB, 上 各 GB 岂 太 J 人 C0. 
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作 KLMN 等 于 GB 与 局 的 闫 ,并 相似 于 DD, 叉 与 有 相 伺 位 置 ， 
[VT.25 1 


但 足 , 相似 十 G8， 
虐 , EM 也 相似 于 GB. [LVIi.21] 
令 , 天 LL 对 应 GE, 且 LW 对 应 于 GF. 
现 人 三, 因为 G8 等 于 C.KM 的 和 ， 
大 GB 大 于 kM， 
故 也 有 GE 大 于 无 ,H GF 大 于 Pd， 
取 GO 等 于 ,有 且 GP 等 十 LY， 
及 设 , 平 行 四 边 形 OGPQ 为 补 形 ， 
故 它 等 于 世相 似 于 jf. 


从 而 ,GQ@ 也 相似 于 GB; [WI.21] 
故 GQ 与 GB 有 此 线 的 对 角 线 . | Vi.26] 


令 GQB 是 它们 的 对 前线 ,量度 图 已 画 好 . 
那么 ,因为 BG 等 二 CE 的 和 . 
又 在 它们 中 GQ 等 于 EM， 
所 以 ,其余 的 部 分 , 即 抛 尺 形 ETTY 等 于 其 余部 分 CC. 
六 ,因为 PR 等 于 O85, 将 QB 加 在 以 上 各 边 ， 
则 整体 PB 等 于 整体 OB， 
但 是 ,OB 等 于 TE, 因 为 过 AE 也 等 于 边 EB. [1.36] 
鼓 , 2% 也 等 于 PB. 
将 0S 加 在 以 上 各 边 ; 
从 而 ,整体 TS 等 于 整体 扶 尺 形 VWU. 
但 是 ,已 经 证 明了 捞 尺 形 VWU 等 jG， 
故 , TS 世 等 于 必 ， 


所 以 ,对 已 知 线段 4B 作 山 了 等 于 已 知 直 线 撒 GH 由 取 掉 相似 
Ss ST. 


忆 的 平行 四 边 形 @B 市 成 的 平行 四 边 形 
作 完 
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在 已 知 线段 上 作 一 外 等 于 已 知 直 线形 的 平行 四 边 形 ,并 
且 在 这 线段 的 这 长 部 分 上 有 一 个 平行 四 边 形 相似 于 一 个 已 知 
平行 四 边 形 . 


设 2B 是 已 知 线段 ,C0 蚌 直 线形 , 什 AB 二 求 作 一 个 图 形 , 使 得 这 
个 图 形 等 于 C; 而 在 AB 的 延长 部 分 上 的 平行 四 边 撒 钢 形 相似 于 瑟 . 
出 此 .要求 用 线段 AB 作 一 个 平行 四 迪 形 使 它 等 于 直线 形 品 ,并且 
在 延长 部 分 上 作 平 行 由 边 形 柑 似 于 DD， 
设 将 4B 一 等 分 于 五 . 
交往 EB 1 和 作 相 似 于 号 日 与 它 有 相似 位 普 的 平行 四 边 形 BF', 叉 作 GH 
等 于 BF 与 C 的 和 ,同时 GH 与 D 相似 旦 有 相似 位 置 ，。 [V1.25] 
令 FE 对 应 于 二 有 KG 对 应 于 FE. 
现在 ,因为 GF 大 于 后 , 故 , 8 也 大 于 二 ,日 KG 大 于 FE， 
延长 玉 ,E, 令 FLM 等 于 O07, FEN 等 -J KRG， 
久 这 MN 其 补 形 . 


放 , MN 等 于 且 相 似 于 GH. 

但 是 ,GH 相似 于 瑟 .， 

所 以 ,MN 也 相似 于 EL; [V1.21] 
从 而 ,BEE 十 MB 有 共 线 的 对 角 线 . {Yf.26] 
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逐 作 出 了 它们 的 对 角 线 FO, 卫 赂 形 已 作 册 |， 
因为 ,GE 等 于 了 瑟 与 C 的 和 ， 
这 时 ， on |- MN. 

故 ,MN 了 山 等 三 EL 与 的 种， 

a 上 各 边 减 去 型; 

琅 委 .余下 的 , 捐 尺 形 XWVY 等 广 C. 

更 人 在 , 因 力 45 等于 天 召 ， 

AN 出 等 于 和 NBLE36], 即 等 于 LP， 11.43| 

将 ED 加 在 纪 上 各 过 ; 

则 整体 A0 等 王 描 尺 形 VWX. 

但 是, 拐 尺 形 VWX 等 于 口 ; 

故 ,40 也 等 于 旋 

所 以 ,对 线段 AB 作出 了 :个 平行 四 边 形 A0, 它 等 于 已 庆 直 线形 
局 ,并 且 柱 延 线 上 的 平行 四 边 形 BP 相似 于 如 ,因为 Pe 出 由 似 丁 陋 . 


「w1.24] 
作 完 
命题 30 ) 
分 已 知 线段 成 中 外 比 ， 
设 4B 性 己 知 线段 . 
要求 分 4B 成 中 外 ti. C Fy 
在 BFF 作 目 上 撒 BGC. 而 旦 在 4C 战 此 下 号 
上 作 平 行 四 边 形 GD 等 于 BC. 开赴 在 延 线 上 的 图 
形 AD 相似 于 BC. | v1.29] 4 月 
现在 BC 是 止 方形 ; “ 
故 AD 也是 正方 形 . 国 


又 因为 下 方形 BC 等 于 下 方形 0 ， 
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人 4 痊 重 


而 备 边 减 卖 ( 亚 , 则 余震 BF 等于 余 外 AD. 

但 是 它们 的 各 骨 桂 等. 
战 人 在 BF.AD 中 夹 等 角 的 过 成 互 扩 比例 ， [EL 14] 
于 壮 , FE ED 如 同比 BEB. 

们 是 FE 竺 于 4B, 占 DD 等 1-AE 

,BA LAE WMI).AE tt EB. 

半 ,AB 大 十 AE, 从而, AE 也 大 于 EBB. 

所 以 ,线段 AB 被 点 吾 分 成 中 外 比 , AE 是 较 太 的 线段 . 


作 完 


命题 31 ) 


在 直角 三 角形 中 ,对 直角 的 边 上 所 作 的 图 形 等 于 夹 丰 角 
边 上 所 作 与 前 图 形 相 人 羽 且 有 祖 似 位 置 的 二 图 形 的 和 . 
设 ABC 是 其 有 二 音 BAC 的 直 前 二 各 


2 
找 ， 


则 可 证 在 BC 荆 的 图 形 等 于 在 B4. 
AO 所 作 与 前 图 撒 相 伺 H. 有 相似 位 置 的 
二 图 形 航 种 . 
设 4 是 重 线 .因此 ,在 下 前 前 形 
4BC 内 .AD 是 从 直角 械 点 妥 到 底 BC 的 


短线 . 
一 草 形 ABD .ADGC 在 重 线 两 过 ,都 利 4BC 相似 ,它们 出 徙 此 机 
侯 . [V1.8| 
又 ,因为 2BC 相似 于 ABD， 
本 CB HF BA HI) AB tk BD. 机 


区 ,人 为 二 条 线 段 虹 比例 ， 
第 - :条 比 第 三 条 如 同 第 - -条 上 的 图 形 比 作 在 第 二 条 上 与 蕊 相似 且 
有 相似 位 置 的 图 形 ， [YI 19 ,推论 ] 
1 有 9 


者 也 几时 得 :几何 原木 


雁 , (CB 比 BD 如 同 0CB 上 的 图 形 比 作 蛮 B4 上 与 它 相似 H 有 相似 
位 置 的 图 形 . 

同 理 也 有 ,BC 比 CD 如 同 BC 上 的 图 形 比 CA 上 的 图 形 ; 
因此 ,更 有 ,BC 比 BD .DC 的 和 如 同 BC 工 的 图 形 比 在 有 4 .4C 上 用 与 
BC 工 峡 形 相似 凡 丰 相似 位 置 的 图 形 的 和 ， 

和 是 BC 等 于 BD ,Pe 的 和 ; 
所 以 ,BC 二 的 图 形 也 等 于 BA 、AC 上 与 前 图 撒 相 似 且 大 相似 位 置 的 图 
形 的 利 | 


证 


沿 


如 时 在 两 个 三 角形 中 ,一 个 三 角形 中 的 一 个 角 的 两 边 与 
另 一 个 三 角形 的 一 个 角 的 两 边 成 比例 ,上 且 对 应 边 也 平行 . 则 这 
两 个 三 角形 的 第 三 边 在 同一 条 直线 上 . 

设 4BC, DOE 是 两 个 二 角形 ,它们 


的 两 边 B4 .4C 与 两 边 DC .DE 成 比例 ， D 
BB, AB Ft AC HI 同 DC EE DE, H. AB 王 A 
和 于 DEC, AC 平行 于 TB; 

则 可 证 BC 与 08 在 同 -直线 上 . B 二 E 


因为 ,245 半 行 于 了 DPC， 

区 ,直线 4C 与 它们 相交 ; 

器 错 角 BA4C, ACD 彼此 相等 . [1.29| 

司 理 , 胡 CDE 也 等 于 角 ACD; 

因此 , 衣 PaC 等 于 CDE. 

又 ,因为 ABC ,DCE 是 两 个 .二 角形 ,它们 的 -个 第 等 十 -- 个 角 ,在 
是 外 的 角 等 于 在 呈 处 的 角 ， 
且 卖 等 角 的 边 成 比例 ， 
内 此 ,8 比 4C 如 问 CD 比 DE. 
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玻 二 角形 ABC 与 三 角形 DCE 的 各 前 相等 . [wEL6] 
从 而 , 角 4BC 等 于 DOE. 
但 是 ,已 经 证 明了 有 角 4CP 等 下角 BAC， 
故 整体 用 4ACE 等 于 更 个 角 ABC ,BAC 的 和 : 
将 和 ACB 加 在 以 上 各 边 ; 
则 角 ACE ,ACB 的 利 等 于 前 BAC, ACB ,CBA 的 各 . 
但 是 , 角 BA4C ,BC ,ACB 的 和 等 十 业 直角， [1,32] 
故 和 角 ACE ,ACB 的 和 也 等 于 两 直角 ， 
所 以 ,在 直线 AC 的 局 点 处 ,有 两 直线 BC CE 不 在 30 的 同 侧 
而 成 邻 角 4CB 与 ACB ,其 和 等 于 两 自 角 ; 
从 而, BC 与 CE 在 -直线 上 .， [1.14] 


证 完 


在 等 贺 中 的 圆心 角 或 圆周 角 的 比如 同 它们 所 对 弧 的 比 . 
设 4BC ,DEF 是 等 加 ,有 目 设 和 角 BGC, EBF 嘴 辐 心 全 ,如 钼 的 角 ,又 
角 BAC ,EDF 居 同 周 骨 ;* 
则 证 括 BC 比 琶 BF 如 同 角 BGC 比 角 BEHF ,也 则 同 角 BAC 比 角 
EDF. 
因为 , 直 取 等 于 上 蝗 BC 的 任意 多 个 相 邻 的 CU ,到 ,也 串 取 等 于 
弧 EF 的 任意 多 个 相 邻 的 归 F364 ,MN. 
又 ,连接 GE, GL, HM ,HN. 
则 , 国 为 PE 了 彼此 相等 ， 
朋 BGC, CGK ,KGL 也 被 此 相等 ; [UL 27] 
故 无 伦 统 BL 是 BC 的 几 倍 , 则 角 BGL 也 是 条 BBC 的 同样 多 倍 . 
同 理 也 有 ， 
无 论 额 NE 足 EF 的 儿 信 , 则 衣 NHIE 也 是 前 BHF 的 同样 多 售 . 
如 果 弧 到 等 于 昕 EN , 则 角 BGL 也 等 于 角 EHN; LIH. 27] 
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重 蕊 几 由 和 且 休 版 本 


Cc L FR 
KE MM 


如 电弧 BL 小 于 蝗 BE ,唱和 BGL 也 大 于 用 RE 
如 从 弧 下 小 于 EN . 则 了 朋 BGL 也 小 于 角 EHN. 
则 有 四 个 信 , 两 个 最 BCG, EF 及 两 个 人 用 BGC, EHF 
已 给 取 生 了 红 BC 及 角 BGC 的 同 们 四 , 它 们 是 怕 更 上 太 冯 BGL. 
区 , 坡 定 了 蚜 EF 及 华 EHF 的 同 倍 量 , 即 强 EN 与 作 EHN. 
我 们 已 经 征明 了 ,如 果 弧 碟 大 于 天 EN, 则 和 朋 BGL 也 大 于 首 
ElIN; 
如 此 坝 BL 等 二 绝 EN, 则 前 BGL 也 等 于 有 月 Vi; 
如 吕 弧 BL 小 于 昨 EN . 划 和 和 BGL 也 小 于 角 EHN. 


故 , 缴 BC 比 EF 由 同 有 BeGC LL 角 EHF. [VW. 定 类 5 
但 是 .前 BGC 比 衣 EHF 如同 衣 BAC 比 朋 EDF ,因为 它们 分 别 是 
一 倍 的 关系 . 
所 以 也 有 有 , 弧 BC 引 踊 了 如同 角 BGC 比 角 EHF. XX 如 同 角 BaC 
比 贡 EDPF 
证 完 
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池 YI 太志 


第 4 电 卷 


了 
xc 


- 帮 
1 舟 -一 个 事物 都 是 由 十 它 是 - -个 单位 而 存在 的 ,这 个 单位 吊 
找 一 . 
-个 数 是 由 许 铬 单 入 合成 的 . 
一 个 较 小 数 为 一 个 较 大 数 的 一 部 分 , 当 它 能 基 尽 较 大 者 '1. 
-个 较 小 数 为 一 个 较 大 数 的 几 都 分 , 当 它 证 不 尽 较 大 具 . 
较 太 数 千 能 为 较 小 数 基 尽 ,风声 为 轻 小 数 的 情 数 . 
. 偶数 中 能 被 分 为 相知 呵 部 分 的 数 . 
7. 育 数 是 不 能 被 分 为 由 等 古训 分 的 数 , 或 考 它 和 一 个 瑚 数 几 养 - 
个 单位 . 
38. 偶 倍 偶数 是 用 一 个 偶数 得 尽 它 得 偶数 的 歼 … 
9. 偶 倍 奇数 候 闭 ER 得 奇数 的 数 . 
10. 谊 售 奇 数 是 用 一 个 奇数 量 尽 它 得 奇数 的 数 ， 
ii. 素数 是 具 能 为 个 单位 防 量 尽 击 . 
12. 互 素 的 数 是 能 习作 为 公 度 的 一 个 单 代 所 种 尽 的 儿 个 数 . 
13. 合 数 是 能 被 某 数 所 培 尽 首 . 
14. 互 为 合 数 的 数 人 能 被 作为 公 频 让 的 某 数 记忆 尽 的 儿 个 歼 . 
15. 所 请 -个 数 培 :个 数 .名 足 害 乘 数 日 身 相 加 多 少 次 币 得 出 的 
茶 数 ,这 由 加 的 个 数 是 男 一 数 中 单位 的 个 数 . 


上 


1 这 里 所 谢 一 部 从 是 指 茬 分 之 ,和 侈 则 2 是 在 的 下 分 之 
这 明 了 所 谓 儿 部 分 屁 指 车 于 分 之 几 . 如 6 不 9 的 三 分 之 二 ， 

必 。 有 的 数 公 是 情 倍 俏 数 ,有 有 的 数 公 是 倘 俏 疗 束 .让 的 足 既 旺 偶 傍 揣 数 妆 显 
偶 信 和 调 数 .以 1 分 凑合 知 ; X.32j ,| [X .3 和 1. 到] 
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者 区 几时 得; 儿 何 甩 二- 


16. 两 数 相 乘 得 出 的 数 称 为 面 数 , 革 两 边 就 是 相 乘 的 两 数 . 

17， 工 数 相 来得 贞 1 的 数 称 为 体 数 ,其 三 边 就 是 相 滋 的 二 数 ， 

18. 平方 数 是 两 相 字 数 相 乘 所 得 之 数 , 或 者 是 由 两 相等 数 所 构成 
的 . 

19.， 苹 方 数 是 隐 相 等 数 相 乘 肯 乘 此 等 数 而 得 的 数 . 或 者 是 出 三 相 
等 数 所 构成 的 . 

20.， 当 第 一 数 是 第 二 数 的 某 悦 , 某 -部 分 或 针 儿 部 分 ,与 第 一 数 引 
第 四 数 的 同一 倍 、 辐 一 部 分 或 相同 的 岂 部 分 , 称 这 四 个 数 是 成 比例 
的 和 . 

21. 两 相似 面 数 以 及 两 相似 体 数 是 它们 的 边 成 比 击 . 

22. 完全 数 是 等 了 它 白 身 所 有 部 分 的 各 富 . 


命 是 


证 有 不 相等 的 二 数 , 著 依次 从 大 数 中 不 断 地 减 去 小 数 , 若 


人 对 此 于 义举 例 说 明 : 
设 有 由 个 数 8.4.6.3,8 是 4 的 2 售 .6 也 是 3 的 2 信 , 这 凤 个 数 成 比例 , 记 
作 84=63 ,或 和:4=6:3; 
艾滋 存 四 个 数 2.6.3.9.2 是 6 的 于 分 之 :3 也 是 8 的 :分 之 一 ,这 风 个 
数 成 比例 . 沁 作 256= 379. 或 2:6= 3 
又 设 有 轩 个 数 4.6.20 .了 .4 明 丰 6 的 分 之 二 ,20 也 是 入 的 三 妆 之 二 ,这 
了 眶 个 数 成 比例 . 记 作 446 = 20730， 由 4:5 = 20:30, 

元 全 数 是 等 于 苇 所 有 上 革 央 数 之 和 ,如 
后 = 1 十 之 十 
28=1+2+4+7+14, 
所 以 5,28 者 是 完全 数 ， 
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第 VIL 其 独 


余数 总 是 量 不 尽 它 前 面 一 个 数 , 直 到 最 后 的 余数 为 一 个 单位 ， 
则 该 二 数 互 妇 . 

设 有 不 相等 的 二 数 .4B .CD ,从 大 数 中 不 断 地 减 二 小 数 , 设 余数 总 
董 不 尽 它 前 击 一 个 数 , 和 直到 最 后 的 余数 为 一 个 单位 ， 
则 可 让 4 ,CD 是 瑟 素 的 , 凤 具 有 一 个 单位 量 尽 4 CD. 
因为 ,如 果 AB .CD 不 开 素 , 则 有 有 某 数 量 尽 它们 , 设 其 仿 它 们 的 数 
为 百 . 

现在 用 CD 其 出 BF, 其 余数 FA 小 于 CD. | 

又 设 4F 基 出 DG ,其 余数 GC 小 于 AF, 以 及 用 [有 
GC 大 出 天 区 ,这 时 余数 为 一 个 单位 五 4. 

大 ,由 了 百 晤 尽 CD, 晶 CD 其 尽 BFP, 所 以 再 也 

青 尽 BF.. 
因为 召 也 荆 尽 整体 至 ,所 以 它 也 量度 余数 48. 
但 是 A 下 性 尽 DG ,所 以 吾 也 量 尺 DG ， 
热 耐 刀 也 员 尽 更 体 Do, 所 以 它 也 莉 尽 余数 CG. 
由 于 GG 全 尽 FH ,于 是 玉 也 景 尽 FH 
但 证 得 吾 也 量 尽 闲 体 了 王 ,所 以 它 也 世 i 尽 余数 ， 郧 单位 A 有, 然而 下 
是 -个 数 ; 这 民 涉 可 能 的 . 
及 此 没有 数 可 以 同时 量 尽 4B, CD, 寺 市 AB, CD 是 于 素 的 
LYIIL 征 浆 121 
证 完 
此 命题 为 求 贞 正 整 狂 & ,6 的 矿 大 公国 数 的 欧 几 里 得 算法 一 一 加 转 相 除 法 ， 
有 两 个 目 向 数 q;6, 车 ww > 加, 用 以 下 方式 表述 运算 过 程 : 


a lpl 


~ 


ablp 
pa| go 

alclalr te<b),(d< er) 
rH sg 

Ss|g vu (yo) 


那么 a,b 的 最 大 公园 数 是 g, 败 i 旦 {a,b)= #8 表示 . 当 9=1 付 ,Qa,b 鹅 来 ， 
这 就 是 命题 1 若 8 短 1 时 ,就 是 命题 2. 
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各 | 己 几 由 得 :几何 师 林 


命 吕 1 是 用 扩 证 试 证明 的 ,在 a.6 本 证 素 . 上 各 就 有 一 让 整数 ele 二 1} 整 除 
是, 于 用 关 由 整除 & = 了. 即 整 际 “- 

区 四 为 旦 整除 刘 .c 则 么 它 卫 料 险 天- 的 ,即时 陈 中 .区 后 为 二 坚 除 人, 那 各 
它 也 整除 6 下. 则 8 整除 1; 这 其 不 可 能 的 ,于 是 命题 得 注 . 

此 处 区 凡 电 得 报 定 了 一 个 法 拉 , 由 若 g.58 国 时 被 c 整除 ,好 -后 由 鹤 e 和 球 
除 . 放 下 一 个 命题 他 还 很 省 癌 a.584 由 被 c 笑 除 ,网 n+ p65 也 被 e 整除 to. 
p 者 是] 种 数 . 以 谎 从 如 本 特别 上 店 朋 一般 数 均 捉 整数). 


命题 2 


已 知 两 个 不 互 素 的 数 , 求 它们 的 最 大 公 度 数 . 
设 AB,CD 是 不 世 素 的 睛 数 ， 


求 AB8, CD 的 最 大 公 度 数 ， 4 
如 果 CD 由 尽 4P, 这 时 它 电 其 尺 它 自己 ， 2 15 
于 么 CD 就 是 CD ,2B 的 一 个 公 度 数 . Go 
HH 蜡 然 CD 也 是 艘 太公 度 数 ， 


这 上 直 因 为 没有 比 CD 夫 的 数 能 旺 尺 CD. 
作 是 , 刀 打 CD 证 不 尽 2AB, 那 么 从 4B.CD 中 的 较 大 着 中 和 不断 地 
减 去 轻 小 上 省 ,和 如 此 ,将 有 卡 个 余数 能 让 尽 它 掏 员 一 个 . 
这 身后 的 余数 不 是 一 个 单位 ,否则 2B ,CD 就 是 芯 素 的 ， 
“WIL.1] 


这 国人 很 泛 耶 括 . 
所 以 某 数 将 是 奈 尽 它 放 而 的 一 个 余数 . 
现在 设 CD 基 出 .余数 BE4 小 于 0D， 

设 4 是 出 玉民 ,余数 FOO 小 于 BA4 ,XX 设 5 下放 及 45. 
这 样 , 由 于 CF ERR ABE, 及 AE 入 尺 DF, 

FF CF LR DF. 
全 是 :人 则 此 尽 芝 自己 ,所 以 它 一 尺 整 作 CGD. 
然而 CD 县 及 了 ,所 以 (人 也 址 及 了 5 
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BE 


但 是 CF 岂 证 尺 4 ,所 以 它 也 量 尺 整 休 BA4. 
然而 CF 岂 量 尽 CD ,所 以 CF 村民 AB ,CD. 
所 以 CF 是 AB ,CD 的 一 个 公 度 数 . 
其 次 可 证 它 也 是 最 天公 度数 . 
因为 , 旭 东 5 不 芷 4B ,CD 的 最 人 大公 庶 数 ， 
孝 么 必 有 大 十 CF 的 某 数 将 纪 民 AB, CD. 
计量 总 它 们 的 那样 的 数 古 让 . 
现在 ,由 FG 二 尽 CR, 而 (DD 寺 尽 EE, 那 么 G 也 便 尽 E. 
但 是 它 也 硬 尽 整体 B4 ,所 以 它 也 量 尽 余数 AB. 
但 是 AE 氏 尽 DF, 所 以 也 应 尽 DE. 
然而 尼 电 基 尽 范 体 DGC， 
所 以 它 也 此 尽 余 数 (6 下, 即 较 大 的 数 莽 户 和 绞 小 的 数 :这 是 不 可 能 的 . 
所 以 没有 大 OF 的 数 能 鞍 尺 4 有 .CD 
因而 GF 起 AB ,CD 的 填 太 公 彼 数 . 
推论 由 此 显然 有 .如 果 一 个 数量 尽 随 数 ,那么 和 伍 志 十 尽 两 数 的 节 
太公 上 度数， 


证 完 


命题 3 


蕊 知 三 个 不 互 素 的 数 , 求 它们 的 最 太公 度数 ， 

浇 44, 忠 .P 是 已 知 二 个 不 互 索 的 数 . 

我 们 米 求 4,B.C 的 最 太公 上 度数. 

设 石 为 蚌 数 4 , 吾 的 最 大 公 度 数 . TvH.2- 
那么 五 或 硼 号 尽 或 者 晨 不 入 居 ， 

首先 渤 了 供 尽 局. 

们 是 它 由 其 尽 及 ,BB 所 LD 生 尽 4.B,0, 即 卫 是 A,B.C 的 一 
个 公 度 数 . 

还 可 证 它 也 是 最 大 公 虚 数 ， 
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三 了 欧 儿 里 得 - 儿 何 原本 


内 为 ,如 果 只 不 是 4: 吾 ,C 的 最 大 
公 度 数 , 那 么 必 有 大 于 DD 的 菜 数 将 量 尽 


A,B,C. 
“ac pp 届 量 尽 它们 的 那个 数 是 妃 . 
| 和 | 辽 然 巨 量 尽 4,B,C; 
那么 它 也 量 尽 A,B, 进 而 它 也 景 尽 
下 ,B 的 最 大 公 度 数 . LYT.2, 推 论 ] 


位 是 4 ,五 的 最 大 公 度 数 是 刀 ， 
所 以 吾 量 尽 厂 ,因而 较 大 数量 尽 较 小 数 : 这 是 不 可 能 的 . 

所 以 没有 大 DD 的 数 能 最 尽数 4,B,C. 

因而 已 足 4, 互 ,C 的 最 大 公 度 数 ， 

其 次 设 万 量 不 尽 C. 

首先 证 因 C,D 不 万 素 ， 

内 为 4, 旦 ,C 既 然 不 互 素 , 就 必 有 某 数量 尽 它 们 . 

现任 导 度 A,B,C 的 基数 了 电量 尽 A,B; 
并 归 它 基 尽 A,B 的 最 太公 度数 DD. [VII.2, 推 论 ] 

但 是 它 也 量 尽 C. 

和 是 这 个 数 癌 时 量 尽 数 五 ,C; 从 而 瑟 ,C 不 于 素 . 

然后 设 已 得 到 它们 的 最 大 公 度 数 EE -WVII.2] 

这 样 ,由 末 到 量 尽 如 ,而 了 是 尺 A,B，; 
所 以 瑟 电 是 尽 A,B. 

但 是 它 也 量 尽 CGC, 所 以 天 尽 A,B,C， 
所 以 百 是 4, 吾 ,的 一 个 公 度 数 . 

再 其 次 证 明 召 也 是 最 大 公 度 数 - 

因为 ,如 江 丽 不 是 4,B,G 的 最 大 公 度 数 ,那么 必 有 太 十 吾 的 某 
煞 王 量 撤 数 有 4, 电 ,C. 

现在 ,下 庆 尽 A,B,C, 那 么 它 也 量 尽 A,B, 所 以 它 也 量 尽 A,B 的 
最 大 公 度 数 . [WIL 2, 推 论 ] 
然而 4, 吾 的 最 太公 度数 是 五 ,所 以 严 量 乓 也 . 

且 它 也 量 尽 C, 这 就 使 得 它 同时 量 尽 D, ,进而 量 尽 D,C 的 最 大 

19% 
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公 度 数 . [wl1,2, 推 论 ] 
得 是 ,了 ,CG 的 最 大 公 度 数 是 五 ， 
所 以 瑟 量 上 蚊 己 , 较 大 数量 尽 较 小 数 : 这 是 不 可 能 的 . 
所 以 证 有 大 于 五 的 数量 入 4 ,也 ,C. 
故 巨 是 A,B,C 的 最 大 公 度 数 . 
证 完 


求 ab,e 的 最 大 全 因数 ,是 先 求 出 此 中 岗 数 的 最 大 公办 数 ,如 (ab = d, 再 
求 出 它 与 第 -个 数 的 最 太公 内 数 ,如 (ice)y = ,本 命 匮 证 有 明 e 就 是 : 数 的 最 大 公 
因数 . 


较 小 的 灼 且 较 大 的 数 的 一 部 分 或 儿 部 分 . 
设 A ,BC 是 两 数 ,日 BC 是 较 小 者 . 
则 可 证 BC 是 4 的 一 部 分 或 几 部 分 . 
因为 有 ,BC 或 省 互 素 ,或 者 不 千 康 . 
首先 没 有 ,BC 是 鼎 素 的 . 
人 这样 ,如 果 分 BC 为 若 十 单位 ,在 BC 中 的 每 个 单位 是 A 的 -部 
分 ,于 是 BC 是 4 的 几 部 分 . 
其 次 翰 4, BC 不 条 素 , 形 么 BC 或 者 量 尽 或 者 


最 不 尽 AA. 
8 如 果 BC 量 尽 4A ,BC 是 A 的 -部 分 . 
A le 但 是 ,如果 BC 直 不 尽 A， 


F |2 则 可 求 得 4 ,BC 的 最 太公 度数 是 DD， 【YIH.2] 
开 使 BC 被 分 为 等 于 万 的 一 些 数 , 即 BE, ER, UU. 
现在 , 国 为 互 戎 尽 4 ,著作 瑟 且 4 的 一 部 分 . 
但 是 六 等 于 数 BP ,EF, FC 的 他 -个 ， 
所 以 BE ,EF FC 的 每 一 个 也 是 和 的 一 部 分 ,后 是 BC 号 由 的 几 部 分 . 
证 完 
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各 区 L 由 得， 几何 二 赴 


命题 5 


车 一 小 获 是 一 大 数 的 一 部 分 , 且 另 一 小 数 是 嚼 一 大 数 的 
具有 同样 的 部 分 ,那么 两 小 教之 和 也 是 两 太 数 之 和 的 一 部 分 ， 
且 与 小 数 是 大 数 的 部 分 相同 . 

设 数 和 4 时 BC 的 -部 分 ,也 和 田 一 数 放 是 另 一 数 的 一 部 分 与 4 
是 BC 的 部 分 相 问 . 

岂可 证 A&. 放 之 种 出 是 BC, EF 之 各 的 一 部 分 ,HH 与 4 居 BC 的 部 
分 树 问 . 

因为 无 论 4 是 BC 怎样 的 _ 部 分 .D 也 是 EF 的 问 样 的 一 部 分 ， 
所 以 在 BC 中 有 名 少 个 等 A 的 数 , 囊 么 在 


3 E FE 中 就 有 同样 多 少 个 等 于 DD 的 数 . 
将 BC 分 为 等 于 4 的 数 , 即 BG, GC, 义 和 将 
有 pl EF 分 为 等 于 也 的 数 . 即 EH, HF， 
c F 这 样 BG ,GC 的 个 数 等 fFEH ,HF 的 个 数 ， 


又 ,有 由 于 BG 竺 J 及, 纪 太 ET 等 十 ,所 以 
BG ,RH 之 和 山 守 -A,DD 之 机 . 
间 蛙 ,GO FF 之 和 也 等 于 4A.D 之 入 . 
所 以 在 BC 中 有 各 少 个 等 于 A 的 数 , 孝 么 在 BC.EF 之 和 由 就 有 有 
问 样 多 少 个 等 于 及 .也 之 和 的 数 . 
由 此 ,无论 4 是 BC 生 样 的 一 音 分 .出 有 4 六 的 和 是 DC，EF 之 
和 的 回 样 的 -一 部 分 . 


证 


出 


图 1 1 1 
二 = ll 二 一 人 _ 
fi pr nM ote mtd) 
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命题 6  ) 


车 一 休 数 是 一 外 数 的 几 部 分 , 且 另 一 个 数 是 另 一 个 数 的 
同样 的 几 部 分 , 则 其 和 也 是 和 的 几 部 分 与 一 个 数 是 一 个 数 的 
几 部 分 相同 ， 

为 此 , 设 数 4 是 骆 和 的 几 部 分 ,日 委 一 数 


BE ' -- 下 + Fj 二 
DE 足 史 一 数 扬 的 几 部 分 与 4 是 局 的 几 部 分 相 C | IF 
G FH 
器 
E 
则 可 证 AB ,DE 之 和 也 是 号 , 瑟 之 和 的 几 部 B 


分 :有 与 4 十 它 的 几 部 分 相同 . 

表 为 无 论 4 是 避 交 怎 翌 的 玫 部 分 ,2 也是 五 的 同样 的 几 部 分 ， 

所 以 在 4B 中 有 和 多少 个 已 的 一 部 分 ,那么 在 BE 由 有 同样 多 个 亚 的 一 

部 分 . : 
将 4B 分 为 C 的 儿 个 一 部 分 , 妈 4C GB; 

又 将 BE 分 为 严 的 几 个 -- 部 分 , 即 DH, HF. 这 样 4G, GB 的 个 数 将 等 

于 DH ,HF I 的 个 数 . 


因为 46 是 CC 的 无 论处 样 的 一 部 分 , 球 么 DE 也 是 下 的 同样 的 
-部 分 . 
所 以 4G 是 C 盛 论 起 样 的 一 部 分 .那么 4G ,DE 之 和 也 是 C0, 下 之 
和 的 | 同样 的 一 部 分 . [VsS] 


辐 归 , 左 论 GB 证 已 的 怎样 的 一 部 分 ,那么 ( 斑 , HE 之 和 也 是 扫 、 
请 之 和 的 同样 的 一 部 分 . 

故 瑟 论 AB 是 己 的 怎样 的 儿 部 分 ,那么 48.DE 之 和 也 二 个 ,六 之 
和 的 同样 的 几 部 分 . 


证 完 
芒 a = = tre= (b+ 地 ) ， 
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者 欧 儿 里 得 .几何 原本 


如 采 一 个 数 是 另 一 个 数 的 一 部 分 与 其 一 减 数 是 另 一 减 数 
的 一 部 分 相同 , 则 余数 也 是 嚼 一 余数 的 一 部 分 且 与 整个 数 是 
中 一 整个 数 的 一 部 分 相同 ， 


为 此 , 设 数 AB 是 CD 的 一 部 分 ,这 -部 分 与 减 数 4E 是 减 数 CF 
的 一 部 分 相同 . 

则 可 证 余数 EB 也 是 余数 玛 的 一 部 分 与 整个 数 4 足 整 个 数 CD 
的 -部 分 相同 . 

过 为 无 论 2E 是 CF 怎样 的 一 部 分 ,可 设 EB8 也 是 CG 同样 的 .部 
分 . 

壳 在 ,出 于 无 论 AB 是 CF 的 怎样 的 一 部 分 ,那么 上 6 也 是 CG 同 
样 的 -部 分 ,所 以 无 论 AE 是 CF 的 怎样 的 一 部 分 ,那么 4B 也 居 GF 


同样 的 一 部 分 . [VIE. 5] 
但 是 ,出 假设 无 论 AE 是 CF 怎样 的 一 部 分 , 邦 么 248B 也 是 CD 同 
样 的 一 部 分 ， 


所 以 瑟 论 4B 是 GF 的 怎样 的 一 部 分 ,那么 它 也 是 CD 同样 的 一 部 
分 , 战 GF 等 于 COD. 

设 从 以 上 每 个 中 沽 去 CF ,于 是 余数 GC 等 于 余数 到. 

现在 ,由 上 无 论 4 是 CGF 的 怎样 的 - -部 分 ,那么 BB 也 是 GC 的 
问 样 的 一 部 分 . 

而 GC 等 于 了 DD, 所 以 无 沦 AE 是 CF 的 怎样 的 一 部 分 ,那么 EB 也 
是 FD 的 同样 的 一 部 分 . 

但 是 ,无 论 4 是 CF' 的 怎样 的 一 部 分 ,那么 48 也 是 CD 同样 的 
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一 部 分 . 
所 以 余数 EB 也 是 余数 三 的 一 部 分 与 整个 数 4B 是 整个 数 CD 的 
一 部 分 相同 . 
证 完 
苦 a= 十 bc= 1 d , 风 ae= 二 (人 
证 有 取 -个 数 e, 使 得 e- ec= 二 e 成立， 
又 由 颁 庚 c= 小 Q, 所 以 a= 直 (d+ e). [will. sl| 


又 由 题 设 可 得 4+ e=b, 于 是 @=b-d, 
从 而 得 到 a- c= 十 (5- a). 


如 果 一 个 数 是 另 一 个 数 的 几 部 分 与 其 一 减 数 是 另 一 减 数 
的 几 部 分 相同 , 则 其 余数 是 另 一 余数 的 几 部 分 与 整个 数 是 另 
一 整个 数 的 几 部 分 相同 . 
为 此 , 设 数 AB 是 CD 的 儿 部 分 与 减 
c FF pb 数 AE 是 减 数 CGE' 的 几 部 分 相同 . 


© MK NH 则 可 让 余数 到 是 余数 FD 的 几 部 
4 LL EE BF 分 , 且 与 整个 48B 是 整个 CD 的 儿 部 分 
相同 . 


为 此 取 GH 等 于 AB. 

于 是 , 盛 论 GH 是 CD 的 怎样 的 几 部 分 ,那么 AEB 也 是 CF 的 同样 
的 几 部 分 . 

设 分 GH 为 CD 的 几 个 部 分 , 即 GE, HH, 且 分 4B 为 OF 的 几 个 
一 部 分 , 即 AL, LE; 

于 是 GK, KH 的 个 数 等 于 42L,LE 的 个 数 . 

现在 ,由 于 无 论 GK 是 CD 的 怎样 的 一 部 分 ,那么 2L 也 是 CF' 同 
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三 把 儿 芽 和 于 阿 上 电 本 


样 的 一 部 分 . 

而 CD 大 全, 所 以 GK 世 太 于 AL. 

作 GM 等 1 AL, 

于 中 无 论 G 下 是 CD 的 怎样 的 一 部 分 ,那么 GM 也 是 CF 同样 的 
施 分 . 

所 以 作 卸 邮 克 是 余 数 了 的 -部 分 与 至 个 数 6 足 整 个 数 CD 的 
一 部分 机 人. -VJ1.7] 

入 ,出 于 无 论 KE 址 CD 的 怎样 的 一 部 分 ,EEL 也 是 CE 同样 的 - 
部 分 . 

而 CD 大 于 CRF, 所 以 KE 也 大 于 天 . 

fi EN 等 上 三. 

是 ,万 论 KH 是 CD 的 怎样 的 一 部 分 , 邢 么 EN 也 是 CF 同样 的 
一 部 分 . 

折 以 余数 NH 趾 余数 了 珈 的 -部 分 与 整个 天 有 是 整个 CD 的 一 部 


他 机 |. [WIIL.7] 

们 是 ,引证 余数 WE 是 余数 FD 的 一 部 分 与 整个 GK 是 整个 CD 的 
一 部 分 相同 ， 
所 以 MK, NH 之 各 忠 DF 的 儿 部 分 与 整个 ZG 是 整个 CD 的 所 部 分 
tir. 

位 是 ,HK ,NE 的 和 等 于 EB, XxX HG 等 于 BA. 

所 以 余数 EB 是 余数 FD 的 玫 部 分 与 料 个 4 是 整个 CD 的 几 部 分 
相 问 . 

证 完 


， mn mt 
- 二 :二 一 I 一 二 一 
ff Mp 7 n'e Ql, 


命题 9 ) 


如 果 一 个 数 是 一 个 数 的 一 部 分 ,而 另 一 个 数 是 荔 一 个 效 
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的 同样 的 -- 部 分 , 则 取 更 比 后 ,无 论 第 一 个 是 第 三 个 的 怎样 的 
一 部 分 或 几 部 分 ,那么 第 二 个 也 是 第 四 外 回 样 的 一 部 分 或 几 


部 分 . 

为 此 , 设 数 4 是 数 BC 的 一 部 分 , H 另 一 - 数 三 
是 男 : 数 王 ' 的 一 部 分 与 4 是 BC 的 -部 分 相 3 H 
同 . 4 ~ 中 EF 


加 可 证 取 蝇 比 后 ,无 论 4 是 六 的 怎样 的 一 
部 分 或 儿 部 分 ,那么 BC 也 显 EF' 的 同样 的 - :部 
分 或 几 部 分 . 

两 为 ,出 和 无 论 4 是 BO 的 怎样 的 一 部 分 ,DD 也 是 EF 的 相同 的 一 
部 分 ; 
所 以 在 BC 中 有 和 多少 个 等 于 A 的 数 ,在 EF 中 也 就 有 才 少 个 竺 于 DD 的 
类， 

设 分 BC 为 等 于 4 的 数 , 即 BG,GC, 丸 分 EF 为 等 二 DD 的 数 , 邯 
EH, HF, 于 是 BG ,GC 的 个 数 等 于 EH ,HF 的 个 数 . 

现在 ,里 于 数 BG ,GC 彼此 相等 , 量 数 EH, HF 也 徙 此 相 竺 ,而 
BG ,GC 的 个 数 等 于 BH8 ,HF 的 个 数 . 

所 以 ,无 论 BG 足 EH 的 怎样 的 一 部 分 或 几 部 分 ,那么 GC 也 是 
FF 的 同样 的 -部 分 或 几 部 分 . 

所 以 ,还 有 无 沦 BG 入 EH 的 怎样 的 一 部 分 或 几 部 分 , 夺 么 和 BC 
也 是 和 EF 的 同样 的 -部 分 或 几 部 分 ， [ VIL ,6] 

但 是 BC 等 于 4 ,以 及 BH 等 于 D. 

所 以 无 论 站 是 总 的 怎样 的 一 部 分 或 几 部 分 ,那么 BC 也 是 琵 的 
同样 的 一 部 分 或 儿 部 分 . 


证 


则 


4 1 -1 ] 在 止 下- 1 > hh 
| 二 
若 开 = 一 下 [ee= 内 = jn" 鲍 有 b= 页 2 或 者 让 


4. 
n 


PP, Ee -a 
亿 二 入 2, 就 有 b= md (p< mm. 
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各 了 咏 用 中 得 :用 何 了 至 本 


您 钴 -10 : ) 


如 果 一 个 数 是 一 个 数 的 几 部 分 , 且 另 一 个 数 是 另 一 数 的 同 
样 的 几 部 分 , 则 取 更 比 后 ,无 论 第 一 人 的 工人 全 全 人 
分 或 一 部 分 ,那么 第 二 外 也 是 第 四 介 同 样 的 几 部 分 或 一 

为 此 , 度数 48 是 数 C 的 几 部 分 ， ny . 数 
DE 是 另 数据 的 同样 的 几 部 分 . 


4 ? 则 可 证 取 更 比 , 龙 论 4B 是 DE 怎样 的 几 部 

C | 下 分 或 一 部 分 ,那么 ,C 也 是 六 的 同样 的 几 部 分 或 
一 部 分 ， 

3 E 因为 ,由 于 无 论 48 是 的 怎样 的 几 部 分 ,于 


从 DE 也 是 下 的 同样 的 几 部 分 . 

所 以 ,由 如 在 2B 中 有 5 的 几 个 一 部 分 ;和 企 DE 中 也 有 请 的 玫 个 一 
部 分 . 

将 48B 分 为 局 的 儿 个 一 部 分 , 即 A,GB, XX 将 DE 分 为 亚 的 几 个 
一 部 分 , 即 DH ,HE; 下 是 AG ,GB 的 个 数 等 于 DH, HE 的 个 数 . 

现在 ,由 于 尤 论 AG 是 忆 的 怎样 的 -部 分 ,那么 P 也 是 己 的 园 
样 的 -部 分 . 

变更 后 也 有 ,无论 4G 是 DE 的 想 样 的 一 部 分 或 几 部 分 ,那么 局 
世 旺 下 芍 同 样 的 一 崇 分 或 儿 部 分 , [YII.9] 

同 理 也 有 ,无论 GB 是 HE 的 怎样 的 一 部 分 或 几 部 分 ,那么 CC 也 是 
户 的 同样 的 一 部 分 或 几 部 分 ， 

是 ,还 有 无 沦 2B 足 怎样 的 几 部 分 或 部 分 ,那么 局 世 古 下 


的 同样 的 几 部 分 或 一 部 分 [WIT. 5,6] 
证 完 
蔡 = He = ed, 出 御 = 2 就 有 = 十 吧 或 者 攻 
本 ,就 有 b= od(p< qa) 
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: 痪 题 11 ) 


如 果 整 个 数 比 整个 数 如 同 减 数 比 碱 敖 , 则 余数 比 余 数 也 
如 同 整 个 数 比 整个 数 . 

设 整个 数 4B 比 整 个 数 (CD 刘 回 减 数 4 比 减 数 CF. 

由 可 证 余数 EB 比 余数 记 好 癌 理 个 数 4B 比 整个 
数 CD. 

出 于 4B 比 CD 如 同 AE 此 CPP 那么 无 伦 4B 是 CD 的 
8 1'D 怎样 的 一 部 分 或 几 部 分 ,4 也 引 CF 的 同样 的 一 部 分 或 岂 

部 分 . 


4 
C 
ELF 


YL 年 交 20] 
所 以 ,了 出 有 余数 EB 是 余数 FD 的 -部 分 或 儿 部 分 也 与 4 是 0D 


的 一 部 分 或 几 部 分 相同 . | YH.7,8] 
WW EB EE FD WI AB HCD. [LY 定义 201 
证 完 


仿生 :由 = 人 > 
Wa ej:thp— d= a:b. 


拿 题 愉 


如 果 有 成 比例 的 许多 数 , 则 前 项 之 一 比 后 项 之 一 如 同 所 
有 前 项 的 和 比 所 有 后 项 的 和 . 

划 4, 呈 , 甩 是 成 比例 的 : 些 数 , 即 几 比 吾 区 加 如 比 五 

则 可 证 4 比 呈 和 如同 4.C 的 和 比 百 ,六 的 和 . 

因为 ,上 比 B 如 同 C 比 D， 
所 以 无 论 4 是 百 息 样 的 - -部 分 或 几 部 分 ,那么 0 也 是 也 的 同样 的 -- 
部 分 或 几 部 分 . 
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「 YE. 定义 20] 
所 以 A, 避 之 和 是 B,D 之 各 的 -部 分 或 儿 
部 分 与 4 是 8B 的 一 部 分 或 几 部 分 相同 


在 cp 1VII.5,6] 
| 上 赋 A 比 B 则 同 有 ,CQ 之 和 比 B, 也 之 和 ， 
LVI 定义 201 
证 完 
茵 染 站 :全 二 下 :和 
Wa bb ee 
+ 和、 
命题 13 
如 果 四 个 数 成 比例 , 则 它们 的 更 比例 也 成 立 ， 
4 设 四 个 数 六 ,B,C,DD 成 比例 , 凤 有 A 比如 


同上 DD, 
田林 证 它 得 的 更 比 笛 成 立 ， 
册 4 比 CC 如 同 吾 凡 必 ， 
也 国 为 ,由 于 有 4 比 吾 如 同 C 比 五 ， 
所 以 无 论 4 是 吾 的 候 样 的 -- 部 分 或 几 部 分 ， 
邢 么 局 也 是 DD 的 县 有 同样 的 一 部 分 或 儿 部 分 . LVIL 浴 央 201 
开 是 , 取 更 比 , 无 沦 4 是 C 的 怎样 的 -部 分 或 几 部 分 ,那么 训 也 


是 DD 的 同样 的 一 部 分 或 几 部 分 . \Vh, 10] 
上航 冯 比 尼 如 阿 吾 比 万 . [VI 定义 20] 
证 完 
b= cid, 
:c= b:d. 


| 


如 果 有 一 些 数 ,另外 有 和 它们 个 数 相 等 的 一 些 数 ,有 是 每 组 
取 两 个 作成 罗 比 相同 , 则 它们 首 末 比 也 相同 . 
设 有 - - 些 数 4 , 吾 ,C 和 


4 Dp 已 它们 个 数 相等 的 数 万 ,五 ， 
BB . _ EE _. 五 ,日 每 红 最 两 个 作成 相 癌 
Cc FF 的 比 , 纯 


妨 比 吾 如 何如 比 五 ， 
召 比 妃 如 同 吾 焉 环 ， 
则 可 证 取 首 末 比 ,4 比 它 如 同 六 比拟 ， 
因为 ,由 于 BAB 比 B 如 同 D LEE,， 


所 以 取 更 比 ， 
屿 比如 如 同 吾 比 吾 . [WIL. 13] 
及 出 上,B 化 C 如 同 瑟 如 FF， 

扩 惧 到 更 比 ， 
吕 比 琅 如 辣 C 比 FF. [ WIE, 13] 


从 是 ,BB 外 志 如 同 A 比 瑟 ， 
所 以 也 有 ,4 比 互 如 同 马 比 五 . 


于 是 , 取 更 比 ,4 比 C 如 同比 FF. Wl. 13] 
证 完 

若 a:b=d:e, 

HH biec=e:f. 


则 琅 首 未 比 ， a: c= a:f. 


境 斥 儿 里 得 -几何 | 束 趟 


若 一 个 单位 量 尽 任 一 数 与 另 一 数 


与 另外 一 殊 竟 次 数 
相同 , 则 取 更 比 后 ,单位 量 尽 第 三 数 与 第 二 


量 尽 
数量 尽 第 四 数 有 相 


二 
里 


同 的 次 数 . 
证 单位 有 A 最 尽 - 数 BC 与 内 一 数 
4. 已 其 尽 另 外 一 数 EF 的 次 数 相同 . 
3 © HC 则 可 证 取现 比 后 ,单位 4 其 尽数 
D 忆 与 BC 盾 尽 BF 的 次 数 相同 . 
至 长 £ F 因为 ,由 于 单位 4 量 尽 数 BC 与 
DD 量 尺 EF 的 次 数 相 问 ， 


所 以 在 BC 中 有 多少 个 单位 ,那么 在 EF 中 也 就 有 同样 几 少 个 等 于 上 D 
的 数 . 
设 分 BC 为 单位 BG, GH . HO， 
又 分 EF 为 等 十 DD 的 数 ER, KIL, LF. 
这 样 BG ,GB ,BC 的 个 数 等 于 EK, 话 , ,LF 的 个 数 . 
区 ,由 于 各 单个 .8G ,GH ,HC 被 此 相等 ， 
而 各 数 EE ,KL ,LK 也 彼 此 机 等 ,而 单位 BG, GH, HC 的 个 数 等 于 数 
BE, KL,LF 的 个 数 . 
所 以 单位 BG 比 数 .EK 如 同音 位 GE 比 数 本 ,又 如 同音 位 HC 比 
所 以 也 有 ,前 项 之 比 后 坊 之 一 等 于 所 有 前 项 和 比 所 有 后 项 种， 


[YTT 12] 
玻 单 位 BG 比 数 EE 好 辣 BC EF. 
全 是 单位 BG 等 于 单位 A ,是 数 EK 等 二 数 DD. 
上 岗 单 们 4 比 数 D 如同 BC 比 EF'. 
所 以 单位 4 量 尽 万 与 了 二 尽 EF 的 次 数 相 同 . 
证 完 


21¢0 


第 WIT 老者 


好 此 的 四 类 为 上 .到 ,GPR 


的 族 是 16- 


如 果 二 数 彼 此 相 素 得 二 数 , 则 所 得 二 数 披 此 相等 . 
设 A,B 是 黄 数 ,你 设 4 乘 B 得 CB 习 4 得 D. 
则 可 证 C 等 上司 . 
因为 ,由 二 4 乘 已 得 C, 所 以 号 4 
依照 4 中 的 单位 败 量 人 让 C. B 
但 是 音 位 吾 量 尺 4, 记 是 依照 妈 C 
中 的 单位 数 . D 
所 以 用 单位 吾 晴 尽 4 ,与 用 获 站 研一 一 
量 尽 局 的 次 数 相 同 . 
于 是 取 更 比 .单位 吾 苦 上 尽 召 与 和 基尼 的 次 数 相同. [Wl.15] 
又 ,由 于 吾 滋 4 得 五, 所 以 依照 B 中 的 单位 数 ,A 量 太 万. 
但 是 单位 EE 量 尽 B 也 是 依照 BB 中 的 单位 数 . 
所 以 用 单位 吾 量 尽数 二 与 用 和 量 信 也 的 次 数 相同 . 
人 是 用 单位 召 量 尽数 吾 与 用 4 是 尽 0 的 深 数 相同 . 
所 以 下 量 尽数 忆 ,D 的 每 一 个 有 相同 有 次 数 . 
故 忆 等 于 DD. 


证 完 
用 中 表示 a 售 的 5 bo 表示 让 的 要求 证明 m8 = ba. 
YVR.20, 1:a=b:ab. 
碳 衬 比 .1:5= a:ab、. | yi. 13) 
1b=a:be, [VIL 20] 
mo:ah= a: boa. 
于 是 有 tb = 可 - 
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竹 欧 几 虫 得 :几何 点 可 


如 果 一 个 数 乘 两 数 得 某 两 数 , 则 所 得 两 数 之 比 与 被 来 的 
西数 之 比 相 同 ， 
为 此 , 设 数 4 乘 两 数 五 ,C 得 万 ,已 . 


4 则 可 证 吾 比 C UD EE. 
2 因为 ,由 fA4 乘 B 得 D， 
CT 所 以 依照 4 中 之 单位 数 , 召 量 尽 万 . 
EE 但 是 单位 下 尼 尽 数 A 也 是 依照 4 中 的 
单位 数 ， 
一 所 以 用 单位 五 引 尽数 4 与 用 瑟 量 尽 万 有 相 
回 的 次 数 . 
故 单位 下 比 数 有 A 如 同 吾 比 万 ， TY 定义 20] 


周 理 ,单位 环比 数 4 也 如 同 C 比 琅 ; 
所 以 也 有 , 吾 比 已 如同 C 比 吾 . 

故 取 更 出 , 互 比 妇 如 同 忆 比 吾 ， LVI. 13 | 
证 完 

览 求证 明 6:e= ab:ae. 

讶 本 如 下 ,HT WT 定 光 .20， 1:a=b:ap, 

UU = eae, 

Hi bp:abp= cc:ac, 

由 起 志 [Eb:c= ab:ae. .V1.13] 


命 .本 418 


如 果 两 数 各 乘 任 一 孝 得 某 两 数 , 则 所 得 两 数 之 比 与 两 磁 
歼 之 比 相 同 . 
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第 II 卷 三 


为 此 ,说 两 数 4,B 乘 任 一 数 忆 得 DD,E. 


则 可 证 4 比 召 如 同 五 比 EE. 4 
因为 ,由 于 4 乘 亡 得 卫 ， 8 
所 以 它 乘 4 而 得 总 . YI 16) “一 一 
同 理 也 有 ,CC 莱 如 得 EE DPD—— 
所 以 数 C 有 汇 两 数 A,B 得 DD,B. E 


所 以 ,4 比 B 如 同 DD 比 E, [WL.17] 


_ 合十 19, 


如 果 四 个 数 成 比例 , 则 第 一 个 数 和 第 四 个 数 相 乘 所 得 的 
数 等 于 第 二 个 数 和 第 三 个 数 相 采 所 得 的 数 ; 又 如 O 果 第 一 个 数 
和 第 四 个 数 相 来 所 得 的 数 等 于 第 二 个 数 和 第 三 个 数 相 缚 所 得 
的 数 , 则 这 相 个 数 成 比例 . 

为 此 , 设 4,B,C, 力 四 个 数 成 
比例 ,二 

及 比 娟 如同 Ct 比 DD， 
又 次 4 乘 万 得 互 ,以 收 吾 瑟 品 得 王 . 


? 则 可 十 五 等 FF 
4 | 为 此 , 设 4 酚 操 得 加. 
8 p 这 时 ,由 江上 4 沫 吕 得 G. 旦 44 
滋 厂 得 五 .了 是 数 4 瑟 阿 数 口 ,站 
得 GG ,到 . 
所 以 .C 比 五 如 同人 比 吾 . 7 VI.17] 


但 是 ,CC 比 五 如同 4 比 吾 ， 
所 以 但 有 及 比 B 如同 比 玉 ， 
区 ,由 地 4 乘 C 得 分 ， 
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多 区 儿 泪 得 得 几何 犀 洒 


可 是 , 偿 有 号 乘 C 得 严 , 于 是 两 数 4,B 苹 以 一 确定 的 数 个 得 G,. 
所 以 ,4 比 百 如 同 C 比 下 [4L18] 
但 是 还 有 ,A 比 B 如 问 G 比 盏 ; 

所 六 也 有 ,人 比 EB 如 GIEF. 
区 G 与 两 数 玉 ,下 每 一 个 有 相同 比 ， 
所 以 志 等 于 二. | 参看 WV.91 
区 贡 念 百 等 本 天 . 
则 可 证 到 此 BG 比 DB., 为 此 ,用 上 述 的 作 图 . 

因为 百 舍 于 三 ， 


AGE Metter. -参看 WV.77 
但是 如 比如 同 C 比 DD， | YI 17] 
日 GI 比 玉 如 同 A 比 BB. [WII. 18] 
所 以 也 次 ,4 缚 如 间 避 比 了 D. 
证 完 
CO Ra:p=eidWM od= bt ad= pe,N aoa:p= ce:d. 
i aT P 
(1) do: t= Cd, Cw.17] 
了 于 是 ec ord= a:b, 
HR ah ee: be. VI. 18, 
Fi ac:od= ac:be,， 因 调 gd = be. 
C2) 与 洲 qd = bc， 
和 有 Ee = ac: be. 
什 是  ac:ad=e:d. TY.i7j 
汰 大 accsce= aib. _ VIL. 18] 


由 a:b=e:id. 


命 熙 20 ) 


用 有 相同 比 的 数 对 中 最 小 的 一 对 数 , 分 别 量 其 它 数 对 , 则 
大 的 量 尽 大 的 ,小 的 量 尽 小 的 ,和 且 所 得 的 次 数 相 同 . 
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第 从 三 


为 此 , 设 CD, EF 是 与 4,B 有 有 机 问 比 的 数 
对 中 最 小 的 一 对 数 . 
则 本 证 CD 其 尽 4 与 BF 苦 尽 百 有 相 网 的 
次 数 . 4 


Bn E 
此 处 GD 不 是 有 的 儿 部 分 . G lp 
因为 ,如 果 可 能 的 话 , 设 它 是 这 样 , BF 征召 pls 


的 几 部 分 与 CD 是 4 的 几 部 分 相同 . 
TY 13 和 定义 201 

所 以 ,在 CD 中 有 4 的 多少 个 一 部 分 ,也 就 在 EF 中 也 有 BB 的 同样 
和 多少 个 一 部 分 ， 

将 (D 分 为 站 的 一 部 分 , 戎 了 ,6 ,日 开 分 肖 召 的 一 部 分 .部 
EH, HF. 

这 样 GG .GD 的 个 数 等 于 EH ,HF 的 个 数 . 

项 在 .由 于 CG, GD 彼此 相等 ,H ,7 正德 此 相等 ,有 CG， GD 
的 个 数 等 于 EH ,HF 的 个 数 . 

所 以 ,CG LEB 如 同 GD 比 HE. 

所 以 也有 ,前 项 之 - 比 后 项 之 一 如 问 所 有 前 项 之 各 比 折 有 后 项 
之 种 . LVWTL121 

于 是 ECG FE EF 如同 CD HEF. 

故 OG, EB 与 小 于 它们 的 数 CPP ,EF 有 机 同比 :这 是 术 可 能 的 ， 
国 鸭 由 假设 CD ,BF 足 和 它们 有 相 回 比 中 的 最 小 两 数 . 

所 以 CD 不 是 4 的 入 部 分 ， 
因而 GD 是 妆 的 一 -部 分 . _¥Il.41 

又 EF 是 BB 的 -部 分 与 CD 是 4 的 一 部 分 相同 . 

,YL 13 和 定义 20， 
所 以 CD 全 尽 4 与 瑟 P 量 尽 吾 有 相亲 的 次 数 . 


证 完 
证 ab 是 呈 关 有 要 器 比 的 数 对 中 最 小 的 “对 数 , 山 于 :和 = ee 人 刚才 = ， 
1 
c¢. 和 Rl! b= 家 


21S 


看 欧 几时 香 : 儿 何 虎 本 


还 明 到 下 ,az< ee. 开 让 a= 二 ec 或 a= 于 e(1< om < 得) 


bb 


人 这样 a.b 均 有 元 的 部 分 


于 所 6:.! p= a:b. 


但 是 二 qa, 去 4 分 别 小 于 a,6b. 这 与 假设 太后 ,所 以 羽 有 


mn 
1 


癌 a = ce 那么 也 和 有 五 = 二， [VT.13 和 定义 20， 


2 Yl. 12}; 


= 二 ,那么 也 有 b= ,ad. [YTL 13 和 定义 20] 


命题 21  ) 


互 束 的 两 数 是 与 它们 有 同比 数 对 中 最 小 的 . 
设 4A,B 是 开 素 的 数 ， 
如 pf 证 及 , 吕 是 与 它们 有 相同 比 的 数 对 中 最 小 的 . 
因为 ,如 果 椒 是 这 样 ,将 有 与 有 ,8B 同比 
的 数 对 小 于 4 ,号 , 湿 它 们 足 CG,D. 
这 时 ,由 于 有 相同 比 的 最 小 一 对 数 , 分 别 4 
芒 尽 与 它们 有 相同 比 的 数 对 ,所 得 的 次 数 相 
1 ， 
即 前 项 量 尽 前 二 与 后 坟 滞 尽 后 项 的 座 数 相 
问 . 
所 以 CC 芋 尽 有 A 的 次 数 与 DD 量 尽 BB 的 次 数 相 同 . 
现在 ,C 嚼 尽 A 用 少 次 ,就 设 在 户 中 有 和 多少 单位 . 
于 是 ,依照 记 中 单位 数 ,D 也 量 尽 B. 
革 册 二 和 依 正 巨 中 单位 数 忆 量 太 及 ， 
所 以 依照 所 中 单个 数 , 吾 也 时 尽 有 4. 
同 几 ,依照 也 中 单位 数 , 吾 也 大 尽 吾 ， 
所 以 百 量 尽 生 素 的 数 4 ,号 :这 是 不 可 能 的 . 


B 


1 


‘|? | 


[VTL20] 


[¥H.16] 
[YH.16] 


第 VI 爷 竹 
于 是 没有 与 4,B 同比 月 小 于 4,B 的 数 对 . 
所 以 盖 , 号 是 与 它们 有 有 同比 的 数 对 中 最 小 的 一 对 ， 
证 完 

设 5a,B)= 上 如 呈 是 与 攻 们 有 问 纯 的 存 半 十 基 小 的 ， 
计 了 明 , 否则 , 没 cyd 是 与 a.8 有 殉 比 的 数 对 中 最 小 的 . 
于 中 好: 和 = 人 十 < 人 二 下. 
Ma= me,b= mi.» 1]. [wl1. 20] 

| 


于 太 a= me b= dn. 
月 呈 苔 居 ab 的 公 此 昌 . 也 就 旺 涪 a 不 开 素 . 弛 与 殷 设 了 证 ,命题 得 证 . 


命 亚 22 ) 


消 相 同比 的 一 些 数 对 中 的 最 小 一 对 数 是 互 素 的 . 
设 和 A,B 是 蚀 它 们 有 阿 比 的 一 些 数 对 中 最 小 数 对 ， 
则 可 让 4 , 吾 互 索 . 
内 为 ,如 果 它 们 不 攻 素 ,那么 就 在 基 个 数 能 


最 尽 从]. 


B 
“一 一 一 设 能 量 尽 它们 的 数 是 避 . 
D 站 尼 碟 度 是 有 多少 次 ,就 惕 在 五 中 有 允 少 
E 个 单位 . 

而 且 ,C 量 斥 巨 有 多 少 次 , 屿 设 吾 中 有 多 少 
个 单位 . 


由 于 依照 卫 中 单位 数 ,C 量 尽 有 4， 
所 以 局 境 上 得 A. 

辣 理 也 有 ,CC 莱 户 得 B. 

这 样 , 数 忆 习 项 数 吕 ,E 各 得 出 A,B. 

BIMDEEE MALILS, 
诗 此 石 ,EE 与 AA,B 有 相同 的 比 ; 利 小 于 它们 :这 是 不 村 能 的 . 
j- 是 没有 一 个 数 能 量 尽数 A ,B. 


LY. 定 交 15] 


1 VIL. 17] 
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各区 儿 全 得 :几何 所 木 


上 有 ,BB 本 素 . 


命题 23 ) 


如 果 两 数 互 素 , 则 能 芋 尽 其 一 的 数 必 与 另 一 数 互 索 ， 
设 4, 吾 是 两 互 素 的 数 , 又 瀑 数 和 量 尽 4 . 
则 可 让 它 , 刀 也 是 厅 素 的 . 
送 为 ,如 果 C, 吾 不 互 索 ,那么 ,有 有 居 个 数量 尽 
C.B. 

] 设 量 尽 它 们 的 数 是 五 . 
因 汐 放量 尽 口 晶 最 尽 有 4 ,所 以 DD 也 量 尽 AA. 
但 是 它 了 出 量 尽 B. 

所 以 号 尼 尽 互 来 的 A,B8B; 这 是 不 可 能 的 . 
VII. 定义 12| 


所 以 没有 数 能 量 尽 数 C,B. 
战局 ,BB 林 素 . 
证 完 
荐 ta mm6) =j. 那 么 Ca,5)=14. 从 则 ,三 能 果 尽 & 和 8. 邦 么 它 也 将 械 信 上 @ 
相 wwb ,这 与 假 计 于 古 . 


命题 24 ) 


如 果 两 数 与 某 数 互 素 , 则 它们 的 张 积 与 该 数 也 是 互 康 的 . 
惕 了 丙 数 4,B 与 数 CQ 盯 素 ,又 设 委 乘 B 得 DD. 
则 柯 证 CG, DD 结束 ， 
大 为 ,如 果 CC 万 不 瑟 索 ,那么 有 -个 数 将 基层 CC,D. 
设 基 尽 它 科 的 数 是 吾 ， 
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第 IT 卷 三 
埋 在 ,由 于 嫌 .,4 互 素 , 昌 确定 丁 效 吾 
量 尽 C， 
所 以 4 , 羽 是 王 素 的 . “WIL. 23] 4 c |p E | 
这 时 ,号 成 尽 五 有 多 少 深 ,就 讽 厢 瑟 
中 有 和 多少 单位 . 
所 成 依 照 在 二 中 有 多 少 单位 下 也 量 
尽 了 D. WI]. 18] 
于 中 .已 乘 严 得 万 . [VIE 定 多 15] 


但 还 有 ,有 刀 腾 日 也 得 也 
所 以 巨 , 下 的 业 积 等 ]A,B 的 业 积 . 
但 是 , 妨 果 两 外 项 之 积 等 于 内 项 之 积 , 那 么 这 四 个 数 成 比例 . 
| YIL. 19] 
,EtEA MIB IEF. 
全 是 A, 志 十 率 ， 
员 互 案 的 同 歼 也 是 与 它们 有 问 比 的 数 对 中 的 最 小 数 对 . [WI.21] 
因为 有 相同 比 的 : 些 数 对 中 最 小 的 -对 数 ,其 大 ,小 两 数 分 别 攻 尽 
共有 问 比 的 大 小 两 数 ， 
则 所 得 的 次 数 相 同 . 即 及 项 莽 尽 前 需 和 后 项 虽 尽 后 项 [YU.20] 
所 以 五 量 尽 吾 . 
但 是 , 尼 也 量 尽 CG. 
于 是 媚 基 有 尽 生 泰 一 数 :这 是 不 可 能 的 . [YIL 定义 121 
所 以 准 石 数 能 大 尽数 C,D. 
故 CC,DD 全 素 . 


证 完 
正明 租用 归于 法 ,如 玉 不 是 这 样 ， 
谤 fab ,0 =d,d 关 1. 于 是 议 = ?= nd. 
现 站 .出 qb = md BM d:a= b: 1. _VwTT 19] 
ld,a)=1.P p= pd. .231] 
人 时 c= rnd. [1.201] 


人 此 得 6.c 个 所 素 , 此 与 假 度 直 拓 ， 
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三 欧 儿 中 得 :几何 原 涉 


命题 25 ) 


如 果 两 数 互 素 , 则 其 中 之 一 的 自 乘积 与 另 一 个 数 是 互 素 的 . 
设 A,B 两 数 眶 数 ,日 设 4 睛 乘 得 扎 . 
则 可 证 吾 ,C 所 玄 . 
因为 , 若 取 也 等 于 4. 
出 于 四 ,BB 本 素 ,是 & 等 于 ,所 以 了,B 也 
互 来 ， 
十 是 两 数 D ,A 的 每 一 个 与 召 互 素 . 
所 以 D,4 之 环 积 也 与 召开 素 . [YI.241 
但 万 ,4 之 村 各 是 C. 


4 | 
Cc 


0) = 1 .b=1. 


命题 26 ) 


如 果 两 数 与 另 两 数 的 每 一 个 都 互 康 , 则 两 数 谱 各 与 另 两 
数 的 床 积 也 是 互 素 的 ， 

为 此 ,法 两 数 及 ,BB 与 两 数 C,D 的 熏 个 
都 互 索 ,YX 设 4 来 百 得 吾 , 品 滋 站 符 严 . 

则 可 证 吾 , 吕 三 素 . 

因为 ,出 于 数 及 ,B 的 每 一 个 与 C 互 素 ， 
所 以 ,4 ,如 的 滋 积 也 与 品 要素 . [Vil.234] 

但 是 A,B 的 乘 租 是 瑟 , 所 以 名 ,CC 五 素 . 

同 理 ,E,D 也 是 壬 素 的 ， 


mh nw 于 
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本数 忆 , 上 D 的 答 -个 三 点 王 未. 
所 以 吃 , 忆 的 乘积 也 与 召 互 索 . [IIL 24] 
做 是 ,DD 的 乘积 是 已 
贞 百 , 刁 互 泰 . 
证 完 
对 于 ab 和 edac) = ,ic)=], 双 人) =1,.(b,d)=1, 
Wab., cd}= 1 


让 骨头 为 {a,c}=1.(b.ce}=1,M(ab,c)=1. [LY¥11.24] 
六 轩 为 (ud =. Bb, =1 ,av,a)=1. 
战 {ab ,od}=], [Yhl.24] 


命 征 入 ) 


如 果 两 数 互 素 , 且 每 个 自 乘 得 一 确定 的 数 , 则 这 些 乘 积 是 
互 素 的 ;又 原 数 系 以 条 积 得 某 孝 ,这 最 后 乘积 也 是 互 素 的 [ 依 
次 类 推 ]. 
设 下 ,B 两 数 互 索 , 尺 设 A 白 汪 得 
CC 有 4 于 所 得 万 ,有 旦 设 吾 自 滋 得 吾 , 瑟 
下 汇 瑟 得 五. 
则 可 证 与 百 互 素 ,已 与 严 工 素 . 
因为 4, 吾 于 素 , 有 由 4 白 乘 得 避 ， 
所 以 CB 瑟 来 . 
出 于 ,这 时 忆 , 旦 豆 素 , 昌 B 自 片 得 包 ， 
所 以 CC.EE 二 素 . [VIL. 25] 
妈 , 由 -J 有 A,B 左 素 ,上 BB 自 愉 得 到 ， 
所 以 呈 , 及 工具 . LYIl.25] 
由 于 这 时 , 岗 数 ,0 与 两 数 训 ,的 每 :个 互 素 ， 
所 以 4,C 之 积 与 百 .五 之 各 也 厅 素 . [YI.26] 
日 4,C 的 乘积 是 DD;B,B 的 乘积 是 F. 


E 


A |8 
= |e |, 
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者 队 儿 出 得， 几何 原 人 要 


上 由 五 . 严 开 素 . 


ab)=], ea p= 1 5 = 1 .a,b*)=1. 


命题 23 ) 


如果 两 数 互 素 , 则 其 和 与 它们 的 每 一 个 也 互 素 ; 又 如 果 两 
数 之 和 与 它们 人 尾 一 个 互 素 , 则 原 二 截 也 互 素 . 

为 此 , 设 生 素 的 防 数 AB, BC 相 加 . 

岂可 证 共和 4C 与 数 2B,BC 竺 一 个 由 所 率 . 

因为 ,如 果 4C ,4 不 打 素 ,那么 将 有 革 数 量 斥 40 ,4 . 

访 量 尽 它 们 的 数 是 D. 

这 时 ,由 于 二 尽 AC ,4B， 4 8 _C 
所 以 它 也 此 度 余 数 BC， D 

位 是 它 也 皇上 谎 AB， 
所 以 五 大 尽 三 素 的 一 数 4B ,BC :这 是 不 可 能 的 [VIL 定义 12| 

所 以 没有 数 暴 尽 4C AB. 

所 以 4C.4B 互 素 . 

同 理 , AC, BC 出 互 素 . 

所 以 AC 与 数 AB,BC 的 每 一 个 五 索 . 

又 设 4C, 4 二 素 . 

则 可 还 4B, BO 也 互 来 . 

为 , 旭 果 2B,BC 不 互 娄 ,那么 有 此 数量 尽 AB ,BC. 

设 租 尽 它们 的 数 是 DD. 

这 时 ,由 于 了 卉 尽数 4B,BC 的 每 一 个 ， 
那么 它 由 要 此 有 尽 束 个 数 AC. 

但 外 它 也 全 AB: 
所 以 ， 万 迁 尽 上 素 二 数 AC ,AB: 

这 是 不 可 能 的 . [WIL 定义 42] 
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-是 湾 有 数 可 以 世代 48B, BC. 

所 以 AB ,BC 二 素 . 

证 完 

匣 (o ,bl)= 上 则 (ta+Bpe)=1， (fa+)=13 其 道 锰 题 电 戌 坟 ， 
因为 很 渴 fa + Ba 不 并 来 ,那么 忆 们 有 一 个 公私， 

十 蝶 如 也 将 旺 尺 (a+ 一 a 有 即 放 , 这 说 明 4,B 不 4 来 ,此 与 报 设 让 后 . 
亏 以 iarb,c)= 1. 类 和 世 池 让 有 (iw+ 8),b)=1. 
用 同样 的 六 法 可 计时 道 命 同 . 


命题 29 ) 


任 一 素数 与 用 它 划 不 尽 的 数 互 素 ， 
则 4 足 -个 素数 , 旦 它 基 不 尽 B. 
则 可 证 吾 ,4 卫 素 . 
内 为 ;如果 BB,A 不 玫 素 ， 
则 将 有 估 歼 是 尽 它 们 . 
没 其 尽 它 们 . 
出 于 已 尽 BB,H A 种 不 尽 B, 上 是 C 与 A 不 相同， 
现 章 ,上 咎 于 侣 量 太 B,A， 
所 以 它 也 大 上 尽 与 己 和 不同 的 素数 4: 这 是 不 可 能 的 . 
所 以 没有 数量 尽 B.A. 
于 是 4, 如 二 素 . 


出 
中 


命题 30 ) 


如 果 两 数 相 乘 得 某 数 , 且 某 一 素数 量 尽 该 季 积 , 则 它 也 笋 
量 尽 原来 两 数 之 一 . 
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各 欧 几 虫 得 :下 何 原本 


为 此 , 设 两 数 A,B 由 苹 得 C ,六 设 索 数 DD 


4 量 尽 局 ， 
Br 则 可 证 歼 旺 尽 4, 互 之 - 
人 为 此 设 五 芷 不 民有 A. 
”一 一 由 于 DD 足 素数 ,所 以 4.DD 互 来. 
ET [VIT. 29] 
半 呈 量 C 有 和 多少 次 数 , 扣 设 在 瑟 中 右 同 

样 多 少 个 单位 . 

这 时 ,由 于 依照 吾 中 单位 的 个 数 , 万 其 尽 品 ， 
所 以 号 乘 包 得 忆 . LVI, 定义 153 


还 有 ,有 A 乘 B 也 得 局 . 

所 以 如 , 豆 的 末 积 等 4,B 的 于 要 . 

于 是 ,DD 比 A MI 可 BEEE. | Yl4. 19] 

但 是 D,A 互 素 ， 
而 互 索 的 一 数 是 此 有 相同 比 的 数 对 中 最 小 的 - -对 ， [ WII.211] 
日 它 的 大, 小 两 数 分 别 量 尽 共 有 了 同比 的 到 小 商 数 ,所 得 的 次 数 相 同 , 即 
前 项 其 尽 前 项 和 后 项 其 及 后 项 ， [VTL20] 
HIB D RB. 

类 似 地 ,我 们 可 以 证 明 , 如 有 末 五 是 不 尽 呈 , 则 它 将 量 尽 4. 

破 DD 最 尽 A,B 之 一 . 


证 完 
役 素数 ec 最 尽 ap, 用 么 cc 量 尽 a 或 着 b， 
三 忆 涉 最 尽 上 8 就 有 {a,5)=1. , WI. 29 | 
这 op = mc， _VT1. 19] 
而 友 ci:a=b:m, 下 是 6 其 尽 5. i 20,21] 


类 殷 地 , 旭 果 不 员 太 名, 闭 么 它 一 定 晤 尽 4a. 所 以 cr 刀 尽 a. 之 


命题 31 ) 


任 一 合 数 可 被 菜 个 素数 重 尽 ， 
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设 4 中 一 个 合 数 . 
则 可 证 4 可 被 某 -… 素 数 电 尽 -一 1 
天 为 ,用 于 有 A 是 合 数 , 堵 么 \ 将 有 某 数 基 尽 -一 一 一 一 于 

人 


它 . 

设 基 尽 它 的 数 是 B. 

现在 ,; 翡 果 吾 电 素数, 娜 么 所 要 证 有 的 已 经 0 

但 是 ,如 果 它 足 一 个 合 数 ,就 特有 基数 景 尺 

没 基 屋 它 的 宏 是 。 0. 

这 样 , 圭 为 局 旺 尽 ,有 是 B 晤 尽 A, 所 以 已 也 者 尽 有 A 

取 , 旭 日 局 生来， 邯 么 所 过 证 的 过 经 元 威 了 . 

估 是 .如果 如 是 合营 ,就 将 有 其 个 数 呈 尽 它 . 

这 样 ,继续 用 这 种 方法 扒 下 去 ,就 会 找 译 是 一 个 素数 荆 尽 和 前 面 的 
数 , 它 也 就 虑 尽 用 

困 8e 为 , 妇 果 找 不 到 , 形 么 及 会 得 出 一 个 无 穷 数 列 中 的 数 部 莽 尽 4. 
人 而且 其 中 得 一 个 小 于 共 前 所 的 数 : 而 这 和 企 数 里 是 不 可 能 的 ， 

故 可 找到 一 个 素数 将 量 尽 它 疗 面 的 一 个 , 它 也 十 尽 A. 

所 以 任 一 合 数 可 被 某 一 素数 二 讼 . 


证 完 
命题 32 )】 
任 一 数 或 者 是 素数 或 者 可 被 某 个 素数 量 尽 
证 4 是 一 个 妆 . 
4 则 af 上 吗 首 是 泰 数 或 者 可 被 革 泰 数量 尽 . 
这 轩 , 可 内 有 A 是 索 数 ,那么 铺 坚 证 的 同 己 经 完成 
7 
但 是 ,如 果 A 是 舍 数 ,那么 必 有 某 琳 数 能 全 尺 它 . [V1.31] 
所 入 ,全 一 数 或 者 是 素数 或 省 可 被 某 -一 素数 鼠 尽 . 
证 完 
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三 敬 儿 时 得 :几何 虚 本 


命题 33 ) 


已 知 几 个 数 , 试 求 与 它们 有 同比 的 数组 中 的 最 小 数组 . 
设 及 ,B.C 起 给 容 的 儿 个 数 , 我 们 来 找 出 二 及 .B.C 有 有 相同 IE 的 
数组 中 有 最 小 数组 ， 


4, 吾 ,C 或 者 厅 素 或 者 不 二 素 ， 
现在 ,如 果 有 ,B,C 百 素 ,那么 它们 是 与 它们 有 同比 的 数 丝 中 最 小 


数组 . LY¥M.21] 

但 是 ,如 果 己 们 不 互 素 ， 
没 呈 旦 所 版 的 BA,B,C 的 最 人 公 度 数 ， [Yl.3] 
而 且 , 依 巍 妃 分别 量 4,B,C 各 有 多 少 次 ,就 分 别 设 在 五 , 王 .G 中 有 同 


样 多 少 个 单位 . 
所 以 按照 只 中 的 单位 数 , 玉 ,下 ,6G 分 别 量 尽 4 ,B,C. 
_¥l1.16] 
所 以 情 ,.F,G 分 别 时 A,B,C 所 得 的 次 数 相 问 . 
内 而 互 ,下 .G 分 别 量 4,B,C 有 柜 同 比 . TVIE 定义 20i 
其 次 刁 证 它们 是 有 这 些 比 的 最 小 数组 . 
因为 .如 果 再 ,天 ,人 G 林 是 与 4, 瑟 ,C 有 相同 比 的 数 纠 中 最 小 数组 ， 
那么 就 有 小 于 玉 ,F,G 与 4.,B.C 有 相 汗 比 的 数 . 
没 它 们 个 ,KK, 上 . 
于 是 瑟 基 尽 有 A 上 与 下 ,工分 别 涝 尽数 B,C 有 相同 的 次 数 ， 
现在 ,五 虹 尺 有 A 有 多 少 次 数 ,就 设 在 眶 中 有 同样 多 少 单位 . 
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所 风 依 照 好 中 鸭 单个 数 , 天 ,和 分别 其 庶 百 ,C， 
又 ,因为 依照 MM 中 的 单位 数 , 吾 虹 太 4， 

所 以 依照 豆 中 的 单位 数 , 型 志士 尽 有 4. | wdL.16] 
辐 理 ,分 别 依照 在 数 下 , 工 中 的 单位 数 , 形 也 盟 尽 数 B, 他 . 
所 以 产量 尽 A,B,C. 
现在 ,上 电 于 依 脱 王 中 的 单位 数 , 开 坟 人 尺 A， 

所 以 吾 葬 并 得 A. | YL. 定 尺 15] 
辣 理 也 有 上 E 乘 得 A. 

所 以 ,五 ,万 之 乘积 等 于 五 ,星之 乘 各 . 

夏 , 吾 比 吾 如 回 开 比 瑟 . [¥IT. 19] 

但 是 巨大 十 吾 , 所 以 形 也 大 十 万. 

疡 直人 A,B, CU: 

这 是 不 可 能 的 ,因为 由 彼 设 五 是 4, 开 .CC 的 最 大 公 度 数 . 

所 以 没有 任何 小 省 世 ,FF,G 旨 与 4,B,C 同比 的 数组 . 

二 万. 下, 日 是 与 A 如 .有 相同 比 的 数组 中 最 小 的 数 引 |. 
证 


bl 


命题 34 ) 


已 知 二 数 , 求 它 们 能 量 尽 的 数 中 的 最 小 数 ， 


设 4,B 是 两 己基 数 , 我 们 来 找 出 它们 能 


上 毕 尽 的 数 中 的 最 小 数 . 

B 现在 ,4 ,已 或 者 红 索 或 者 不 呆 索 . 

c 首先 设 四 , 训 厅 玉 , 尼 设 及 乘 吾 得 .所 
D 以 吕 习 4 也 得 忆 . [WIT.16] 

EE 圾 和 AA,B RC. 

FE- 一 一 共 次 可 证 它 也 是 被 A.B 量 尽 的 最 小 数 . 


内 为 ,如 果 不 然 ,4, 瑟 将 量 尽 比 妇 小 的 
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重 欧 儿 申 得 :外 何 焉 本 


渤 它 们 引信 D 
十 是 ,不 论 4 量 尽 也 有 多 少 次 数 ,加 设 百 中 有 回 样 多 少 单 们 , 且 
不 论 吾 量 尽 呈 有 多 少 次 数 , 斌 唐 三 由 在 同样 多少 单位 . 


有 以 2A 于 百 竺 忆 , 昌 五 滋 六 得 万 . [YTT. 定 15] 
折 以 4, 百 之 乘 得 等 于 吾 , 王 之 乘 科 !. 
战 有 A 比 B 如 同比 EE. YI 19] 
但 是 A,B 盯 素 ， 
从 而 也 是 同比 数 对 中 的 最 小 数 对 ， LvVHU.21] 
旦 最 小 数 对 的 太 小 岗 数 分 别 旺 尽 基 有 有 问 比 的 太 小 两 数 , 所 得 的 次 数 析 
同 ， [VII. 29] 


所 区 后 项 B 攻 尺 后 项 玉 . 
又 ,由 于 BA 村 BE 分别 得 C,D， 
BBEEE MGC LIED. [WI 17] 
们 足 五 荆 尽 五 . 
所 以 它 也 晨 度 五 ,好 大 数量 尺 小 数 : 这 是 不 可 能 的 . 
所 以 4, 召 不 能 量 尽 小 于 C 的 任 - 一 数 ， 


从 而 C 是 被 4 , 旦 其 度 的 最 小 数 . 了 4 

上 次 , 没 A,B 不 本 素 . 8 

日 设 严 . 盏 为 与 入 , 吾 国 比 的 数 对 中 的 反 小 数 CC 
对 . [WII. 33 1 DD 

于 是 ,及 ,如 之 科 积 等 二 BB, 下 之 乘 要 F 

7 VIL. 19] E 
又 设 4 采 吾 得 所 ,所 以 岂 有 五 瑟 忆 得 避 . Go 
于 是 4 , 吾 量 尽 口 . yy 


其 次 可 证 它 也 是 被 A,B 时 尽 的 数 中 的 最 小 


因为 ,如 车 人 不然 ,到 , 吾 将 芷 访 小 于 局 的 数 . 

设 它们 明代 D 

侧 十 依照 4 量 尽 五 有 多 人 少 次 煞 , 就 发 G 中 有 同样 多 少 单位 ， 
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人 而 合照 吾 星 尽 隔 有 多少 次 数 , 就 渤 互 中 有 同样 各 少 单位. 
所 以 下 腾 人 右 得 ,B 滋 各 得 D. 
于 是 4,G 之 乘积 等 于 如 .昌之 本 积 . 
鼓 , 和 A 比 BB 如 问 晴 比 G. [¥u.191 
但是 ,A FEB MFIF EEE. 
所 以 二 有 ,下 比比 . 
付 是 声 . 玉 起 最 小 的 ;而 用 最 小 数 对 中 其 大 ,小 两 数 古 尽 有 同比 数 
对 中 的 大 ,小 量 歼 ,所 得 次 数 相 同 ， 1 y .20] 
所 以 五 量 尽 昌 ， 
,出 到 科 玉 ,G 各 得 0,DD， 
FEEG WW ED. [wiE. 17] 
但 十 五 进 尺 如 ， 
所 以 也 尼 尽 石 , 即 较 太 数 拱 尽 较 小 数 : 
这 症 不 可 能 上 的. 
所 以 有 ,B 将 量 不 尽 任 何 小 FC 的 数 . 
虐 宫 是 被 太 , 吾 量 尽 数 中 的 最 小 数 . 


过 
二 


证 完 
这 起 一 个 凡 丙 数 .#8 的 圾 小 公 撞 数 的 命题 ,a,b 有 的 吉 小 公 们 数 用 [ a,5| 夫 wi. 
[用 分 如 下 网 峭 : 
ta)=1， 那么 坡 小 公信 和 元 就 是 op. 
对 为 再 则 将 有 小 上 a8 的 因数 4 为 下 小 公 信和 数 . 
那么 = ma = ? 演 ， 04.N 呈 止 整数 . 
[i 


于 是 中 :起 = 下: 得 ， [Yl 19- 

[对 为 (aa = 二 所 以 严 员 从 玩 . LI 20.21) 

HR bm = pb: om [WI 17. 
= eb:d. 


所 以 ow 入 访 如 ,这 上 引 不 可 能 的 . 

2. 如 末 友 ;日 相 本 未 , 求 与 a:b 有 同比 的 最 小 数 计 , 设 为 m,n [WwIl 33] 
和 这样 aD 二 4 入 

二 ea = em, 于 入 c= an= Bm 就 是 ,的 万 小 公 入 数 . 

因为 埋 则 将 有 小 于 e 的 某 数 @ 是 舱 小 公信 和 数 . 
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乔 嘱 儿 中 得 - 儿 何 训 椒 


陡 么 = 本 =q，p:2 是 下 整数. 


于 是 gg:= ip， 因此 详 : 有 = 站 到 轩 疝 站 量度 六 | YIL.20.21 


妆 全 


于 是 量度 有 :这 上 直 不 是 能 的 . 战 为 所 求 . 


命题 35 ) 


如 果 酚 数量 尽 某 数 , 则 被 它们 生生 的 最 小 数 也 量 尽 这 个 数 . 
设 汕 数 4.B 直 尽数 CD, 叉 设 到 旦 它们 是 尽 的 最 小 数 . 
则 可 汪 下 也 量 尽 CD. 
因为 ,如 果 到 量 不 尺 OD， 
设 巨人 旨 出 DBF, 其 余数 CF 小 于 五， 
现在 ,由 上 A,B 量 尽 上 ,而 百 量 民 DF. 
所 以 有 A, 如 也 量 尽 DF'. 
但 是 它们 也 显 仿 整个 0D， 
所 以 各 们 也 其 上 小 于 吾 的 余数 CF: 
这 屁 小 可 能 也 
所 以 巨 不 HT 能 其 椒 尽 CD. 
因此 玉生 尽 CD. 


[和 


至 
由 


此 命题 为 随 帮 的 任 :会 倍数 足 该 购 数 攻 小 公 倍 烽 的 倍 妆 . 


命题 36 ) 


已 知 三 个 数 , 求 被 它们 所 量 尽 的 孜 小 数 . 
设 4 , 吾 .C 足 . 个 凯 知 数 ,我 们 来 求 出 被 它们 量 尽 的 最 小 数 . 
渤 喇 为 被 二 数 有 ,BB 二 尽 的 最 小 数 . [VII.34] 
填 么 CC 或 省 记 尽 也 或 者 其 不 尽 孔 
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首先 , 设 口上 疆 尺 号 ， 
但 是 A,B 也 量 尽 号 .所 以 A.B.C BRD. 
其 次 ,可 证 五 出 是 被 它们 最 尽 的 最 小 数 . 


A 国 汶 ,如 寺 术 然 ,4 ,B,C 且 尽 小 于 哺 的 某 数 ， 
B 渤 蕊 们 最 尽 巨 
C 闲 为 A,B.O 直 起 丽 ， 所 以 也 有 4 ,五 也 址 尽 
D E 
E 于 是 被 A,B 所 漠 尽 的 最 小 数 也 注 尽 巨 
_VTL35] 
但 是 五 是 被 4, 召 量 尽 的 最 小 煞 ， 
所 以 娟 基 尽 忆 , 较 大 数量 尽 较 小 数 ; 这 是 不 可 能 的 . 
于 是 4 , 吾 ,C 将 不 能 量 尽 小 于 号 的 数 ， 
故 DD 是 4.,B,C 所 量 尽 的 入 小 数 . 
又 设 各 其 不 尽 盏 , 且 取 吾 为 被 和 五 所 硬 尽 的 最 小 数 . 
[ WH. 34] 


因为 4;, 吾 量 上 太 瑟 , 且 万 有 旺 尽 百 ， 
所 以 4 召 也 蝇 尽 五 . 
位 是 已 也 其 尽 加 ,所 以 由, 刁 , 中 也 绫 尽 严 ， 
其 次 ,可 讶 明 吾 也 是 它们 芋 尽 的 最 小 数 . 
因为 ,如 其 不然 . 设 A,B, 避 最 尽 小 于 EE 的 某 数 . 
没 它 们 晤 尽 FF. 
国光 及 ,如 ,全 入 及 巴 ,所 以 及 ,BB 也 卉 尽 F， 4 


所 以 被 有 A.B 量 尽 的 最 小 数 了 电量 尽 下 ， B 
[WI[1. 351 C 一 一 
但 是 五 起 被 和 ,BB 误 尽 的 最 小 数 , 所 以 号 D 
尽 F. E 
但 是 已 也 量 尽 下 ,所 以 DD,C 明太 FF. FF 
内 此 ,被 DD,C 所 量 尽 的 最 小 数 岂 量 尽 下 . 


世 是 二 是 被 CC,D 所 量 尽 的 亡 小 数 . 
所 以 电量 尽 下 , 较 太 数 生 尽 较 小 数 ; 
41 


看 欧 几 蛙 得 :几何 虚 汶 


这 是 不 可能 的 . 
所 以 4 . 瑟 ,C 将 其 不 尽 任 :小 上 吾 的 铬 . 
装 玉 是 被 A,B， Cn 的 最 小 
证 完 
此 疝 题 为 下 个 数 msce 的 坡 小 全 倍 娄 的 问题 . 先 冰 .6 的 最 小 公信 和 数 . 议 


为 有. 肝 求 下 ,nr 的 最 小 公信 和 数 , 设 为 8. 则 @ 为 该 二 数 , 让 ,EC 的 城 小 公信 和 数 ， 
Bla.b,ceil= ee. 


如 果 一 个 数 被 某 救 量 尽 , 则 被 莉 的 数 育 一 个 称 为 与 量 数 
的 一 部 分 同名 的 一 部 分 

设 数 4 被 某 - 数 吕 量 尽 

则 可 证 4 有 一 个 称 为 与 吾 的 一 部 分 问 名 的 要 


一 部 分 . 一 一 
因为 依照 忠 量 尽 和 有 客 少 忘 数 .各 设 吕 中 Cc 
有 和 百 少 个 单位 ， Dp—. 


因为 依照 © 中 的 单位 数 ,B 量 尽 
而 且 依 蜡 中 的 单 入 数 , 单 位 号 最 凡 所 

所 以 单位 力 二 尽数 C 与 如 最 尽 A 有 相同 的 次 数 . 

从 奋 , 取 更 比 ,单位 忆 量 尽数 如 与 0C 让 尽 A 有 相同 的 沈 数 . 

[ WI.151 

于 是 无 论 单位 五 是 召 的 怎样 的 一 部 分 ,那么 C 也 是 A& 的 同样 的 
-部 分 ， 
日 是 单位 了 D 是 数 娟 的 被 称 为 BB 的 一 部 分 同名 的 部 分 . 
所 以 CC 也 是 2 的 牙 称 为 B 的 一 部 分 同名 的 一 个 部 分 . 
即 4 有 -个 被 称 为 BB 的 一 部 分 同名 的 一 个 部 分 局 


一 


证 完 
如 果 数 a 被 日 量 尽 的 次 数 是 h. 囊 么 上 足 & 的 -部 分 .而 上 是 殉 的 二 分 之 
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第 Y1 郑重 


地 和 的 32 他 之 - 
汪 a= mp， 六 m=. 
于 是 14.4.b,g 满目 W115 的 条 件 ,所 以 m 量 尽 a 与 1 坛 访 避 有 相国 的 次 数 ， 


但 是 ,1 是 记 前 十 部 分 .所以 ,中 是 @ 的 ; 部 分 . 
邦 zm 二 a 的 - -部 分 与 1 是 上 8 的 一 部 分 辐 首 . 


命题 38， ) 


如 果 一 个 数 有 着 元 论 怎样 的 一 部 分 , 它 将 被 与 该 一 部 分 
同名 的 数 所 量 尽 ， 


设 数 4 有 :个 一 部 分 百 , 又 设 如 是 与 -部 
有 一 一 一 一 分 如 同名 的 个 数 . 
B 如 uf 证 C 量 尽 及 4. 
——C 因为 ,由 于 B 是 A 的 被 称 为 与 C 同和 省 的 一 
——D 部 分 , 且 单 伴 吕 也 是 忆 的 被 称 为 与 同名 的 -- 
部 分 ， 
有 以 无 沦 单位 呈 是 数 和 如 怎样 的 一 部 分 ,那么 瑟 也 是 昌 同样 的 一 


所 有 以 ,单位 号 噶 尽 CC 与 BB 古 尽 A 有 相同 的 次 数 . 
于 是 , 孔 山 比 , 单 位 上 民 尽 B 与 C 司 尽 A 有 相 问 的 次 数 . 
「VH.151 


上 败 忆 慎 尽 有 A. 
证 完 
这 个 命 如 实 卫 是 前 个 命题 的 内 现 . 它 断言 .如 内 台 是 a 的 襄 部 分 , 旭 b= 去， 
那么 jm 展 尽 和 4 
Jb La 
因为 b= 商 Q :1 = 六- 
所 以 1,za bya 满 吓 YD.15 的 条 件 ,于 是 m 量 尽 a 与 1 已 尽 5 的 次 数 相同 


即 到 = po 
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看 孩儿 是 得 :几何 序 浊 


命题 39 ，) 


求 有 着 已 知 的 几 个 一 部 分 的 最 小 数 . 
设 及, 如 ,是 己 知 的 几 个 一 部 分 ,要 求 出 有 儿 个 部 分 A,B,O 的 
最 小 数 . 
设 盏 , 百 . 王 是 被 称 为 与 斤 个 一 
训 分 .如 .CO 同名 的 数 , 日 设 有 取 G 


A 
_D 所 是 被 也 , 互 ,下 量 尽 的 最 小 数 . 
_Y11.36] 
1 所 以 G 有 窒 称 为 与 D,B, 扩 同 
名 的 几 个 -部 分 . "VI. 37] 
H 但 是 4,BB,C 是 被 称 为 与 D， 


吾 , 严 问 名 的 儿 个 一 部 分 ， 
所 以 分 月 几 个 一 部 分 4 ,是 ， 妇 . 
其 次 可 证 G 也 是 含 这 斤 个 -部 分 4, 互 ,C 的 最 小 数 . 
内 为 ,如 其 不 然 , 将 有 某 数 五 有 这 几 个 一 部 分 4,B,0O,H 小 于 如 
由 十 生 有 兰 这 几 个 一 部 分 A,B.C， 
所 以 瑟 就 将 被 称 为 与 这 儿 个 一 个 部 分 A,B,C 同 各 的 数 所 蚌 尽 . 
[WIH. 38] 


是 称 为 与 这 儿 个 一 部 分 4,B,C 同和 的 数 . 


但 是 ,D,E,FF} 

Pi DE,F HREH. 

而 及 太 小 后 G: 这 是 不 可 能 的 

上 故 没有 一 个 数 有 这 儿 个 一 部 分 A,B.C 且 还 小 于 @， 

证 完 

这 个 命题 实际 是 求 最 小 公 倍 数 的 另 一 种 形式 . 求 一 个 数 具 有 一 ,二 和 一 的 部 分 
设 双 起 和 2 的 寺 小 公信 烙 ， 


腥 么 过 有 二 , 方 和 一 的 部 分 ， 
旭 果 可 未 她 上 述 部 分 的 最 小 数 . 没 e 基 如 此 的 最 小 覆 、 
于 是 被 a bye 电 民 ,全 ear:i 运 是 不 可能 的 | 
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第 YL 着 三 


命题 1 ) 


如 果 有 几何 数 成 连 比 例 ,而 且 它 们 的 机 外 项 互 素 , 则 这 些 
数 是 与 它们 有 相同 比 的 数组 中 最 小 数组 . 
设 : 些 数 A.B,C,D 上 成 连 比 例 ， 


A— 五 -一 区 证 它们 的 两 外 项 A,D 瑟 闲 . 

下 则 可 证 4 , 吾 , 0, DD 是 与 它们 有 
Cc G 相同 比 的 数组 中 最 小 的 数组 . 

万 FH 因为 ,如 其 不 然 , 果 设 E.F.G.,H 


分 别 小 于 A,B, 侣 , 轿 , H 与 它们 有 问 
比 . 
赵 在 ,因为 4,B.0C,D 与 ,FF,G.H 有 柑 问 比 ,而 HA4,B,0C,D 
的 个 数 品 碧 , 玉 ,上 G,H 的 个 数 相等 . 
所 以 , 取 首 末 比 ， 


4 比 互 如 同 吾 比 五 . [TI. 14. 
但 是 入, DD 结 素 ， 
而 互 泰 的 两 效忠 与 它们 有 同比 的 数 对 中 最 小 的 ， [ VIL.21] 


并 各 有 相间 比 的 数 中 最 小 一 对 数 分 别 只 其 它 的 数 对 ,大 的 全 大 的 ,小 的 
基 小 的 ,日 有 相同 的 次 数 - 即 及 项 攻 前 项 ,后 需 基 后 项 ,其 得 的 次 数 相 
问 . [ VII. 20] 
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三 区 儿 志 得 . 儿 何 虐 本 


所 以 4 其 尽 瑟 , 较 太 的 其 尽 较 小 的 :这 是 不 可 能 的 . 
所 以 ,小 于 A,B,C,D 的 忆 , 下 ,G ,上 H 与 它们 湾 有 相同 的 比 . 
咸 及 ,如 ,QO, 卫 大 与 它们 有 同比 的 胡 小 数组 ， 


证 完 

洪 几 里 得 所 旋 的 成 过 比 倒数 组 q,8,e,9,6.…. 指 的 是 :b=b:ec=ce:idq=4d 
:= 一. 叫 实 上 .这 就 是 我 们 标 之 为 几何 数列 (或 等 比 数 州 ) 的 一 组 数 . 

这 个 命题 十 明了 ,如果 a ,b,c… ,玉成 连 比 例 , 区 (Cas = 那么 它们 就 是 与 
之 有 同比 的 数组 秆 最 小 数组 . 

内 斩 , 如 时 站 ,六 本 基 与 之 有 问 比 的 数组 ， 

慰 货 和 :让 = 他 本 | ¥U. 141 

因为 让) = 所 以 a 分 凑 量 尽 a 下, 即 加 分 别 大 于 下 天. 


-命题 2_ 


按 预 定 的 个 数 , 求 出 成 连 比 例 的 且 有 已 知 比 的 最 小 数组 ， 
设 A,B 是 有 已 知 比 的 最 小 的 数 村 ,我 
A c 们 来 按 预 定 的 个 数 求 出 成 连 比 例 的 最 小 数 
8 万 组 , 旦 使 得 它们 的 比 与 AA,B 的 比 相同 . 
五 设 预定 个 数 为 四 , 赵 4 自 乘 得 避 ,44 
F 汇 以 BB 得 DD,B 白 末 得 5， 
G 述 有 ,没有 条 以 C,D, 玉 分 别 得 F,G,H， 
H 日 玉 乘 百 得 并 . 
天 现在 ,由 于 4 月 乘 得 C, 旦 4 冬 吾 得 
D， 
所 以 AEEBUOTCLIED. [vit.17] 
六 由 于 肥 彝 BB 得 也 ,而 B 白 莱 得， 
所 以 数 有 4,B 刁 B 分 别 得 咏 ,E. 
所 以 ,在 比 B 如 同 D 比 E. [ VIL. 18] 
但 是 ,A 比 B 如 同 G 号 ， 
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第 VID 益 需 


所 以 由 有 品 比 P 加 司 DD 比 五 . 
叉 由 于 4A 乘 C,DD 得 下, 人 3， 
Ti 比如 同 疡 比 G. 「wIL 17] 
但 是 侣 比 DD 岂 四 A [ 比 B. 
所 以 也 有 A 比 如 同 正 比 G. 
又 由于 4 末 万 , 尽 得 G, 五 ， 
所 以 五 比 豆 如 同好 比 五 ， [WIT. 17] 
但 是 DD EEE AB. 
所 以 也 有 ,4 比 B 如 同上 GG 比 玉 . 
又, 由 于 4,B8 以 得 H,K， 
所 以 A LB 如 辐 旦 比 K. VII. 18] 
但 是 ,4 比 吾 贡 同 已 比 妇 ,及 中 线 五. 
所 忆 也 有 ,下 比 G 如同 G 比 H, 及 HH 比 K. 
所 以 妇 ; 五 , 瑟 以 及 已 ,他 ,天 和 缘 成 连 尼 例 , 用 其 比 为 4 [EB. 
其 次 可 证 它们 是 成 已 知 比 的 最 小 坷 . 
因为 ,由 天 4 , 互 是 与 它们 有 同比 的 最 小 者 ,及 有 同 引 的 最 小 数 是 
开 索 的 . [vd022] 
所 皮下 ,如 是 蒜 素 的 . 
又 数 站 ,B 劳 别 白 缮 CG,E;4,B 分 叫 乘 CC,B 得 ,kK; 


用 


所 以 尼 , 五 利己 ,天 分 别 足 工 素 的 . [YL 27] 

八 是 ,如 朵 有 许多 成 连 比 例 的 数 ,而 且 它 们 的 两 外 坡 互 素 , 则 这 些 
数 是 与 它们 有 相同 比 的 数组 中 最 小 的 数组 [v.11 
证 完 


推论 ”由 此 容 遇 得 出 .如 果 成 连 比 的 :个 数 是 与 它们 有 本 回 比 的 
最 小 者 ,其 它们 的 到 外 项 是 平壤 数 ; 卓 训 果 中 或 连 比 的 四 个 数 是 与 它们 
有 相 后 比 的 最 小 者 , 则 它们 的 了 商 外 项 是 立方 数 

故 写 ,五 ,下 利 五 ,个 , 百 , 半 成 连 比 例 , 它 们 古 与 A4,B 有 相同 比 的 
重修 数组 . 

这 足 求 给 定 个 数 的 其 有 已 知 比 的 一 个 儿 何 数 列 ,并 量 要 求 它 基 具有 了 问 比 数组 
中 最 小 的 数组 ， 
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和 了 欧 几 绊 得 :几何 取 本 


加 果 这 夺 行 己 知 比 的 数 对 中 最 小 数 对 比 和 二 ,时 各 夺 有 于 个 数目 有 站 的 
几何 数列 就 为 


站 GE Dp p> bl (1) 
显然 由 名 及 牛肉 十 之 比 为 四: 由， 
因为 Ca)= 1 那么 Ca, bY =1 ,ar Ib =1. V1.27] 


于 十 HEY¥L 4[ 就 和 由 是 和 居 有 同比 瑰 个 数 生 路 晤 小 的 数 给 . 


命题 3 ) 


如 果 成 连 比 的 几 个 数 是 与 它们 有 相同 比 的 数 中 的 最 小 
者 , 则 它们 的 两 外 项 是 互 素 的 . 


设 成 连 比 例 的 记 个 数 A.8,C,D 是 与 它们 有 同比 的 数组 中 万 小 
者 . 


则 可 讶 它们 的 两 外 项 4, 了 


A 一 一 也 素 . 
C 屋 取 数 百 , 已 足 与 4 号 ,六 

D 有 相同 比 的 数组 中 的 最 小 数组 . 
EE FF -VI. 33] 
一 一 G H 然后 取 有 相同 性 质 的 办 一 个 

EK 工 MG,H,K: 

MN 直人 有余 的 ,逐次 多 一 个 , 依 此 类 推 ， 

口 _VIIL2] 


直至 个 数 等 十 数 A, B,C,D 的 个 


数 . 

没 所 有 取 的 数 是 工 , M,N ,0O. 

现在 ,由 于 到), 玉 是 与 它们 有 同比 中 的 最 小 省 , 郝 么 它们 是 条 素 
[YH. 22. 

区 ,由 于 数 B,F 分 别 自 乘 得 数 G, 站 ,又 玉 , 玉 分 别 末 以 6G ,下 得 数 

工 : 口 ， [WHI.2 推论 | 


的 . 
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所 以 黄 首 安 . 下 和 无 , 口 分 别 在 厅 索 的 . [ll. 


27 


又 ,因为 4 ,B.C,D 是 与 它们 有 问 比 的 数组 中 最 小 首 .出 上 ,MM， 


9 丰 司 有 , 如 ,CD 丰 辐 比 的 数 绸 中 的 衣 小 此 

又 数 有 BB, 尹 的 个 数 等 ] 数 记 , .NN,O 的 个 数 . 
所 以 数 ,B,D 分别 等 于 工 , M,N ,0. 

由 加 等 于 开 , 蝇 DD 等 十 0. 

革 工 , 口 关于 素 的 . 

由 有 站, 刀 志 星 环 玉 的 . 


这 吨 9 的 逆 季 由 ， 如 弗 BE, 站 


证 完 


【1 


是 员 个 有 会 丰 和 下 的 开 何 络 列 ,于 和 优 是 在 问 毕 屯 纪 让 最 小 数组 .那么 (= 1 


证 上 电 如 下 : 谤 富有 昌 是 其 有 全: 让 了 购 数 对 中 最 洒 数 对 .上 上 是 fa.B) = 上 
内 到 出 YL 2 跌 帮 
Aaron Da oy | 
就 足 基 在下 项 .会 比 为 全 :和 ,时 是 有 坷 比 起 芭 本 PE 人 直 元 纤 
币 王 人 f23 琴 丈 红 相隔 . 那 各 号 石 
a= et, k= 


fr := 1. 四 《并 有 二 上 
_ 命 题 4 _) 


它们 是 有 已 知 比 的 数 中 的 最 小 数组 ， 
设 昌 藤 小 数 给 时 的 几 个 比 是 有 A 比 B.OCLUED 和 EE 【天 


我 们 来 求 出 相 令 比 的 最 小 茹 组 ,使 得 它们 的 比 是 4 比 B,C 比 DD 


以 成 五 比 五 . 


且 电量 尽 G 有 多 少 次 ,就 设 A 其 尽 理 有 和 多少 次 ; 
又 ,局 二 尽 G 有 和 多少 次 ,就 设 DD 量 尽 K 扩 有 多少 次 


{21 


也 因由 最 小 数 给 出 的 几 个 比 , 求 相 邻 比 的 几 个 相 令 比 数 ， 


是 被 五 .C 研 尽 的 最 小 数 . 1 YL 34| 
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三 陈 儿 重生 :上 几何 味 本 


而 在 吾 或 者 其 尽 或 者 蚜 不 入 起 
首先 , 设 它 在 尽 KK. 
又 书 量 尽 玉 有 和 多少 次 , 肛 设 下 三 尽 工 也 有 多 少 次 . 
这 叶 , 由 于 4 量 尽 吾 与 召 征 上 尺 G 的 次 数 相 问 ， 
MALEBWIIE EG. -VJ 定义 20, VI 13| 
问 理 . 比 D 如 同 G 比 下 ， 
还 有 瑟 比 请 如 全 玉 比 工 . 
所 以 玉 , GG .KE, 上 是 依 A 比 吾 ,CC 比 五 及 百 比 王 为 相 邻 比 的 数 弓 . 
其 次 可 证 它们 也 是 有 这 个 慎 质 的 最 小 数组 . 
因为 .如 巡 吾 ,G ,下 ,二 丰 显 和 依 A 比 B.C 绕 五 和 加 比 下 为 机 邻 比 
的 位 不 中 最 小 数组 ,那么 谈 最 小 数组 足 ,0O ,MP. 
这 封 ,由 上 如 比 召 如 同比 口 ,而 4, 召 是 最 小 的 . 
柑 有 相同 比 的 “对 最 小 数 分 别 此 有 尽 其 它 数 对 .大 的 苦 尽 大 的 ,小 的 
量 尽 小 的 有 机 同 的 次 数 . 即 放 项 量 尽 而 开 与 万 项 量 尽 后 项 的 次 榴 相 辣 ， 
所 以 如 基 民品 . [¥11. 20] 
问 惠 ,C 也 本 尽 品 ， 
于 是 吾 ,C 旦 尽 口 ， 
于 是 被 B,C 是 尽 的 最 小 数 册 星 尽 口 . + WII. 351 
但 是 G 是 被 B.C 量 尽 的 入 小 数 . 
所 以 8 量 尽 口 , 较 太 数量 尽 较 小 数 : 这 是 不 可 能 的 . 
因而 证 有 比 号 ,全 ,下 ,元 还 小 的 数组 的 机 令 比 能 依照 4 比 83, 僻 比 
2 


第 YUI 郑 三 


五 和 吾 比 天 . 
其 次 . 设 思量 涉 尽 到. 
没 M 足 被 旦 ,让 咽 尽 的 最 小 
5 数 . 
FH 又 ,下 量 尽 入 有 和 多少 次 ,就 没 
K 吾 , 刀 分别 量 N,O 有 多 少 次 . 
二 贡 最 尽 人 6 有 和 多少 次 ,就 设 下 
M 项 尽 PP 也 有 多 少 次 . 
0 和 由 玉 囊 呈 尽 N 与 G 盟 尽 0 有 
N 相同 的 次 数 ， 


MN. 


二 下 五 比 G 如 mAN 比 oO. 


只 [V1. 13 和 和 完 义 20] 


中 
一 


日 是 吾 比 8 如同 A 比 B， 
T 所 以 也 有 ,AA 比 8 如 同比 0O. 
同 理 也 有 ,CE 比 D 如 同上 0 比 


区 ,由 村 


五 最 尽 夺 与 所 量 尽 PP 有 相同 的 次 数 ， 


WB,E LF Milsl MM LEP, [YH.13 和 和 定义 20] 
因此 N,O, 形 .P 是 依照 及 比 B,C 比 DD 以 及 EE 比 玉 为 相 邻 比 . 
革 沁 证 它们 也 是 依照 及 比 B,C 比 DD 以太 蔚 比 FF 为 相 郭 比 的 最 


小 数 缮 [， 


因为 , 奶 其 不 然 ,将 有 霖 些 数 小 村- 入,; 品 , 玉 , 忆 而 依照 4 比 B8,0 比 
号 以 及 EE 比 疡 成 连 比 出 . 
设 它 们 是 久 ,R,S, TT. 


现在 , 避 


为 名 比 责 如 同 44 比 瑟 ， 


而 有 A,B 时 最 小 的 ， 
日 有 相同 比 的 -对 最 小 数 ,分 别 量 其 它 数 奉 ,天 的 量 尽 大 的 ,小 的 其 尽 
小 的 ,引得 的 次 数 相 同 ,; 即 前 项 量 尽 前 项 与 后 项 毕 尽 后 项 的 次 数 相同 . 


所 以 去 


rwIL20] 


量 尽 民 . 
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三 区 岂 由 行 本 何 诛 木 


问 埋 ,GC 也 涝 尽 电 ,所 以 B,C 县 民 有 R. 

于 是 被 召 . 避 其 庶 的 最 小 数 也 将 最 尽 丽 . | WI. 35 : 
付 足 如 是 被 B,C 其 尽 的 最 小 数 . 所 以 旭 量 尽 民 . 
,GER MAKELES, 

所 以 玉 也 量 尽 S. 

用 是 万 了 电量 尽 S, 所 以 瑟 , 下 基 尺 5， 

于是 被 五 , 素 芷 尽 的 最 小 数 也 将 量 斥 5S. 「 ¥11. 35] 

H 是 习 是 被 玉 , 玉 是 尽 的 最 小 数 ， 

5 较 大 数量 尽 经 小 数 ; 这 是 不 昌 能 的 . 

央 为 , 汕 有 小 于 和 N,O,M,P 有 HH 依照 A 上 比 B.C1ED 以 及 BB 比 店 成 

连 此 倒 的 一 些 数 . 

设计 ,说 . 入 ,PP 是 依 昭 六 比 B,C LIED 以 及 比 玉成 连 比 例 的 最 

小 数组 . 


[YI. 13 


证 完 
泛 给 十 卫 儿 个 比 . 如 如 6,el 万, 要 求 出 四 个 数 富 , .2 4 油 是 i 
二 中 数 级 
作法 如 下 : 设 ,CGiey 广 分 别 共 有 1: 614.04: Qi, 84: 的 最 小 数 对 . 
[ee]=i, 于 ET = m= nce. 
| = 了 bb | 起 有 = pnd = qe. 


二 让 得 gon pmb( = PC pna = (qe}y, gf 这 由 个 数 为 之 所 求 . 


命题 5 ) 


面 数 互 比 是 它们 过 比 的 复 比 . 
设 有 ,BB 是 面 数 , 且 数 C,D 是 A 的 边 , 数 区 ,五大 BB 的 边 . 
岂 林 证 旺 与 吾 的 比 是 它们 反比 的 复 比 . 
因为 IEE 和 DD 比 户 已 给 定 , 设 取 依 昭 己 比 EE 和 DD 比 玉 成 连 比 
例 的 最 小 数 为 G, 吾 ,下 , 即 
CEE 如 同 如 比 扎 ， 
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及 DHEF HHILEE. -VIIT. 41] 
又 设 总 乘 百 得 工 . 
现在 ,由 于 卫 习 C 得 4, 和 呈 瑟 包 得 L， 
所 以 , 宫 比 到 如 同 A4 比 瑟 ， 「 YU.17 
但 是 ,C 比 B 如 同 G 比 吾 ， 
所 雇 岂 有 , 癌 比 五 如同 & 比 工 . 
史 , 直 于 五 乘 万 得 工 , 而 有 卫 还 有 百 政 皇 
得 吾 ， 
所 以 五 比 吾 如 同志 比 瑟 . [VwT. 17 
但 是 ,五 比 忆 如 阿 殖 比 瑟 ， 
所 以 也 有 ,于 LEK 如 问 L 上 1KB. 
但 已 证 得 G&G 比 五 如 同 & 比 荆 ， 
所 以 取 首 未 比 , 妃 比 玉 如 同 A4 比 B. [VI 14] 
但 是 ,GG 与 下 之 比 为 这 些 边 比 的 复 比 . 
所 以 4 与 吾 之 比 也 是 这 些 边 比 的 复 比 ， 


证 完 
析 人 = 人 = 了 和: 那 冬 拒 二 于 就 叫 储 二 :和 和 Fe: 总 的 复 比 ， 
该 命题 为 ,如 果 a = cd,b = ef 那么 比 5 等 于 ce;e 和 引子 的 复 引 ， 
完 东 出 县 有 于 述 册 已 知 比 的 成 连 比 例 的 二 个 数 , 旺 基 有 同比 数组 中 开 小 数 
组. 

设 w= 日 12= We = .于 号 得 到 个 数 

me, me( = na), nf. _VWII. 4] 
dc:de= ele me: me = me: nd, _YIL. 17] 


由 有 eal: ef = df= rn:n. 
所 避 昌 首 未 比 科 ea: ef = re : nT. 
团 m 比 天 等 天 re 和 台 : 了 的 偶 托 . 


命题 6 ) 


如 果 有 几 个 成 连 比 例 的 数 , 而 有 生 第 一 个 量 不 及 第 二 个 ， 则 
243 


ee 


专区 几 生 得 儿 仙 永 椒 


任何 一 个 也 量 不 尽 其 它 任 一 个 ， 
设 有 几 个 成 连 比 例 的 数 4,B,C,D,E， 
DD 这 4 量 不 尽 吾 . 
则 可 评 代 何 一 个 数 都 基 不 尽 其 它 任 何 一 个 数 ， 
现在 ,显然 知 上, 五 ,C, 万 , 玉 依 次 相 瑟 届 和 不 尽 ， 
因为 4 种 不 尽 吾 . 
这 时 ,可 证 任何 一 个 量 和 不 尺 其 它 任 何 一 个 ， 
因为 如 果品 能 , 设 4 其 尽 


人 


a 
B 于 是 ,无 论 有 儿 个 数 4， 
C 吕 , 亿 ,就 取 多 少 个 数 下 ,G ,五 ， 
也 HH 设 它 们 是 与 A, B,C 有 相 问 
2 比 中 的 最 小 数组 . [YITT 337 
一 了 现在 ,由 于 F,G,H 与 4， 
G 如 ,UC 有 相同 比 , 有 是 数 4,B,C 
三 的 个 数 等 于 产 , 避 ,五 的 个 数 . 
故 取 首 末 比 ,3 比 C 如 同 
FHIEH. _VII. 14] 
如 由 于 ,A 比 B 如 同 忆 比 G， 
在 本 量 不 尽 五 ， 
所 以 百 志 并 不 尽 怠 ， [vHU. 定 区 20] 
所 区 下 不 是 一 个 音信 ,因为 单位 能 量 屋 任何 数 ， 
现在 ,下 , 吾 是 互 素 的 . [YHE. 31 


又 , 疡 比 玉 如 同 A 比 C， 
故 A 也 蚜 沾 尽 忆 . 

类 似 地 ,我 们 能 够 证 明 任何 一 个 数量 不 尽 其 它 任 何 一 个 数 ， 

证 完 

设 gq.5.c.…. 下 是 一 几何 数列 ,Ha 不 整除 上 5, 则 吓 证 前 一 数 匡 不 尽 它 以 请 的 
任 -- 数 . 

Ca 基 尽 ,用 符号 a1b 表示 ,a 明 不 尽 台 用 atb 表 洲 ) 
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十 为 .个 则 湿 a 量 翌 此 数 询 中 某 数 厂 

取 守成 同比 的 晤 小 数组 . 
因为 区: 下 = 在 

也 qtB, 所 以 汪 +- 央 而 之 不 是 工 . 

由 商 本 比 区 := 相 : 站 

此 处 ! 3 =1. 

Sr ef. 

门 惠 呆 证 数列 中 和 任 一 数量 不 尽 其 人 笑 作 一 数 ， 


人 和合 是 7; ) 


如 采 有 几 个 成 连 比 例 的 数 , 且 第 一 个 量 尽 最 后 一 个 , 则 它 
也 量 尽 第 二 个 . 


役 几 个 数 4,B,C,D 成 连 比 例 , 甘 设 


4 4 城 尽 也， 

8 草 可 广 4 也 世上 辟 BB. 

CT 因为 ,如 果 4 量 不 尽 B， 

PT 则 这 些 数 中 和 枉 何 - -个 量 不 尽 其 它 企 何 - - 
个 . [HE 6 


但 是 ,4 量 扩 卫 ， 
所 以 A 也 此 尽 吾 . 


所 
出 


如 果 在 两 数 之 间 李 入 几 个 与 它们 成 连 比 例 的 数 , 则 无 论 
插入 在 它们 之 间 有 多 上 修成 连 比 例 的 数 , 那 么 在 与 原来 两 烤 
有 同比 的 两 数 之 间 也 能 李 入 多 少 不 成 连 比 例 的 数 . 
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各 哆 儿 虫 得 :几何 皮 本 


说 揪 在 两 数 4 ,号 之 问 的 数 忆 ,万 与 它们 成 连 比 例 ， 
半 壕 玉 比 玉 如 同 友 比 B. 
岂可 证 在 有 ,BB 间 插 入 多少 个 成 比例 的 数 , 也 就 让 百 , 王 之 问 能 播 
人 同样 儿 少 个 成 连 比例 的 数 . 
为 ,有 多 少 个 数 4 ,号 . 口 万 ,就 取 多 少 个 数 , 玉 , ,二 , 使 具 为 


与, 全,D,B 有 同比 的 数 中 最 小 数组 ， [VTL 33] 
所 以 它们 的 两 请 如 ,三 是 条 素 的 . LVTII.3] 


规 在 ,因为 A,C,D,B 与 8, 吾 ; 玉 ,L 有 同比 ,日 数 A,C,D,B 的 
个 数 等 于 数 蝇 ,. 玉 , 玉 ,二 的 个 数 ， 
所 也 取 首 末 比 ,4 比 B 如 同 G 比 工 . [vIL 14] 
供 足 ,4 比 吨 如同 吾 比 五 . 


-4 一 一 一 E 
Cc Mo 
D MN 
B Fr 
妇 一 一 五 一 一 -一 
五 一 一 一 L 


所 以 也 有 ,G 比 工 如 同 E5 比 斌 ， 

然而 , 避 , 也 呈 素 ,而 互 素 的 数 足 同比 中 最 小 当 ， -YL 21 
且 有 相同 比 的 数 中 最 小 一 对 ,分别 量 其 它 各 数 对 ,大 的 量 尽 大 的 ,小 的 
二 尺 小 的 ,HH 有 相同 的 次 数 . 
即 前 项 晶 尽 询 项 与 后 项 明 尽 后 项 的 次 数 相同 . | ¥H.20] 

所 以 避 量 琅 与 工 量 下 的 次 数 相 问 . 

其 次 ,Q 量 巨 有 多 少 次 ,就 设 吾 , 玉 分 别 量 训 ,NN 也 有 和 多少 次 ， 
所 以 好, 碧 , 攻 ,上 民 尺 区 ,M,N, 玉 有 同样 多 的 次 数 . 

所 以 GH,, 上 与 ,M,N ,了 有 相同 的 比 .， [WII 定义 20] 

但 证 避 ,二 ,上 ,上 与 4,C,D,B 有 相同 的 比 ， 
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所 以 下 ,如 如, 囊 也 与 如 ,M,N, 严 有 相同 的 比 . 
但 是 有 A, 如 ,号 ,B 成 连 比 例 ， 
所 以 玉 , 和 ,NN ,五 也 成 连 比 例 . 
本 ,在 站,B 之 间 搬 入 多 少 个 与 它们 成 连 比 例 的 数 , 示 么 ,也 在 到 ， 
六 之 章 捅 入 湖 少 成 过 比例 的 数 . 
证 
害 = 有 有数 bc, 穗 a 如 成 几何 敌人 讽 ,于 之 站 及. 
六 这 半 也 有 辐 数 的 几何 中 再 数 . 
温 aB,v6 直 与 QB 有 同比 的 如 收 数 纪 .部 符 fe.) = 4， IT.31 
于 电表 ao:8=a:90= A:D. 
WD A= rm, N= m7. 
于 是 数 mat = A ,mB ,mw 3 = 中) 为 几何 数列 
因而 mB, ?mv 就 是 4 ,六 之 问 的 儿 何 中 项 数 . 


命题 9 ) 


妇 果 两 数 互 素 , 且 播 在 它 2 们 广 问 的 一 些 数 成 连 比 合 ， 那么 
无 论 这 样 一 些 成 连 比 例 的 数 有 多 由 个 ,在 互 素 两 数 的 每 一 个 
数 和 单位 之 间 同 样 有 多 由 个 成 连 比 合 的 孝 . 

证 j4, 吾 其 互 素 的 两 数 ,日 谍 握 , 玉 是 捕 在 它们 之 间 的 成 连 比 倒 的 
数 , 交 设 单位 为 EE. 

则 可 证 在 汪 , 扣 之 癌 成 连 比 例 的 数 育 区 少 个 , 则 在 数 有 A, 昌 移 科 - 一 
个 与 单位 吾 之 间 成 连 比 例 的 数 有 同样 多 少 个 . 

内 罗 , 设 两 数 天 ,在 是 与 4 万, 吾 有 有 相同 比 中 的 最 小 者 . 
又 联 厂 问 样 性 奈 的 三 个 数 豆 , 拟 ,大 . 

且 使 次 类 推 ,直至 它们 的 个 数 等 于 A,C,DD.B 的 个 数 . 

“VIIT.2] 


出 


设 已 求 得 的 旦 调 ,N, DO, 上 上. 
导 然 , 下 和 白 莱 得 吾 , 旦 下 莱 吾 得 六 ,而 G 白 弱 得 工 ， 


攻 嘱 几时 得 -几何 时 本 


| Ho 
c 攻 一 一 
D 工 
四 E— FF GG 
NM [| 
P 
H 吕 GG 彝 工 得 PP. [VIH.2, 推 论 ] 
六 ,出 于 六 NO, 是 与 , 旭 有 相同 比 路 的 最 小 者 ， 
站 4,C,D,B 也 是 与 ,GG 有 相同 比 中 的 最 小 者 ， | 


而 数 痒 ,NN ,上 O,P 的 个 数 等 于 数 A, 人 ,DD, 上 B 的 个 数 . 
所 以 M,N,O,P 分 别 等 于 A,C,D,B. 
于 是 于 等 于 4 ,用 五 等 于 召 . 
现在 ,出 于 三 站 乘 得 互 ， 
所 以 依照 所 中 的 章 位 数 , 政 量 尽 地 . 
但 是 依照 Fr 中 的 单位 数 , 单 位 万 也 量 尽 玉 , 故 单位 电 基 尽数 所 与 
天 虹 尽 数 百 的 次 数 相 回 . 
所 以 单位 呈 比 数 王 如 同 王 比 瑟 . [VIL 炼 头 20: 
又, 时 上 五 乘 互 符 好 . 
所 以 ,依照 志 中 的 单位 个 数 , 互 蜂 尽 MM. 
但 是 依照 FF 中 的 单位 个 数 ,单位 E 也 量 尽 数 请 ， 
所 以 单位 吾 明 尽数 玉 与 吾 基 尽数 计 的 次 数 相同 . 
从 而 ,单位 百 比 数 王 如 同 五 比 闻 . 
但 也 已 秆 时 ,音信 吾 攻 数 尼 如 同 碧 比 五 ， 
所 以 也 在 ,单位 百 比 数 严 如 同 亚 比 所 ,也 妇 同 互 比 好 . 
但 是 M 等 于 及 ,所 以 单位 瑟 比 数 玉 天 同 五 比如 ,也 和 如同 吾 比 A. 
阿 青 也 有 ,单位 巨 比 数 忆 如同 G 比 荆 ,也 如 同 工 比 B. 
故 , 插 在 4, 之 问 有 多 少 个 城 连 比例 的 数 , 那 么 搬 在 A,B 每 一 
个 与 单位 五 之 间 成 连 比 例 的 数 也 有 同样 密 个 . 
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证 完 
若 (,D) = 1], 仿 谤 ga. 上 8 之 闻 有 个 几何 中 硕 数 . 耶 双语 1 了 与 4 之 问 和 1 和 
百 之 问 所 有 站 个 几何 省 项 烙 、. 

全 Ed 是 a 昌之 同 的 个儿 何 中 数 . 
于 时 a,e,d…,f.b 就 是 与 之 大同 比 的 最 小 数组 . 
由 如是.2 的 推论 知 , 对 汪 坟 +2 个 数 的 几何 数 语 就 有 =o"Tt,5p= 庆 *. 
1 是 有 av ,ar,e"rtl(= an), 

=). 
因而 在 1 与 a 和] 与 之 同 就 有 个 儿 柯 叫 地 数 . 


命题 10 ) 


如 末 搬 在 两 个 数 中 的 每 一 个 与 一 个 单位 之 间 的 一 些 数 成 
过 比例. 那么 无 论 插 在 这 两 数 的 每 一 个 与 单位 之 间 有 多 少 个 
数 成 连 比 例 , 则 插 在 这 两 玖 之 间 也 有 同样 多 少 个 数 成 连 比 例 ， 
因为 , 设 六 ,EF 筑 户 ,Q 分别 是 畏 在 丙 数 A,B 与 单位 局 之 间 的 成 连 
比例 的 数 . 

则 可 证 振 在 敖 4, 召 间 的 每 - 个 与 单位 C 之 间 有 多 少 成 连 比 例 的 


D— B 
E 五 一 -一 
五 一 一 -一 K 
GG L 


数 , 则 手 在 A,B 之 问 岂 有 和 多少 个 成 连 比 便 的 数 . 
为 此 , 设 品 乘 严 得 互 ,月 数 号 ,六 分 别 乘 丘 得 KK 上 . 
现在 ,由 了 单位 纱 数 D 如 加 加 比 百 ， 
所 以 单位 忆 贡 尽数 DD 与 号 量 尽 有 相同 的 次 数 ， [VI 定义 20] 
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但 足 依 照 DD 中 的 单位 数 ,C 景 尺 妃 ， 
所 以 依照 五 中 的 单位 数 , 数 互 也 币 尽 百 ,上 是 万 丰采 得 二 . 
又 由 于 ;局 比 数 DD 加 EE 比 A，、 
所 以 尝 位 其 尽数 瑟 与 玉 本 尽 4 的 次 数 i|al. 
但 是 依照 五 中 的 单位 数 , 单 位 CC 世 尽 数 DD， 
所以 依照 品 中 的 单位 数 , 包 也 量 尽 4， 
所 以 万 乘 百 得 人 4. 
回 理 也 有 , 卫 特 乘 得 四 ,H 下 瑟 各 得 号. 
又 ,因为 六 珀 乘 得 吕 , 凡 五 乘 王 得 瑟 ， 


WL DIEF UME LES. YIEL 17] 
问 娃 出 有 ,DD 比 玉 如 问 五 比 刀 . [ VIL, 18| 


所 以 世 有 吕 比 吝 训 六 比 虽 . 
区 ,由 上 汪 尤 梯 数 百 , 末 分别 得 4 , 才 ， 
,EH MmHA LK. -WII. 17] 
日 是 ,EB HM D EF, 
所 以 也 有 有 ,万 比 五 如 回 全 纪 瑟 ， 
又 .是 数 号 . 正 乘 玉 分别 得 KK, 工 . 
B.DEErF WEL. TWH. 181 
往 是 , 妃 比 请 放 | 司 A 比 充 . 
所 以 也 有 ,4 比 尼 如同 六 比 天 
还 有 , 亚 乘 数 百 .分 别 得 半 , 瑟 ， 
Bi HLEEG ME EB. [WI 17 . 
位 是 ,再 比 息 好 困 万 比 王 ， 
四 出 有 ,DE 比 玉 训 同 工 比 BB. 
在 所 志 证 只 ， 
瑟 比 中 如 同 4 比 天 .由 如 同 包 比 工 ， 
所 以 出 有 , 嫩 比 站 如 同 状 比 王 .也 站 同 克 比 吾 . 
故 寻 , 玫 , 王 ,中 成 连 比 语 . 
从 而 插 在 万 ,B 的 每 一 个 与 单位 C 之 章 有 多 少 个 成 连 比 例 的 数 ， 
都 么 手 企 互 ,BB 之 问 册 多少 个 成 连 比 的 烙 . 
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证 完 
这 下 前 “命题 的 敌人 靖 题 , 旭 果 在 工 与 站立 闻 刊 二 与 下 之 章 有 和 天 个 区 何 中 项 
娄 ., 那 各 在昌 与 已 之 问世 有 天 个 几何 中 师 数 . 
时 YL.2 的 榨 论 各 Ca)7= 1 著作 和 = ar 
合理 下 = 1 1. 
F 赴 数 到 是 = etre 
间 有 天 在 几 何 中 理 的 几 柯 妆 列 ， 


命题 11 ) 


在 两 个 平方 数 之 间 有 一 个 比例 中 项 数 , 且 两 平方 数 之 比 
如 同 它们 的 廊 与 边 的 二 次 比 . 
没 碌 ,如 是 两 平方 数 , 且 设 CC 是 4 的 边 ,D 


4 是 号 的 边 . 
好 -一 一 一 则 可 证 存 有,B 之 问 有 一 个 比例 中 项 数 ,H 
< 一 一 是 比 召 划 网 唐 与 总 的 二 次 比 . 
了 -一 一 为 此 , 设 女 拨 五 得 五， 
三 一 -一 一 班 在 ,出 二 4 是 半 方 数 , 开 C 是 它 的 边 ， 
所 以 人 白 乘 得 4. 
问 理 也 有 ,了 D 下 乘 得 吾 . 
由 于 这 时 局 蒋 数 品 , 分 别 得 A 到， 
WGHED mA EE. [WH. 17) 


同 理 也 有 .CC 比 DD 如 同 E 比 B， 「 YL 181 
失 导 人 有 .站 比 吾 妇 问 尺 比 开 . 

是 A,B 之 间 有 -个 比例 中 项 数 . 

其 次 可 让 A 纱 五 如同 C 与 昌 的 二 次 比 . 

因为 ,由 于 有 及, 思 . 昌 是 二 个 成 比例 的 数 ， 
所 以 A 比 B 如 了 2 与 晴 的 二 将 比 . [ 7. 定义 9 

但 是 ,4 比 吾 如 加 C 比 号 . 
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三 葡 儿 中 得 :几何 各 本 


所 以 ,4 比 召 如 同 C 与 D 的 二 次 比 . 


隔 
出 


命题 12 ) 


在 两 个 立方 数 之 间 有 了 两 个 比例 中 项 教 , 且 两 立方 数 之 比 
如 同 它们 的 边 与 边 的 三 次 比 . 
设 4,B 是 两 立 放 数 , 且 设 忆 中 A 到 


网 边 ,D 是 B 的 边 . B 

划 呆 证 住 A,B 之 则 有 岗 个 比 倒 C 一 一 下 一 一 
中 项 数 , [及 与 BB 的 比如 同 忆 与 了 的 D—— 下 
三 次 比 . FH [a 


为 虹 , 设 万 和 白 羔 得 玉 ,C 腾 刀 得 FF. K 
这 办 白 梯 得 G, 区 设 数 C,D 玉 
分 别 梨 五, 五. 
现在 ,由 了 4 是 立方 数 ,日 它 是 它 的 迪 ,以 履 C 和 白 弱 得 EE. 
所 以 尼 日 乘 得 五 ,C 乘 已 得 4. 
同时 也 有 ,到 自 弱 得 G@,H. 了 DD 磋 G 得 B. 
站, 由于 局 详 数 忆 ,DBD 分 别 得 上 B, 下 ， 


MB, CED MDE EF. [Wl1.17] 
同 理 也 有 .CE 老 DD 如 六 EG. VIL. 18] 
又 ,由 于 C 匀 数 瑟 , 亚 分别 午 和 ,万 ， 

所 以 , 碧 比 六 如 同比 二 . [WH. 17] 


但是 ,万 比 下 如 |oj 口 比 D. 
所 以 也 有 有 .C 比 互 刘 同 4 比 五 . 


站 .出 于 数 局 ,DD 莱 所 分 出 得 瑟 ,K， 

BERD,C EE D MH EK. [4118 1 
又 ,由 于 力 乘 下 ,GG 分 别 得 ,BB， 

,FLIESG WEEB. [YIT. 17] 
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但是 , 恨 比 生 如 回 C 比 万 ， 
于是 也 有 ,CC 比 D 如 同 A 比 互 ,如 同 吾 比 避 ,又 如 网 乒 比 吾 - 
于 是 , 拨 , 拓 是 4 ,中 之 间 的 两 比例 中 项 数 ， 
其 次 可 让 也 有 入 比 B 和 如同 C 与 D 的 二 次 比 . 
因为 ;由 二 4; 三. 天 , 吾 是 四 个 成 连 颖 例 的 数 ， 
所 忆 汪 比 吾 巾 问 媳 与 吾 的 三 次 比 . VV. 定 105 
但 是 ,4 比 二 如同 必 比 D. 
所 以 A 比 刀 也 如 加 C 与 已 的 一 次 比 . 


命题 13 ) 


如 果 有 一 些 数 成 连 比 例 , 且 每 个 自 来 得 某 数 , 则 这 些 乘 积 
成 过 比例 ,又 如 末 原 来 这 些 数 再 乘 这 些 来 积 得 菜 些 数 , 则 最 后 
这 些 琢 也 成 过 比例 . 

没有 几 个 数 六 ,B,C 成 连 比 例 , 即 A LEB 如 辣 B EGC， 
丸 设 下 BB, 上 自 滋 得 尹 , 玉 ,了 ,HA,B, 人 CC 分 别 末 D,EB,F 得 G,H,K. 


4 一 一 G 一 一 
8 FH 

C K 

D 

E M 

F N 

L P 

0 Q 


册 刁 和 丰 五, 王 , 严 各 ,所 , 兵 分 别 成 连 比 环 . 
为 此 , 没 4 滞 瑟 得 世 , 又 设 数 4 已 分 别 乘 三 得 杰 . 
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丸 泛 B 冬 得 0, 日 设 数 B,C 哑 0 分 别 得 P,Q@. 
于 是, 娄 横 前 向 所 述 ,我 们 能 鳄 让 时 加, 工 ,B 和 GG,M,N,FH 者 是 


依照 4 与 吾 之 比 而 构成 连 比 例 ， 
有 H 还 在 , 忆 , ,下 烛 玉 ,PP,@, 到 部 是 依照 B 与 己 之 比 而 构成 连 比 例 . 


这 时 ,4 比 BUMI 则 BB 比 C， 


所 以 DPD,L,R5E,O0, 下 有 相 由 |L， 
HH 还 有 GG,M,N,H SH,P,Q,K 和 Idik. 


又 刀 , 荆 , 卢 的 个 数 等 于 加 , 〇 ,后 的 个 数 , 生 ,并 ,NN ,本 的 个 数 等 


于 五 ,已 , 电 , 天 的 个 效 ， 


旨 . 


所 以 , 取 董 末 引 ， 

五 比 五 类 同 五 比 刁 ， 

Go tH us tt K. Yl. 14] 
证 完 

如 上 业 @be 是 几何 数列 , 则 全， 拓 ein 出 时 是 几何 数 记 ， 

轩 为 人 :下 =0, 慰 人 冬 乓 :=Q:= 和 :0= 屯 :加 

apo =ab=b:icec 于 是 有 全 :有 = be. 

- 般 地 ,斯 果 和 ee 下 碟 几 何 娄 殉 . 导 公 二 本 招生 也 基 有 几何 数 


国 为 a 的 上 L 和 数列， 
的 儿 林 数列 . 
d= ye. 
于 Eo:a p=uh=bie= pb Ice. 
hi or ba b= te:b” 2be. 
np b= be” 1:e™. 
由 站 十 等 出 :本 一 本 :en 
] 坷 样 对 于 be 六 人 到 :0 =. 
依次 烽 推 本 得 a ,6,0 成 几何 数 语 . 
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命题 14 ) 


如 采 一 个 平方 数量 尽 另 一 个 平方 数 , 则 其 一 个 的 边 也 草 
尽 另 一 个 的 边 ;} 又 如 暴 两 平方 数 的 一 个 的 边 营 尽 轴 一 个 的 边 ， 
则 其 一 平方 数 也 量 尽 另 一 平方 数 ， 
为 此 , 设 A, 娟 是 平 瞩 数 ,有 C.D 是 它们 的 
边 , 多 议 A 入 撩 吾 ， 


2 则 可 让 C 也 熏 尽 万 . 
cp 进口 乘 了 得 区 ,所 以 A,E,B 依 让 C 与 D 
E 的 比 成 连 比 例 . [VIN.111 
让 于 各,B 成 连 比 例 , 日 A 呈 尽 日 , 所 
以 A 全 渤 尺 到. ‘YTI}.7] 
站 ,和 站 比 训 如 同比 DD. 
旋 忆 也 是 尽 五 . YT. 定 义 20] 


区 ,在 人 重度 瑟 , 则 可 证 及 也 量 尺 BB. 

因为 ,用 回 样 的 作 岁 .我 们 能 够 以 类 要 的 方法 证 明 4 ,EF,B 和 仿照 局 
瑟瑟 之 比 成 连 比 例 . 

区 出 二 ,ee 比 五 如 合生 比 百 ， 
且 安 晨 尽 五 ,所 以 4 也 量 扩 五 . 

“VII. 定义 20| 

双 4; 百 ,如 成 迄 比 例 ， 

所 以 由 也 证 尽 娠 . 


如 内 a. 
国 为 a fi a ob INH 7 
fi tcp = a:b. 
所 以 alb, 
站 1b 
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ap. ip. 


命题 15 ) 


如 果 一 个 立方 数量 尽 另 一 个 立方 数 , 则 其 一 个 的 边 也 量 
尽 另 一 个 的 边 ; 又 如 果 两 立方 数 的 一 个 的 边 量 尽 另 一 个 的 边 ， 
则 那个 立方 数 也 量 尽 舅 一 个 立方 歼 . 

为 比 设立 让 数 A 量 尽 六方 数 
如 ,又 设 局 是 4 的 边 , 已 是 五 的 边 . 


则 可 证 它 量 及 五. 4 CT 
设 口 自 乘 得 至 ,五 自 乘 得 G, 又 3 
设 己 莱 DD 得 下 ， Po— 有 
并 设 C,D 分 别 聚 得 囊 ,K. 一 
现存 ,显然 呈 , 开 .人 和 惠 4 人 让 
玉 ,B 邦 是 依照 局 与 DD 之 比 成 连 比 
例 . LDL 11,12] 
又 ,出 于 4, 豆 , 丽 , 吾 成 连 夏 例 , 且 4 基 息 万 ， 
所 以 它 也 虐 尽 殖 . ,YYHI.7| 
XEH CED. 
所 以 宫 也 昨 尽 上 D. .YI 十 多 20] 


其 次 , 设 C 量 及 也 , 旭 可 证 4 也 将 显 尽 五 . 
为 此 , 几 同 样 作 - 氏 ,我们 类 拟 地 能 够 证 明 如 , 互 , 百 ; 吕 依照 误 与 瑟 
之 比 成 连 比 例 . 
区 由 于 辫 址 尽 忆 .用 安 引号 如 同 4 纤 五 ， 
所 以 及 也 量 尽 研 . [WL 定 浆 20] 
四 此 ,4 也 量 尽 BB. 


证 
车 加 和 5 现在 种 器 命 是 匣 妆 分 让 虹 如 下 ， 
因为 ,ob,a5, 和 为 以 :8 为 公 比 府 几 和 何 数 齐 . 
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Bl al:oaib= otab = mb b= a:b, 
区 因为 a 相册 双 1a. 


HE lB. 
命题 16 ) 


如 果 一 平方 数量 不 尽 另 一 平方 数 , 划 其 一 个 的 边 也 量 不 
尽 另 一 休 的 边 ; 又 如 果 两 平方 数 的 一 个 的 边 量 不 尽 另 一 个 的 
边 , 则 其 一 平方 数 也 秋 不 尽 另 一 平方 数 . 

设 A,B 是 平方 数 , 且 CC,D 是 它们 的 边 
设 在 量 不 尽 B. 


HL? 


” 刚 可 证 C 也 二 不 尽 万 
国 为 , 则 果 C| 量 尽 万 , 姥 委 4 也 此 怀 吾 . 
- [WII 141 
但 局 4 和 不 尽 吾 . 
故 已 也 其 不 尽 万 . 
妇 没 己基 不 祥 居 , 则 可 证 2A 也 旺 不 代用. 
国 为 ,如 时 站 这 尽 吾 ,地 双 和 电 旦 尽 已. 「wII. 14] 
但 足 C 涝 不 尽 D. 
所 以 4 由 时 不 尽 百 
证 完 
和 a 7. 
文 众 题 的 及 后 尚 部 分 .分 别 是 UL 44 的 后 部 分 和 朋 部 分 的 逆 帮 命 各 ,| 寺 几 亿 
和 于 成， 
此 命题 的 证 胃 星 备 戎 上 上 wm.14 必 反 证 法 让 明 的 . 


命 串 17 的 挤 皇 是 部 分 ,人 对 别 也 是 YE 15 的 后 部 分 稀有 明 部 人 分 的 北 惠 痊 是 , 因 向 


它们 可 成立， 
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命题 17 ) 


如 果 一 个 立方 歼 莉 不 尽 另 一 个 立方 歼 , 则 其 一 个 的 这 也 
得 不 忌 另 一 个 的 边 ; 又 如 果 两 立方 数 的 一 个 的 边 著 不 尽 另 一 
个 的 边 , 则 其 一 立方 数 也 量 不 尽 男 一 个 立方 教 . 

为 此 ,设立 方 数 4 贞 不 尽 了 方 数 百 ， 
义 设 局 刁 丰 的 边 各 DD 蚜 B 的 边 . 


则 吓 证 也 迁 不 尺 吃 . | 
因为 ,如果 妇 斌 尽 访 ,那么 和 也 晤 百 

人 EB. LY. 15] c- 一 
但 是 六 报 不 尽 吾 . 万 一 


上 和 也 其 在 尽 五 . 
区 证 C 二 不 尽 大 . 刚 可 让 了 出 量 不 
BB. 
因为 , 吉 富 下 遇 尽 哺 . 惠 么 局 也 将 丰 尽 喇 . [TI.1S] 
但 是 C 十 不 尽 D. 
所 以 A 也 将 其 不 尽 吾 . 


命题 18 ) 


在 两 个 相似 面 数 之 间 必 有 一 个 比例 中 项 数 , 又 这 两 个 面 
歼 之 比如 同 两 对 应 边 的 二 次 比 . 
没有 ,请 中 两 由 位 而 数 , 且 设 数 局 ,是 4 的 两 边 . 玉 , 启 是 B 的 两 
边 . 
现 往 ,出 于 相 伺 面 数 的 凑 边 计 应 成 比例 ， [YU. 定 区 2 
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全 起 者 


所 以 OC EE D Sno E EE FR. 


4 Co 则 本 让 在 有 ,如 之 问 必 有 一 个 
8 比例 中 项 数 , 旦 A 比 B 如 同 C 对 到 
Dp E 的 一 次 比 或 如 同 六 对 下 的 二 次 比 . 
G 下 即 防 对 这 了 边 的 二 这 此. 
规 站 , 寺 于 训 比 DD 吉 同 巨 比 
rr, 
所 这 ,由 亚 比 ,GHEE 如 DLEF. [VE.13j 


浆 ,出 于 及 是 面 数 ,H. 避 ,DD 二 它 的 边 ， 
所 以 五 乘 马 等 厂 4. 
二 理 了 出 有 , 琅 且 下 等 十 BB. 
现在 讶 呈 乘 得 8G. 
于 足 , 央 为 五 枉 扬 得 4.H 于 下 得 避 ， 
所 以 ,PC 比 百 如 同上 比如. [WIL 17] 
但 是 ,CR UD I 比 FF， 
所 以 也 有 ,DD IEF iA FG. 
又 .出 于 到 乘 万 得 提 , 忆 和 胰 玉 得 后. 
WD EF MG 1B. YT.17] 
捏 记 证 明 , 互 比 严 如 同 4 比 安 ， 
所 以 出 有 ,A 比 G 如 辣 G EB. 
于 是 4, 好 ,所 成 连 比 例 ， 
上 存在 有 ,BB 之 间 有 -个 比例 中 项 数 . 
其 浜 也 可 让 遇 比 吾 如 癌 它 们 对 应 边 的 一 次 比 , 到 如 同 加 比如 或 
五 比 严 的 一 次 在 ， 
内 沪 ,出 二 让, 如 ,BB 成 迹 比 例 . 
A 比 B 如 国有 4 对 SG 的 二 次 比 ， [Y. 定 多 9 
区 4 比 芭 如 加 委 比如 .也 好 回 五 比 五 
所 光世 有 ,是 必 呈 大同 C 芷 才 或 吕 比 天 的 二 次 匡 ， 


证 完 
设 只 .cd 是 机 亿 向 数 , 即 ,a:58=e:a. 屠 么 地 ,4 有 个 比例 小 项 歼 , 吕 
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ab:ed= a = 
六 为 a:ibh=e:in. 
所 以 a:ec=b:d. 
BE ap: be= bc: af. 
是 DO( 或 者 gD) 足 b,c 的 比例 中 填 . 
apo = hab :ab cd = oh. ab: be. be 


LVYIL LS- 
[yt39.16- 


= {op .he = oe. 


或 瞪 ap:ol= pi:d. 


命题 19 ) 


在 两 个 相似 体 数 之 间 , 必 有 王 个 比例 中 项 专 , 且 两 相似 体 
数 之 比 等 于 它们 对 应 边 的 三 次 比 ， 
设 有 A,B 是 是 个 相似 体 数 ,区 访 C,D,EE 是 A 的 廊 ,F,G, 壬 丰 B 
的 边 . 
现在 ,由 于 由 和 伺 栖 数 的 边 对 应 成 比例 ， [WIL. 定 闵 21] 
所 ,CEED FLEG. 
HDIEE 如 同 G 比 


A Cc—— 一 一 H. 

B 则 可 证 在 4, 五 之 间 必 

五 FF -. 了 有 两 个 比例 中 项 数 , 且 4 线 
四 二 ee 局 

G—— Ho 0 8 名 同 C 或 DD 与 如 或 

下” I M—— 吾 与 互 的 -次 匡 . 


为 上 比 , 计 局 杰 DD 得 下 ， 
人 设 下 梯 上 得 上 . 
这 时 ,下 于 侣 , 放 与 后 ,3 有 权 问 比 ， 
旦 是 CD 的 乘积 ,以 及 工 是 下 ,G 的 乘 可 , 下 ,上 是 相似 向 数 ， 
[WIT. $eE 21] 
所 以 在 天, 工 之 间 有 一 个 比例 中 项 数 . LvIl. 18] 
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没 它 丰 了 及. 


所 以 , 形 等 于 DD,F 的 乘积 ,由 如 在 这 个 之 前 的 命题 中 所 证 黄 的 ， 


[YH1. 18] 

这 寺 , 由 十 呈 科 局 得 ,HH. 了 洋 F 牛 得 民 ， 

EC HEF dn LEM. [VTE. 17] 
但 是 ,EK EEW 如 BM 比 工 . 
所 以 站 , 并 ,工人 六 眼 训 与 下 的 比 成 连 比 便 ， 
又 ,出 于 纪 比 DD 如 同比 G， 

如 出 出 比 ,CO 比 下 机 问 D 比 G6. L¥IL. 13] 
同 坪 也 有 ， 
DEEG WWE LEE. 


所 以 下, 六, 工 是 依 赔 CC 与 下 的 比 ,D 6 之 比 ,也 以 下 与 吾 之 比 


成 连 比 例 . 
具 次 , 设 在 . 吾 乘 型 分 乔 得 六 .9 
这 时 ,由 -A 是 一 个 体 数 ,是 C,D,E 是 它 的 边 ， 

所 以 号 乘 扎 ,万 之 和 得 半 ， 
但 让 ,DD 之 积 丰 并 ,所 以 玉 夹 开 得 A， 
问 理 也 有 有; 吾 羔 工 得 B. 

于 中 ,因为 吾 绞 乓 得 4. 有 还 存 吾 滋 好 得 六 ， 

Bi EEEM MAN. TVwIT.17] 
ff, KE MMCEEF, DEEG,tNITNEEES, 
所 岂 也 有, 宫 比 FD 比 G, 碎 及 巨 比 吾 如 同 A 比 N. 
又 .由 于 如 . 囊 梯 用 分 别 竺 N.0， 

Hi ,EEH nn NIE oO. [VIL. 18| 
和 十 , 吾 比 下 其 同 避 比 百 此 到 此 中， 

所 以 也 有 ,局 比 FDEEG, 凡 太太 比如 加 A EN 和 NN 比 0， 
又 由于 ,百业 和 得 口 ,H 还 有 互 乘 工 得 有 

,EL Mo EB. TV. 17] 
但是 ,最 颖 到 大 回 C 比 刁 及 瑟 比 算 也 旭 回 吾 比 毛 . 


所 以 也 有 ,CF,D 比 G 及 EE 比 H 杯 仅 如 梧 于 OO 比 召 ,而 且 也 如 
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同 A EN 和 有 NE O. 

改 4, 六 ,OO, 刀 依 闻 边 的 比 成 连 引 例 . 

其 次 可 让 4 比 B 如 同 它 们 对 应 边 的 三 次 比 , 基 0 与 下 或 者 D 与 
如 以 太志 条 的 三 次 比 . 

上 六 为 A,N,D,B 是 四 个 成 连 比 倒 的 数 ， 
所 以 2 比 B 如同 44 与 NN 的 二 次 比 . [YL 定 头 .101 

但 是 , 己 经 证 明了 站 在 灰 如 同比 下 .五 比 G 太 百 比 五. 

所 以 ,A 比 B 如 辐 它 们 对 应 边 的 次 比 , 也 就 是 C TF,D 与 8， 
局 大 加 与 所 隐 于 次 睹 ， 


证 完 
旭 果 四: 和 :全 = 全 于 人 在 or 与 人 之 问 有 两 个 比例 由 项 确 , 且 eci oef 
= 和 


困 为 人 : 攻 = 如 :十 十 地, 的) 这儿 何 烙 列 ,其 会 比 为 全 :间或 背 乱 : 


era = dd=a:d 
i eho: ort = 6:f 
JP = b:e 
[和 :这 二 让 
所 以 ppc ran ,ja . def 为 几何 数列 . 
abc: chd = ao:d= a ad. 
op: ot = a d= a dad ,lly 
fod: def = a:d = wd:d. 
弛 省 未 比 .ebe: def = a3: ei. 
回 硅 亦 有 ,ape: def= :P= ei. 


i VI. 171 


命题 20 ) 


如 果 在 两 个 米 之 间 有 一 个 比例 中 项 数 , 则 这 两 个 数 是 相 
似 面 数 . 
设 在 两 个 数 A,B 之 间 有 一 个 比例 中 项 数 忆 . 
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则 可 和 下,B 是 相似 面 数 . 


4 一 -一 为 此 . 设 取 DD,E 是 与 A 有 机 
上 本 比 叶 成 小 数 对 ， VI. 33| 

[一 -一 所 以 末节 所 遇 与 盏 持 度 它 丰 相同 的 

Dp—— 次 数 ， “WI1. 201 

E———— 议 | 时 , 尹 革 尽 及 有 多 省 次 数 , 席 

Fe 没 在 天 路 有 多 少 个 单位 ， 

6 听 以 和 如 入 A, 此 ,A 是 而 数 ， 


时 玉 , 严 足 它 的 达 ， 
芭 国 为 防 , 到 是 与 局 ,B 同比 路 数 最 小 数 对 ， 
所 以 ,如 是 尺 尼 与 杏 旺 尽 召 有 相同 的 次 数 . “YI. 20] 
三 , 依 招 二 十 尽 如 有 名 省 次, 就 没 全 中 有 多 少 单 们 ， 
证 .依照 G 中 的 单位 数 , 包 于 尽 晴 , 所 以 避 寺 锯 得 8. 
及 以 中 是 一 个 调 数 ,H. 嫩 ,8 是 世 的 边 . 
战 益 , 如 此 得 数 . 
其 次 可 证 它 和 付出 是 相似 的 . 
因为 ,所 丑 有 得 ,村 下 习 包 得 局 . 


Hi, DIE EB WA EG, Rh EB. “VTTL17 
区 ;入 于 玉 乘 产 ,G 分 别 得 招 . 总 ， 
BAFEEG Wc Le. WH. 17” 


但 是 .上 比 B 如 同 D 比 EE， 

所 世 册 有 .DHEEE WFHEG. 
勾 用 更 比 , 五 比 五 如 站 ELg. _VwTT. 13. 
上 砚 妈 ,所 是 相似 而 数 .天 为 它 站 的 过 成 比例 ， 


证 完 
旭 果 和 和 十 蕊 何 数 列 . 肝 各 直 峡 村 所 而 迷 . 
这 = .有 是 有 Ge 的 此 水 晤 测 .于 二 
d= Ja 二 3 三 ， 
= Wi 二 
oid=a:c=ce:b=- m:n. [YIL. 18] 
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上 二 ma: 各 二 站: 下. 
所 以 qt = cj bf = 32393) 电 相似 看 数 . 


命题 21 ) 


如 果 在 两 个 数 之 间 有 两 个 比例 中 项 数 , 则 这 两 个 数 是 相 
似 体 雪 . 


设 在 两 个 数 A,B 之 间 有 册 4 一 一 E— 
个 比例 中 项 数 C, DD. 8 
则 可 让 4 , 吾 是 相似 体 数 ， CC F—— 
设 版 .个 数 下 ,下 ,在 是 避 Do 0 
肌 , 如 ,如 在 机 问 比 定 的 最 小 数 ， 五 -一 工 一 - 
¥0.33 或 WIIL2] 一 M—— 
所 以 它们 的 两 端 玉 , G 足 互 素 N— 0 一 一 


的 . 
这 时 .由 于 捕 在 中 ,人 之 癌 有 一 个 比例 中 项 数 二， 
所 以 瑟 ,C 是 机 似 面 数 ， [ViIL. 20] 
区 该 五 , 天 是 所 的 过 ,村 天 有 是 个 的 这. 
十, 显然 山 前 述 命 是 的 吾 , Fi, GQ 是 以 十 行 工 以 及 下 与 订 的 比 成 
连 比 例 . 
这 时 ,由于 入 ,下 .如 寿 与 4 五 丰 机 同比 由 最 小 数 , 电 数 吾 ， 
如 的 个 数 等 于 数 A,C,D 的 个 数 ， 
所 以 起 首 示 比 .EE 比 G 如 同 4 [ED. [ViL 14] 
但 是 , 琅 ,G 怀 案 的 ,.5. 率 的 数 也 是 同比 中 最 小 的 ， 


「wIL,21 | 
再 在 相同 中 的 效 由 的 最 小 一 半数 能 分 别 流 尽 共 它 数 对 , 较 大 的 量 尽 较 
友 的 . 较 小 的 量 尽 绞 小 的 , 即 前 项 量 尽 前 项 , 司 项 时 尽 与 项 .而 有 此 得 的 
次 数 相同 ]， [YI1. 20] 
所 以 思量 尽 A 与 已 量 尽 互 有 相同 的 次 数 . 
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现 什 ,玉生 及 有 多 少 次 ,就 议和 休克 中 有 凶 少 个 单位 . 


丁 是 ,NN 乘 吾 得 有 A， 
但 奈 到 是 吉 , 下 的 彝 积 .所 以 和 N 滋 吾 ,下 的 积 得 A. 
上 4 是 体 数 , 全 五 ;下 ,NN 是 它 的 边 . 
站 于 下, 是 ,DD,B 有 机 同比 中 的 最 小 数组 ， 
所 岂 瑟 荆 居 尼 与 如 监 度 召 有 相同 的 沈 数 ， 
这 H 时 , 矶 二 尽 有 多少 次 ,就 没 0O 中 有 多少 个 单位 . 
于 是 依 申 0 中 的 单位 数 ,8 基 尽 B, 所 以 GO 乘 GG 得 8. 
但 三 如 是 工 , 的 乘 颁 ， 
所 以 口 乘 了, 虹 的 积 得 吾 . 
所 匠 召 是 体 数 ,HH 工 , 邓 ,GO 是 它 的 边 . 
故 4, 号 是 体 数 . 
其 次 可 证 它们 也 是 相似 的 . 
内 为 六, 口 乘 疡 得 4 
所 到, 点 比 唱 如同 下 比 C. 即 妇 癌 吾 比 三 ， [YIL.18] 
但 是 ,五 比如 同比 和 EK EHM. 
所 以 电 碳 .瓦工 如 同 下 比 太 和 相 N 比 加. 
半身 .KWN 慎 A 的 记 , 而 0, 工 ,六 是 B 的 边 . 
所 以 A,B 不 相似 体 数 . 
证 完 


命题 22 ) 


好 果 三 企 数 成 连 比 例 , 且 第 一 个 是 平方 数 , 则 第 三 个 也 是 
平方 数 . 
设 六 .BB, 宫 时 二 个 成 注 比 例 的 数 , 而 旦 第 一 个 数 4 是 平方 数 . 
则 可 证 第 一 个 数 避 也 是 平方 数 . 
因为 在 4,C 之 问 有 一 个 比例 中 项 数 B, 所 以 有 A,C 是 相似 向 数 . 
[WH. 20] 
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但 是 4 是 牛 方 数 . 
起 也 是 平方 数 . ” 
证 完 
滩 命 是 旺 于 L290 中 相似 面 数 之 一 是 平方 数 时 的 特 
昧 悄 滋 ， 


命题 23 ) 


如 果 丰 个 才 上 成 连 比 例 , 而 月 第 一 个 是 
立方 数 , 则 第 四 个 也 是 亦 方 数 ， 
设 甩 ,B, 侣 ,DD 是 出 个 成 和 过 比例 的 数 ， 
且 4 是 立方 数 . 
日 则 可 证 DD 也 是 立方 数 ， 
加 为 ,4. 瑟 之 加 右 丙 个 比例 中 硕 数 吾 ,C. 
所 忆 BB,. 尹 是 相似 体 数 .YL.21] 
介 赴 B 刁 二 方 数 . 
所 以 如 也 是 之 方 狼 ， 


性 


所 
小 


琼 命 是 十 轨 YIL21 引 才 信人 往 数 之 一 下 六 数 是 的 特殊 情况 . 


命题 24 ) 


如 果 两 个 数 相 比如 同 两 个 平方 数 相 比 ,县 第 一 个 数 是 平 
方 数 , 则 第 二 个 歼 也 是 平方 数 . 
设 两 个 数 ,BB 机 比如 问 平方 数 忆 比 平 方 数 品 ,有 H 设 4 是 平方 
数 . 
因果 证 如 也 是 平方 数 . 
因为 C,D 是 平方 数 , 那 么 CD 是 相似 面 数 . 
站 


第 YU 卷 硬 


所 以 在 两 数 局 , 记 之 间 有 一 -个 比例 中 项 数 . 


4 [LVIIL 18] 
a 又 ,C 比 思 如 同比 B， 
CT 所 以 在 4 ,中 之 问 也 有 一 个 比例 中 项 数 . 
D | V4.8] 
又 4 是 平方 数 ， 
十 以 BB 出 不 平方 数 . LVHI.22] 
证 完 
# 科 = 全 广 数 . 则 8 也 是 -个 平方 煞 ， 
上 豚 凡 局 ;下 有 一 个 比例 中 项 数 od. {yl. 18; 
所 以 旺 丰 有 国 比 的 q.8 了 岂 有 一 个 比 秽 中 项 数 . VI 8] 
半 因 为 直下 方 数 , 遇 各 旨 也 癌 然 是 个 半 广 数 . LVYHTL 221 


命题 25 ) 


如 果 两 个 数 相 比如 同 两 立方 数 相 比 , 且 第 一 个 数 是 立方 
数 , 则 第 二 个 数 也 ,是 立方 教 ， 
设 两 数 A,B 由 比如 同 立 方 数 局 比 4 


立方 数 站 ,又 进 4 足 立 方 数 . 

则 上 厅 证 吾 也 是 立方 数 ， Cc 

央 沪 局 .号 丰 六方 数 , 邦 么 CC,D 是 Do 
相似 笨 数 . E 

所 以 在 忆 ,D 之 间 有 两 个 比例 路 项 F 
数 . [ WII. 191 


又 ,在 站 ,六 之 间 有 多 洗 个 成 连 比 例 
的 数 , 琅 么 研 在 与 在 们 有 相同 比 的 数 之 问 岂 有 和 密 少 个 成 连 比 例 的 数 ， 
[WH. 18] 
所 以 在 丰 , 豆 之 问 也 有 两 个 比例 中 珊 数 . 
设 它们 基 EE,F. 
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其 次 ,由于 四 个 数 4 , 殖 . 王 ,五 成 连 比 例 , 昌 4 是 立方 数 . 
故 吾 也 吕 尽 方 烙 . 


[YIU.23] 
证 完 
如 来 := 0, 日 和 是 一 个 立方 数 , 刚 站 也 是 -个 立方 星 ， 
因为 ,8 有 了 两 个 比例 中 项 数 cc ee. L Vl. 191 
所 以 a; 也 和 有 两 个 比例 1 项 赦 . _YIL8] 
久 在 慑 一 个 名 方 数 , 所 以 b&b 也 直 :个 立方 数 . [TIN. 231 
相似 面 歼 相 比 如 同 平方 数 祖上 比 ， 
设 A,B 是 相似 向 数 . 
则 可 证 4 比 B 如 同 -个 平方 数 比 
4 一 个 平方 数 ， 
如 因为 4, 吾 是 相似 而 数 ,所 以 在 4， 
< 百 之 间 有 -个 比例 中 项 数 ， 
D [VIT. 18] 
设 这 个 数 是 C 


又 取 已 , 百 , 忆 在 与 4 吾 有 相 辐 
比 中 的 散 小 数组 ， 
[WE 23 或 IIL.2] 
所 中 志和 们 的 隔 端 号 ,下 是 平方 数 . VII.2 ,推论 ] 
区 ,由 王 吃 比 下 和 如同 4 比 B, 有 HDD, 下 是 下方 数 . 
所 以 A 比 B 如 间 一 个 平方 数 比 一 个 平方 数 . 


证 完 
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命 瑟 27 ) 


相似 体 数 相 比 如 同 立 方 数 相 比 . 
设 4 , 吾 足 相似 体 数 . 
则 可 证 4 比 召 如 同 -个 立方 数 比 一 个 立方 效 . 
因为 4,B 是 相似 体 数 ， 
所 以 在 及 ,PB 之 间 有 两 个 比例 中 项 


数 . TvIIL.19] 4 
设 它们 是 C,D. 3 
皇 肥 吾 , 严 ,他 , 吾 是 与 4.C， C 
DD,B 有 相同 比 中 的 最 小 数组 ,而 ?了 
HH 它们 的 个 数 想 等 ， 有 一 一 


[VI.33 或 VII.2] 
所 以 它们 的 两 端 吾 , 吾 是 立 
方 数 . TVII.2 ,推论 ] 
吕 ; 吾 比 五 如 同 4A 比 如. 
所 以 也 有 ,4 比 召 如 同一 个 立方 数 比 一 个 立方 数 ， 
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第 必 s 卷 


如 果 两 个 相似 面 数 相 乘 得 某 数 , 则 这 个 乘积 是 一 个 平方 数 . 

设 4, 吾 是 两 个 相似 负数 , 旦 设 4 
乘 互 得 C. 

则 可 证 叱 是 平方 数 ， 


1 
为 此 省 4 自 乘 得 吕 , 敬 也 是 平方 8 
数 . c 
这 时 ,由 于 4 白 乘 得 五 , 旦 4 乘 以 有 jp 
得 C， 


mAEBWpEEC. [VI.17] 
区, 由 于 及,B 是 相似 面 数 ， 


所 以 在 4, 吾 之 癌 有 :个 比例 中 项 数 . 「VITEL18] 
但 是 ,如 呆 在 两 个 数 之 间 有 窗 少 个 数 成 连 比 例 , 束 在 与 著 些 有 相同 
比 的 数 之 间 也 有 多 少 个 数 成 连 比 例 ， [TvVHLS8] 
这 样 也 在 太 , 人 之 问 有 一 个 比例 中 项 数 . 
又 , 刀 呈 平方 烙 ， 
所 以 如 也 是 平方 数 . | ¥11. 221 
证 完 


两 个 相似 面 数 a,b 的 乘积 足 一 个 平方 数 . 
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因为 上 :所 = ol:ab. [wl1[.17- 
及 在 站 ,之 癌 有 一 个 比例 中 项 数 ， [TYHL 18 1 
所 以 在 归 , 员 之 疝 也 有 :个 毕 例 中 项 数 ， [YI1U.g] 
区 时 是 平方 数 ,那么 ab 也 是 平方 数 ， [YHE.22) 


如 果 两 长 相 来 得 一 个 平方 数 , 则 它们 是 相位 面 数 . 
设 A,B 居 两 个 数 , 日 4 乘 以 吾 得 


由 平方 数 C. 
一 一 则 可 证 4 ,B 是 相似 面 数 . 
< 一 一 为 此 ,可 设 4 自 乘 得 万 ， 
2 一 一 于 是 五 是 平方 数 . 
现 在 ,由 于 4 白 乘 得 万 ,HH 4 乘 召 得 
C， 
所 以 ,4 比 五 站 同 五 比 安 . IVTTL 17] 


又 ,由 于 石 是 平方 数 , 且 C 也 是 平方 数 ， 
所 以 万 ,C 部 是 相似 面 数 . 


是 ,在 数 思 ,C 之 间 有 个 颖 例 中 项 数 ， (VIN. 18] 
区 ,五 比 忆 如 同 4 比 B， 
所 以 ,在 和,B 之 间 也 有 -个 比例 中 项 数 ， [vIn.8] 
但 是 ,如 昌 在 两 个 数 之 间 有 一 个 比例 中 项 数 ， 
则 它们 是 林 伐 面 数 ， TWwTIT.20】 
所 以 A,B 是 相 亿 面 数 . 
证 完 
这 是 IX.1 的 道 命题 ,如果 吧 是 -个 平方 数 , 则 a,6 中 相似 面 数 . 
为 :B= ob [YI 171 
又 ,ow 玫 是 平方 数 ,于 是 它们 足 相 椒 庙 数 ,因而 它们 寿 一 个 比例 纤 ! 项 . 
LVIH. 18] 
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所 以 和 :起 也有 -个 比例 中 项 [TVw10.8 
因此 ,5 足 相 似 而 数 ， [YI0.290] 


如 果 一 个 立方 数 自 磁 得 基 一 数 , 则 乘积 是 立方 数 ， 
设立 方 数 A 自 滋 得 万. 


则 可 证 召 是 立方 数 . A—— 
为 此 , 设 亿 是 4 的 边 ,HH 侣 白 于 得 D. 如 

于 是 显然 有 C 乘 五 得 4. Cc— 
现 站 ,由 王 忆 白 乘 得 D， De 


所 以 依照 避 中 的 单位 数 忆 盟 尽 D. 
但 是 依照 C 中 的 单位 数 , 单 位 也 量 尽 局， 

所 忆 , 单 位 比 CC 如同 C 比 D. [YL 定义 20] 
又 ,由 于 辫 乘 以 五 得 4， 

所 以, 依照 中 的 单位 数 ,D 量 尽 A. 
但 依照 C 中 的 单位 数 , 单 位 硅 尽 GC， 

所 以 ,单位 比 C5 如同 D 比 A. 

而 单位 比 忆 如 同 CG 上 比 D， 

所 以 也 有 单 疗 比 CC 如 同 C 比 D, 也 如 同 DD 比 4. 
于 是 在 单位 与 元 4 之 间 有 成 连 比 例 的 两 个 比例 中 项 数 C,D. 
又 ,由 于 妥 自 于 得 B， 

所 以 依照 4 中 的 单位 数 ,A 尽量 五 . 
世 是 ,依照 各 中 的 单位 数 , 单 位 也 其 尽 A， 


所 以 ,单位 比 4 如 同比 B. VL 定 多 20] 
但 在 单位 与 4 之 间 有 两 个 比例 中 项 数 ， 
所 以 在 及 ,BB 之 闻 也 有 商 个 比例 中 二 数 ， -VINE.8] 
然而 ,如 果 在 两 个 数 之 间 有 了 两 个 比例 中 项 数 , 旦 第 - -个 是 立方 数 ， 
则 第 二 个 也 是 立方 数 . { VII. 23] 
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了 于 有 A 是 立方 数 , 所 以 , 蝇 也 是 立方 数 . 
证 完 

让 时 qi a! 是 一 个 记 方 数 . 
[5 
所 以 让 1 与 之 间 有 两 个 比例 中 项 数 . 
又 ta? 一 Ms te 0. 
所 以 在 中 匡 之 间 有 两 个 比例 中 项 数 . [wil. 8] 
而 @ 是 - :个 立方 数 ,所 以 a 也 是 立 六 数 . TYJI .221] 


侈 是 4 


如 果 一 个 立方 数 节 一 个 立方 数 得 某 人 外 数 , 则 这 个 乘积 也 
是 立方 数 . 


了 4 设立 方 数 4 腾 以 诺 方 数理 得 局 . 
号 则 可 证 C 是 立方 数 . 
Cc 为 此 ,可 证 4 白 污 得 号 ， 
D 于 是 ,DD 是 立方 数 . [IX.3] 
又 ,由 于 4 自 铺 得 万 ,上 昌 4 琵 以 刀 得 
C', 
所 以 ,4 比 B 如 问 D 比 GC. LW 171 
又 ,出 于 四 ,如 是 立方 数 ,都 么 点, 吾 是 相似 性 数 . 
于 是 在 4,B 之 间 有 两 个 比例 中 项 数 ， [¥iH. 19} 
这 样 在 吃 , 0 之 间 也 有 两 个 比例 中 项 数 . | Vill.8} 
已 知情 是 立方 数 ， 
所 以 CC 了 出 是 立 放 数 ， [WIIT.23] 
证 完 
证 明 轨 ' 玉 是- -个 立方 数 . 
因为 := a a a bi. LYIt. 17) 
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二 在 村 侯 六 体 数 ,bi 之 加 有 后 个 比例 中 项 数 ， _VIL. 9 


所 以 在 归 : 寻 .0 时 之 间 有 两 个 比例 中 项 数 ， [VIIT.8] 
们 足 qa3'a’' 是 -个 立 片 数 ， [IX.31 
所 以 a 如 也 是 一 个 以 广 数 . [Ya,23] 


如 果 一 个 立方 数 床 以 一 个 数 得 一 个 立方 数 , 则 这 个 被 乘 


数 也 是 一 个 立方 数 . 
设立 力 数 4 梯 以 -- 数 吾 得 立方 4 

数 王 . B 
缸 果 证 娟 是 立方 数 ， c 
为 此 , 设 4 拍 乘 得 D, 于 是 了 是 pp 

六方 数 ， [IX.3] 
现在 ,出 于 4 自 乘 得 五 , 且 4 来 

以 吾 得 局 ， 

所 以 ,4 EB OTD EC. FVII.171 
因 D,C 是 立方 数 , 于 是 它们 是 相似 体 数 . 
所 以 在 万 ,CO 之 间 有 两 个 比例 中 项 数 . [WHIL. 19] 
又 , 画 比 避 妇 同 4 比 吾 ， 

所 以 企及 ,8B 之 间 也 有 药 个 比例 中 项 数 . [LW¥HI. 8] 
已 知 4 是 立方 数 ,所 以 B 也 是 立方 数 . [ ¥111. 23] 

证 完 

大 一 个 站 方 数 , 则 此 是 立方 数 . 
因为 a 是- 一 个 立方 数 . [区 ,31 
Raa-p=a:b TVU.I17] 
阿 相 根子 位 数 oa.t 之 间 大 两 个 纪 例 中 项 数 . LV]IIL.19] 
所 也 在 中 ,之 剖 由 有 是 个 比例 中 项 数 ， [LVTIT.S- 
而 a? 直立 卢 虱 :所 以 请 也 是 亚 方 数 . - VI. 23] 
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如 果 一 个 数 自 乘 得 一 个 立方 数 , 则 它 本 身 也 是 立方 数 . 
设 数 4 上 乘 得 立方 数 吾 ， 
则 可 证 4 也 是 立方 数 . 
为 此 , 设 委 习 以 BB 得 忆 . 
CT 此 时 ,有 由 于 4 白 梁 得 互 , 旦 4 乘 以 吾 得 C， 
所 以 忆 是 立方 数 . 
又 ,由 于 4 自 情 得 8， 
所 以 依照 4 中 的 单位 数 ,4 量 尽 BB. 
但 是 依照 4 中 的 单位 数 ,单位 也 大 尽 4. 
所 以 ,单位 比 A 如 同 A 比 五 . 了 .定义 20] 
又 ,因为 和 A 乘 以 B 得 忆 ， 
所 以 依照 4 中 的 单位 数 ,B 量 尽 避 . 
但 依照 4 中 的 单位 数 ,单位 也 攻 尽 A. 
所 以 ,单位 比如 同 B 比 局 . [VL 定义 20] 
但 是 ,单位 比 A 如 局 4 比 B， 
所 以 也 有 ,和 丰 比 BB 如 同 B 比 C. 
叉 由 于 吾 ,C 是 立方 数 , 于 是 它们 是 相似 体 数 . 


ww 


所 以 在 召 ,C 之 加 有 两 个 比例 中 项 数 . "WI, 19 
又 ;五 比 避 如 局 4 比 B. 
所 以 在 有 ,B 之 间 也 有 商 个 比例 中 项 数 . [ YT.8] 
又 B 是 立方 数 ， 
所 以 ,4 也 是 立方 数 ， [WT, 23 ] 
证 完 


如 果 是 一 个 六 方 数 , 则 a 也 是 个 立方 数 ， 
因为 1:0= a:a = da. 


且 友 ,@ 是 师 立 方 数 , 堵 么 在 它们 之 间 有 两 个 比例 中 项 数 ， [LVIID.19] 
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所 以 末 aa2 之 同人 并 上 疝 个 比例 中 质数 . _VIL.S] 
曾 @2 足 一 个 立方 数 , 所 以 Q 志 是 一 个 立方 数 . [VIII. 23] 


如 果 一 个 合 数 磁 一 数 得 某 数 , 则 这 个 乘积 是 体 数 ， 
届 合 数 4 乘 一 数 如 得. 


则 可 让 如 是 体 数 . 4 
过 为 ,由 十 -个 合 数 4 能 被 某 8B 

数 喇 量 尽 . [VIL 定义 13] “一 一 一 
设 数 DD 量 尽 A 的 深 数 为 EF， D E 


于 二 吃 乘 以 玉 得 A， 
所 以 A 是 了 ,B 的 屡 积 . 
府 日 ,依照 DD 其 尽 4 有 多 少 次 ,就 省 马 中 有 同样 多 少 单位 . 
这 时 ,由 上 依照 互 中 的 单位 个 数 , 呈 量 尽 4， 
所 以 吾 乘 万 得 由 . LvIL. 和 定义 15] 
又 由 于 4 和 汪 以 如 得 口 , 又 4 是 姜 , 睛 的 溢 积 . 
所 以 也, 五 的 乘积 乘 以 妃 得 屡 ， 
因此 ,六 是 立方 体 数 ,月 瑟 , 吾 , 吾 分 别 是 它 的 氨 . 


和 著 是 全 ， 


如 果 从 单位 开始 任意 给 定 成 连 比 例 的 著 干 个 数 ,那么 由 
单位 起 的 第 三 个 是 平方 数 , 且 以 后 每 柄 一 个 就 是 平方 数 ;第 四 
人 是 豆 方 数 , 以 后 每 隔 两 个 就 是 立方 数 ;第 -七 个 既是 立方 数 也 
是 平方 数 , 且 以 后 每 陋 五 个 既是 立方 数 也 是 平方 数 ， 
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设 由 单位 开始 有 - 些 数 4 ,万 .CD， 
4 一 五 ,下 成 连 比 例 . 


3 则 可 证 由 单位 起 的 第 三 个 数 吾 是 平 
Cc 方 数 , 以 后 簿 随 一 个 就 是 半 方 数 ;0 是 第 
D 四 个 数 , 它 是 立方 数 , 以 后 每 隔 沿 个 就 是 
E 立方 数 ; 严 是 第 七 个 数 . 它 国 是 立方 数 也 
F 是 平 户 数 ,以 后 每 疝 五 个 既是 立 访 数 也 是 
平方 数 ， 
人 因为 ,由 于 章 位 比 4 如 同比 B， 
所 以 ,单位 量 尽 4 与 4 量 尽 BB 有 相 闻 的 次 数 . [XI. 定义 20] 
但 依照 4 中 的 单位 数 , 单 位 量 尽 4， 


所 以 ,依照 4 中 的 单位 数 ,A 也 蜡 尽 诊 ， 
所 以 A 自 刁 得 BB， 
于 是 ,B 是 平方 数 . 
六 由 于 如 ,CC,D 成 连 比 例 , 和 有 B 是 平方 数 ， 
所 以 呈 也 是 平方 数 . [YIIT.22 
回 理 , 斑 也 是 平方 数 . 
状 位 地 ,我 们 可 以 证 明 , 每 隔 一 个 数 就 是 -个 平方 数 . 
其 次 可 证 怠 是 由 单位 起 的 第 四 个 束 , 它 是 记 方 数 , 以 后 千 隔 了 是个 
都 是 立方 数 . 
内 为 单位 比 A 如 同 B 比 C. 
所 以 单位 量 尽数 4 与 B 量 尽 忆 有 相同 的 次 数 . 
但 依照 4 中 的 单位 数 , 单 位 量 尽 4 ， 
所 以 依照 4 由 的 单位 数 ,B 明 尺 纪 . 
于 是 上 4 乘 以 召 得 三. 
这 时 ,由 于 A 自习 得 BB, 日 A 滋 BB 得 0. 
所 以 局 是 立方 数 . 
区 由 于 OD,E, 玉 成 连 比 例 , 且 口 必 六方 数 ， 
所 以 碧 也 是 立方 数 . [VwTTL23] 
但 它 已 被 和 证 明了 岂 是 平方 数 ， 
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所 以 ,出 单 你 起 第 七 个 数 既 是 立方 数 也 是 平 万 数 ， 
类 似 地 ,我们 可 以 证 明 以 后 所 有 孝 些 每 隔 无 个 数 的 数 既 是 平方 数 
也 是 立方 数 . 


证 完 
如 打上 ,Qo; 3 ;一 吕 几 何 数 别 , 则 aa ady Qo， 肯 足 平方 数 ;3, oo, go.… 都 
起 立方 数 ; aa at … 每 -个 既 足 平方 数 耻 足 立 方 数 . 
二 为 @:1= ioa 所 以 y= ,2 中 一 个 平方 数 . 
区 由 为 oa,aay ma 起 几何 数列 ,qs 足 平 方 数 ,那么 q4 也 是 平方 数 . 
| wTIIL 22 
类 似 地 ,an.ta,… 也 孝 是 平方 烙 . 
其 次 ,因为 1]:0= :t= ea 因此 or= 旭 ,os 基 一 个 立方 数 ， 
区 因为 casadsyasyean 是 几何 数列 ， 3 赴 一 个 站 方 数 , 那 各 qs 也 足 一 个 立方 
数 ， [¥01.23. 
类 拟 地 ,ayaa,… 也 部 是 立方 数 . 
时 然 ,a6 ats 和 -个 既 足 半 方 数 岂 足 立 方 数 ， 
由 上 讶 的 结果 ,上 述 的 儿 何 数 姑 可 以 写成 . 


| 


由 单位 开始 给 定 成 连 比 例 的 任意 多 个 数 , 如 果 单 位 后 面 
的 数 是 平方 数 , 则 所 有 其 余 的 数 也 是 平方 数 ; 如 果 单 位 后 面 的 
数 是 立方 数 , 则 所 有 其 余 的 数 也 是 立方 数 . 

设 由 单位 起 给 定 成 连 比 例 的 几 个 数 A, B,C,DD, 百 ,下 ,是 汕 单位 
后 面 的 数 4 是 下方 数 . 

由 可 让 所 有 长 余 的 数 也 是 半 方 数 . 

现在 已 证 明了 ,由 单位 起 第 :个 数 B 是 平方 数 ,而 且 以 后 每 隔 一 
个 效 也 是 平方 数 、 [TX.8] 
则 可 证 所 有 其 余 的 数 也 是 平方 数 ， 
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A—— 数 ， 

呈 所 以 .CC 也 是 平方 数 ， ”| Yan.221| 

c 又 ,因为 B,C,D 成 连 比 全 .日 BB 足下 

万 方 数 ， 

E 号 也 虹 平 方 数 . L YII. 22] 

F 次 似 地 ,我 们 可 证 明 所 有 其 余 的 数 也 中 
平方 数 . 


其 次 , 设 4 是 立方 数 ， 

则 可 让 所 有 其 余 的 数 也 是 立方 数 . 

现在 ,已 证 明了 由 单位 起 第 四 个 数 吕 是 立方 数 ,以 后 每 陋 遇 个 帮 
是 站 方 数 ， {IX.8] 
则 可 证 所 有 其 余 的 数 也 是 立方 数 . 

因为 ,由 于 单位 比 4 如 同比 B， 
所 以 ,单位 量 尽 A 与 4 量 尽 B 有 相同 的 次 数 , 

但 依照 4 中 的 单位 数 ,单位 其 尽 A. 

所 以 依照 4 中 的 单位 数 ,4 也 其 上 尽 召 . 

所 以 4 自 乘 得 五. 


又 和 是 立方 数 . 
伍 直 ,如 果 一 个 立方 数 自 乘 得 其 个 数 ,其 乘积 也 是 .六 方 数 . 
[TX.31 
所 以 B 也 是 立方 数 . 
又 ,由 天 嫩 五 ,C, 太 成 连 比 例 , 且 4 是 立方 数 ， 
于 此 万 也 是 立方 数 . 「YHEL 23] 
同 理 , 吾 也 是 立方 数 ,类 似 了 ,所 有 其余 的 数 也 是 立方 数 . 
证 完 


如 果 1,.o2aa eye 中 -个儿 何 数 到 , 邮 么 aa ,os 出 都 足 平 方 数 ;区 
如 条 14,@ ,eada “是 一 个 几何 数 徊 ,于 么 ga,as 也 都 足 方 数 . 

把 1 生 述 结论 是 以 写成 

la a a, ee 
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各 了 虹 几 引得 :几何 原本 


和 la .a .or, a, , Qa. 


命 凡 19 ) 


由 单位 开始 给 定 成 连 比 例 的 任意 多 个 数 , 如 果 单 位 后 面 
的 数 不 是 平方 数 , 那 么 除去 由 单位 起 的 第 三 个 和 每 隔 一 个 数 
以 外 ,其 父 的 数 都 不 是 平方 数 , 又 ,如 果 单 位 后 面 的 数 不 是 立 
方 数 ,那么 ,除去 由 单 住 起 第 四 个 和 每 隔 两 个 数 以 外 ,其 余 的 
数 都 不 是 立方 数 . 

温 由 单位 开始 有 成 连 比 例 的 儿 个 数 4 ,已 ， 4 一 一 


C,D, 吾 ,让 ,县 设 单位 后 面 的 数 4 不 是 平方 数 . 3 一 
则 可 证 除 由 单位 起 第 一 个 和 每 隔 一 个 数 以 c 

外 的 任何 其 余 的 数 都 不 是 平 上 打数. D 
内 为 ,如 果 可 能 , 设 C 是 平方 数 ， E 

但 号 也 是 平方 数 . ‘IX.8] F 


Co 


:是 吾 .C 相 比 如 同一 个 平方 数 比 -- 个 平方 
数 . 
艾 : 吾 比 它 划 同 4 比 B， 
所 以 4 ,互相 比 如 条 一 个 平方 数 比 一 个 平方 数 ， 
这 样 4 , 互 是 相似 平面 数 . _YTI.26. 赣 命题 ] 
又 吾 是 冰 方 数 , 所 以 4 也 是 平方 数 :这 与 假设 矛盾 . 
所 以 局 不 是 平方 数 . 
类 似 地 ,我 们 能 证 啊 除 由 单位 起 的 第 一 个 和 每 隔 一 个 区 外 的 任何 
此 余 的 数 都 不 证 平方 数 . 
其 次 , 设 4 不足 立方 数 . 
则 可 让 了 栈 由 单 们 起 第 吓人 个 和 人 第 取 两 个 数 以 外 的 任何 其 余 的 数 者 不 
是 立方 数 . 
因为 ,如 果 可 能 , 设 DD 六方 数 . 
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现在 如 也 是 立方 数 ,因为 它 是 由 单位 起 的 第 四 个 . [IX.8] 
又 ,CC 比 五 如 同 吾 比 尼 ， 

所 以 ,B 比如 同一 个 立方 数 比 一 个 立方 数 . 
和 叱 是 六 方 数 , 所 以 召 也 昨 立 方 数 . [VII. 25] 
因为 单 在 比 A 如同 有 A 比 B， 

区 依照 中 的 单位 数 , 单 位 基 尽 A 和 4， 

所 以 依照 4 中 的 单位 数 ,A 其 尽 B. 
这 样 4 自 乘 得 立方 数 BB. 
但 是 ,如 果 一 个 数 白 乘 得 一 个 正方 数 , 它 自 己 也 是 立方 数 . 

[JIX,6] 


所 以 ,4 也 是 立方 数 : 这 与 假设 凶 后 . 
是 也 不 是 立方 数 . 

类 似 地 ,我 们 能 证 天 由 单位 起 的 第 四 个 和 和 以 后 每 陪 两 个 数 以 外 的 

任何 其 余 的 数 者 不 是 立方 数 ， 
证 完 

如 果 1.a.as.aasy as 十 个 几何 数 询 ,那么 (0) 若 a 不足 半 方 数 , 则 除去 a;， 
qr Go 一 外 都 不 是 平方 数 ;(2) 若 不 司 半 方 数 , 则 除去 wa ,as yt … 外 都 不 是 斌 万 
数 . 

证 坊 如 下 :0) 若 os 是: -个 半 方 数 . 

父 汶 gq: = Qa 

fn as 起 平方 数 ， [x.8) 

于 起 a 比 a; 等 村 一 个 平方 数 比 - -个 平方 数 . 所 以 由 YH.4,& 是 六 方 数 , 这 旺 
假 工 乞 盾 ,所 以 os 不 是 半 方 数 . 

类 似 地 ,可 证 明 aa 部 :不足 平方 数 . 

(2 和 行 Ga 三 -个 立方 数 - 轩 为 aaa= as: ea. 

a 是 个 六 方 数 . [IX.8) 

于 中 ia 比 3 等 于 一 六 方 数 比 一 个 立方 数 . 

而 ea; 是 -个 立方 数 ,所 以 由 YL. 站 .aa 是 一 个 要 广 数 ,这 与 假 议 蔬 古 . 

所 以 04 不足 一 个 立方 数 . 

类 位 弛 ,可 证 明 a as, a7 tg, 一 都 涉 是 立方 数 ， 


eye 


萝 获 儿 里 得 : 儿 何 味 本 


和 如果 由 单位 开始 给 定 成 连 比 例 的 任意 多 个 数 , 则 依照 所 
给 成 过 比例 中 某 一 个 , 较 小 数量 尽 较 天数 . 

设 出 单位 4 起 , 数 8,O, 卫 ,玉成 连 比 例 . 

则 证 用 如 ,CC ,DD, 语 中 的 最 小 数 B 量 思 ， 4 一 一 


所 依照 的 是 数 CG,D 中 的 一 个 . Be 
因为 单位 A 比 B 如 同 D 比 E， Cc 

所 以 单位 4 大 尽数 加 三 五 旦 尽 百 有 相同 的 次 D 

数 ， E 

所 以 由 里 比 , 单 位 及 其 尽 DD 与 8 基 尽 到 有 相同 

的 次 数 . [Yl1.15] 


但 依照 DD 中 的 单位 数 ,4 量 尽 思 ， 
所 以 依照 六 中 的 若 十 单位 数 ,B 坊 尽 百 . 
这 样 , 则 依照 所 给 成 连 比 例 中 某 -一 个 数 D, 较 小 数 B 量 尽 较 大 数 玉 . 

推论 明显 地 ,出 单位 开始 的 成 连 比 例 的 数 中 仔 一 数 荐 它 以 后 时 
数 得 刘 一 数 , 此 数 是 被 基数 以 前 的 草 一 数 . 

证 完 

该 命题 和 推论 可 叙述 泳 ,如果 Tea ,本 屁 一 个 儿 何 数列 , 邮 么 a 整除 
fT. 

防 丘 电 得 各 对 m= a a， 性 如 下 的 证 蜂 . 

因为 1:a= aid 

所 以 1 近 尺 和 与 人 -1 内 后 mn 的 次数 机 |b|， i IT. 15] 

BE,= 0 0.1. 

现 码 我们 对 推论 证 明 如 I 下: 

因为 11: 不 = 人 人 

:0 = 411! ,2 
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第 ]x 誉 二 


CQ = 
由 前 末 比 .3 n= dn [ww 14] 
出 前 面相 辣 的 结论 ,有 ms = ao 网 样 有 有 as = aia-r(r<s<n) 
几 珊 在 证 法 ,我 们 H 以 得 芭 同 底数 和 相 生 的 指数 定理 , 即 


对 
qun a 0". 


命题 忆 


如 果 由 单位 起 有 任意 个 成 连 比 例 的 数 , 无 论 有 多 少 个 素 
歼 量 六 最 后 一 个 数 , 则 同样 的 素数 也 量 尽 单位 之 后 的 那个 数 . 
设 出 单位 息 有 成 连 比 例 的 
几 个 数 A,B, 人 0,D. 


则 可 证 不 论 有 几 个 其 尽 DD 4 一 一 并 一 一 
的 素数 ,A 也 被 同样 的 素数 所 3 一 一 了 
丝瓜. 三 G 

设 五 被 某 个 素数 百 量 尽 ， 了 一 人 人 一 


岂可 证 五 量 尽 44. 
为 此 假 讽 蕊 量 汪 尽 4. 
项 在 召 是 素数 , 艾 企 何 素数 与 它 量 不 六 的 数 是 互 素 的 ， 
[vIl.29] 


所 以 吾 ,4 是 斤 素 的 ， 

式 , 由 -于 吾 旺 尽 五, 设 依照 亚 , 吾 生 尺 DD， 
所以 至 乘 以 盏 得 石 . 

又 ,由 于 依照 中 的 单位 数 ,A 量 尽 ， 


LTX.11 和 推论 ] 
所 以 及 本 以 CC 得 DD. 
但 是 述 有 , 吾 滋 以 瑟 得 也 ， 
所 以 4,C 的 乘积 等 于 五 ,下 的 乘 科 . 
于 是 ,A 比 到 如 同比 C. [YII.19] 
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但 4, 百 中 于 素 的 ， 
互 永 的 数 也 是 慑 小 的 . [VIt.21] 

及 有 相同 比 的 数 中 的 最 小 者 以 同样 的 次 数 手 尽 著 些 数 , 即 前 项 量 
及 前 需 二 后 项 基 尽 后 项 ， [Y 且 .20] 
所 以 , 设 依 照 数 他, 总 量 尽 C ,所 以 三 乘 以 加 得 避 . 

但 ,由 前 述 的 命题 ， 
在 乘 以 BB 也 得 忆 . [ IX.11 和 推论 ] 

所 以 4 , 吾 的 乘积 等 末 吾 ,G 的 乘积 . 

所 以 ,4 比 焉 如同 个 比 号 . [YI 19 

但 4, 扎 是 和 宇 素 的 ， 
而 亏 素 的 数 也 二 最 小 的 ， [vIL21] 
及 有 相同 比 的 数 中 的 最 小 者 ,以 同样 的 次 数量 尽 那 些 数 , 即 前 项 居 尽 前 
项 日 后 项 量 扩 后 项 ， | Vit. 20] 
所 以 吾 量 尽 吾 , 设 依照 百 , 吾 量 尽 五 ,所 以 百 乘 以 末 得 号 . 

但 还 有 有 A 自 乘 也 律 五. -IX.81 
所 以 EE, 二 的 积 等 于 A 的 平方 . 

所 岂 比 A 机 A 比 瑟 . | vIT 19] 

但 A, 玉 是 二 素 的 ， 
五 素 的 数 也 足 最 小 的 ， i v.21] 
且 有 相同 比 的 数 中 最 小 者 旦 那些 数 时 有 相同 次 数 , 即 前 项 量 尽 前 项 月 
后 项 量 尽 后 项 ， [HL.20] 


所 以 再 时 尽 4 如 前 项 三 尽 前 项 ， 
但 ,已 假定 丸 基 不 尽 44: 这 是 不 可 能 的 . 
所 以 瑟 ,A 不 旦 本 素 的 . 
峙 此 , 必 们 是 玉 为 会 数 的 . 
但 基于 为 合 数 时 可 被 某 -- 数 盟 尽 . [VU. 定 祥 14] 
六 ,由 于 按 假 没 巨 是 素数 , 旦 素数 是 除 自 己 外 ,不 被 任 倍数 全 尺 . 
所 以 到 芋 尽 及 , 玉 , 这 样 玉 最 尽 A. 
但 它 了 电量 尽 D, 二 是 卢 量 尽 A ,万 . 
类 似 地 ,我 们 能 证 明 ,无 论 有 了 几 个 素数 能 量 尽 五 ,4 也 将 被 同一 素 
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数量 尽 . 
证 完 
斯 捍 1 » 娄 站 后 一 个 几 休 数列 .pb 是 厅 数 . 各 | plhea. 
内 为 ,出 则 没 pia. 


球 必 {Dp,Q)=1. [| YL.29. 
壕 a = mp. 1X.11| 
n= 

Eig a, = Np, 于 RD= m:n MJT. 4591 
ma. p=1,Pl plo,.i. [wil. 20,21] 


用 同样 方法 ,可 证 得 pla :Plow_3; 一 垢 藤 所 得 出 p19. 这 与 假设 (p. 4) 
=1 队 盾 . 

内 此 ,pa 小 互 索 , 因 击 它们 有 一 个 此 同 的 因子 . .YI. 定 交 4] 

但是 代 六 托 尽 它 . 所 以 pla. 


合十 13 ) 


如 果 世 单位 开始 有 几 个 成 连 比 例 的 数 , 而 且 草 位 后 面 的 
数 是 素 教 ,那么 ,只 这 些 成 叱 倒 的 数 以 外 ,任何 数 都 量 不 尽 其 
中 最 大 的 数 . 


没 由 单位 起 给 定 成 连 。 加 
比例 的 几 个 数 4,B.C,D， 
且 单 位 后 面 的 数 4 是 素 
， 全 
数 . 

D 


基 可 广 队 A,B8,C 以 
外 任何 其 它 的 数 者 其 不 挟 
它们 中 最 大 的 数 五 

因为 ,如 昌 可 能 , 设 它 被 吾 量 尽 ,月 加 不 网 于 4, 召 .心中 任何 一 
个 


显然 巨 不 是 素数 . 


外 网 儿 册 得 -几何 忆 本 


因 略 , 则 末 万 居 素 数 , 和 而 日 量 尽 万， 
亡 也 嚼 尽 娄 数 4， [TX. 12] 
然而 它 不 同 于 4 :这 是 不 可 能 的 ， 

所 以 E 不 是 素数 ,内 而 它 是 合 数 . 

但 是 任何 合 数 前 要 被 某 个 奏 数 盟 尽 ， LVI.31 1 
所 以 召 被 其 一 素数 量 斥 . 

其 次 可 江 除 4 外 它 不 被 任何 另外 的 素数 量 尽 ， 
因为 , 旭 昌 尼 裕 另外 的 素数 量 尽 ,而 百 些 尽 了 万. 

则 这 个 二 外 的 数 也 将 量 尽 万 . 

这 样 , 它 也 进 尽 素数 A， [IX, 12] 
然而 它 个 同 于 4: 这 是 不 可 能 的 . 

所 以 各 量 尽 丽 . 

而 是 ;因为 巨 司 尽 吃 , 设 琅 依照 下 量 尽 DD. 

吕 gf 证 下 不 同 于 数 4 ,B,C 中 任何 …- 个 . 

因为 ,如 果 下 与 数 A,B,C 中 一 个 相同 ,依照 证 基 尽 也 , 则 数 4， 
B,C 中 之 :也 依照 五 昌 尽 五. 

但 数 A ,B,C 中 之 一 依照 数 A4,B,C 之 - 嚼 尽 D， |[ 芭 .11] 
所 以 吾 世 须 与 4, 吾 ,C 中 之 一 相同 :这 与 假设 矛盾 . 

于 旦 中 不 辣 于 4 ,号 ,C 中 任何 个 . 

类 位 地 .我 们 能 证 明正 被 A 所 量 尽 , 卉 只 须 再 证 明 珀 不 是 京 数 ， 

因为 ,如 果 它 是 素数 ,日 量 六 DD， 
它 也 量 尽 素数 4， [1X.12] 
然而 它 不 同 于 4: 这 是 不 可 能 的 ， 

上 是 严 不 是 素数 ,因此 它 呈 全数 - 
但 是 任何 合 数 玫 要 省 蘑 -个 素数 量 尽 ， Lv.31] 
上 是 素 被 其 一 个 素数 基 尽 . 

其 次 可 证 除 4 以 外 王 不 能 被 任何 号外 的 素数 所 量 尽 . 
因 洲 ,如 果 有 另外 的 素数 量 尽 后 , H. 王 晨 尽 万 ,那么 这 个 另外 的 素 
效 也 可 量 尽 DD， 
这 样 它 也 盟 尽 素数 4， [ IX. 12] 
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于 是 及 基 尽 五. 
于 是 依照 百 , 吾 明 尽 了 号 ,所 以 志 弱 以 下 得 DD. 
但 ,还 有 4 乘 以 和 也 待 孔 ， 
所 以 4,C 的 乘积 等 于 五 ,已 的 滋 积 . 
所 以 有 比例 ,4 比 捕 如 同比 人 @. 
但 4 量 尽 请 ,所 以 FF 也 晤 民心, 
设 它 依照 G 盟 尽 它 . 


[1X.11| 


[WT. 19] 


类 似 地 ,我 们 能 征明 G 不 同 于 4,B 中 的 任何 一 个 ,月 4 其 尽 它 . 


及 ,因为 下 依照 G8 泛 尽 局 ,所 以 下 姜 以 得 人 . 
但 ,还 有 .4 乘 以 吾 也 得 C， 
所 以 A,B 的 磋 积 等 三 下 ,G 的 乘积 . 

于 是 ,有 比例 ,4 比 严 如 同 &@ 比 B. 

但 4 量 尽 下 ,所 以 如 也 基 尽 BB. 

进 汤 依照 五 基 尽 它 . 

类 似 地 ,我 们 能 证 明 五 与 4 不同 . 


革 , 由 于 6G 依照 吾 量 太 BB, 所 以 在 乘 以 瑟 得 B. 


但 ,还 有 4 自 浅 得 B， 
所 以 吾 ,G 的 乘积 等 于 4 的 平方 . 
于 是 , 吾 比 可 同 有 及 比 G. 


[LIX.11] 


| 


IX.8] 


[VJL 19 


但 4 其 尽 @, 所 以 吾 也 景 尽 素数 4, 尽 管 豆 不 同上 上 4: 这 是 不 合 


埋 的 . 


所 以 除 4,B,C 以 外 任何 舅 外 的 数 生 不 尽 最 大 的 数 万 ， 


证 完 


由 果 1 Eee 是 几何 数列, 是 素数 , 则 除 沪 数列 ar 以 前 戎 项 外 ， 诬 


有 数 整 除 oa . 
和 否则. 若 有 不 同 于 数 说 a 以 前 各 数 的 5, HL Bt. 
而 天 不 能 是 泰 狐 , 府 则 pia. 
所 以 声 昨 -个 台数 . 设 它 被 某 一 个 素数 六 整除. 
于 是 plar， pla. 


i 1%. 12] 
:YH. 31| 
[ix. 121 
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二 而 就 二 和 区 二 不 能 被 险 a 以 并 的 素数 所 整除 . 

假设 a = 五. 

天 在 枉 @oatt 人 丰 一 个 是 不同 的 , 轩 肖 再 则 志和 将 与 它们 中 某 : - 
个 相合: 1 TIX. 11] 

这 是 与 假 商 子 盾 的 . 

再 在 我 们 您 证 明 5 一样 让 明 c 不 足 娄 数 . 午 c 不 能 裤 除 a 外 的 任何 素数 所 未 

由 于 Bre= a 

同调 &:B= rn 1 

因为 alB,MmM cla,_i, 

没 onr_-1=e 才 

加 下 让 法 ,全 以 得 广 人 不 是 一 个 素数 ,人 与 二 .ay eye 2 中 个 一 个 都 千 相 
全 .也 不 能 被 除 &@ 外 的 任何 素数 所 整除 , 央 而 也 就 得 到 

a1 

按 这 个 步骤 继 纺 进行 下 去 ,我们 就 得 到 一 个 小 的 因子 大 , 必 整 除 a, 昌 不计 于 a， 

这 是 不 合 埋 的 ,因为 赤 是 素数 ， 

本 旺 凡 来 概 定 a 能 害 和 不同 生 呈 aay aa tw -1 的 一 个 数 束 际 居 不 正 态 的 . 峙 
再 辣 岗 得 证 . 


证 是 14-) 


如 果 一 个 数 是 被 一 些 素数 能 量 尽 的 最 小 者 ,那么 , 除 原 未 
量 尽 它 的 素数 外 任何 另外 的 索 数 量 不 尽 这 个 数 . 
设 数 4 中 被 素数 B,C,D 量 尽 


4 a 的 最 小 数 . 
局 则 可 证 除 户 ,C,D 以 外 任何 另外 
p 的 秦 数 者 其 不 尽 A， 

因为 ,如 朵 可能 , 设 素数 严 能 基 


尽 它 ,HH 召 和 B,C,D 中 任何 一 个 人 不 


第 以 管 三 


卉 在 ,因为 在 量 尽 4, 没 低 依 照 严 攻 尽 几 ， 
所 以 得 吾 乘 声 得 4 

又 太 被 素数 B,CC,DD 量 尽 . 

但 ,如 果 两 个 相 乘 得 某 数 , H. 任 - - 泰 数 替 尽 这 个 采 积 , 它 也 芷 尽 原 
来 两 数 中 的 一 个 ， _¥1. 30] 
所 以 B,C,D 量 尽数 巨 ,下 中 的 一 个 . 

现在 它们 量 不 尽 有 R， 
因为 巨 是 这 数 日 不 同 于 数 B,G,D 中 的 任何 一 个 . 

于 是 它们 量 尽 所 省 二 小 于 为 :这 号 不 可 能 的 ， 

内 为 假设 4 是 被 B,C ,DD 量 尽 的 藤 小 数 . 

所 以 除 B,C,D 外 没有 素数 全 尽 4. 


搞 休 斌 说 .- -个 数 仅 “种 方法 被 分 和 解 为 素 寺 数 之 积 . 

设 a 是 被 素数 上 ,er.8.… .的 每 一 个 秽 除 的 磐 小数. 

则 果 可 能. 假 访 和 有 个 不 辣 于 各.e 如 的 素 状 数 产 ， 

设 a= pm. 

因为 由 -下 下 丈 除 4 ,那么 它 必 然 整除 两 岂 于 及 天 之 一 ， [VT 30. 
谭 唱 假 迟 ,它们 不 幕 除 p. 

所 以 它们 必 整 除 小 于 e 的 数 治 :这 是 与 假 谤 并 丘 的 . 

因 市 & 除 Bcd 二 引 , 于 无 蒜 伺 素 轩 了 千 . 


命题 15 ) 


如 果 成 连 比 例 的 三 个 数 是 那些 与 它们 有 相同 比 的 数 中 最 
小 数组 , 则 它们 中 性 何 两 个 的 和 与 其 余 一 数 互 素 . 

设 三 个 成 连 比 例 的 数 4 , 吾 , 避 是 与 它们 有 相同 比 中 的 最 小 者 . 

则 可 证 数 4 , 吾 ,C 中 任何 两 个 的 和 与 其 余 一 个 数 互 素 ， 
如 24,B 之 和 与 C 开 素 ;B,C 之 和 与 A 开 素 及 和 ,CO 之 和 与 B 委 素 . 
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为 此 ,此 - 数 DE,EF 是 给 定 的 征 4,B,C 有 相 
同比 的 数 中 最 小 考 ， -WIL.2] 4 
显然 , DE 自 乘 得 4.H DE 于 以 妈 得 8, 晶 述 有 了 
EF 自 恢 得 心 . [WIN.2] © 
现在 ;出生 DE ,EF 是 最 小 的 ， 
它们 是 瑟 素 的 . [ WIT. 22] 
但 足 , 妇 果 两 个 数 是 于 素 的 ， 
它们 的 和 也 与 等 一 个 工 素 ， [VU.28 ] 
于 是 DF 也 上 与 数 DE ,EF 等 一 个 结束 . 
但 是 还 有 DE 也 与 EF' 下 素 ， 
所 以 DF DE !j EF 互 未 . 
但 是 ,如 上 杂 两 个 数 与 尾 一 数 和 鼎 素 ， 
它们 的 乘积 也 上 刁 该 数 耳 亲 ， [¥1. 24] 
这 样 DR,DE 的 积 与 BF 开 素 . 
因此 FD ,DE 的 乘积 也 与 BF 的 平方 王 素 . {VL. 25] 
介 是 FD ,DE 的 烤 积 是 DE 的 平方 与 DE ,下 乘积 的 和 ， 
[10.3] 
所 以 DE 的 平方 与 DE .EF 的 敢 积 的 和 与 BF 的 六 让 这. 
又 ,DF 的 平方 是 A;DE ,EF 的 乘积 是 B; 而 EF 的 平方 是 . 
所 以 及 ,BB 的 和 与 避 互 索 . 
类 似 地 ,我 们 能 证 明 B,C 的 利 与 4 妇 素 . 
其 次 可 训 . 4 ,CC 的 和 也 与 召 与 素 . 
有 为 DF 与 DE ,EF 中 的 每 一 个 于 素 ， 
所 以 DF' 的 平方 也 与 DE ,EF 的 乘积 互 索 . [WI. 24 ,25] 
但 是 DE ,EF 的 平方 如 天 DB ,EF 乘积 的 二 售 等 J DF 的 平方 ， 
[11.4] 
所 以 DE ,EF 的 平方 加 上 FE ,EF 乘积 的 二 信 与 DB ,EF 的 瑟 积 和 素 ， 
到 分 比 , DE ,EF 的 半 方 与 DE. EF 乘积 的 利 与 DE, EF 的 莱 积 互 
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淮 此 ,村 取 分 比 ,DE,EF 的 平方 和 与 DE ,EF 的 素 栋 互 类 . 
又 DE 的 平方 是 太 ; DE ,EF 的 乘 税 是 召 ， 
而 BF 肘 玫 上方 是 亿 . 
所 以 4,C 的 和 与 BB 开 妇 . 
证 
如 淋 ,8 ,ce 成 玫 何 数 语 ,日 是 与 它们 有 阿 比 数组 中 最 小 数组 ,孝公 
b+, tet eo, +t) 人 仓 基 与 Qa.5,¢ 末 泰 ， 
秆 六 是 有 公 比 41:8 的 坊 小 数 对 ,于 是 几何 数列 谈 为 


由 


oa, ;Nia = a,m= ,=e. [Wl.2., 
ln, 8)=1, 
(etB),e) =1i(t(a+ BB =1, | ¥lt. 28- 
tat , 守 与 a, 不 素 . 
各 斑 (Co + Bo, =1, [¥li. 24- 


Bte? + aa) Y=1. 
或 者 ( Cat 1.6) =1. 
淆 伐 地 .Ca3+ 户 ) ,a?) =1. 即 
Cp+4+ eo},ay=1. 

瑞 让 ,因为 (fa +,a)=1,((at 记 ,8)=1. 所 以 

({o+H) ,of) =1. [yl 24,25, 
或 者 法 (oT 2aB + 让},.03) =1. C1) 
可 得 (Co? + 总) ,a9} =1. 
Bl (Croatce).p)=e1. 


”命题 让 ) 


如 果 丙 数 是 互 素 的 , 则 第 一 信 数 比 第 二 个 数 不 同 于 第 二 
个 与 任何 另外 的 数 相 比 . 
这 两 数 4 ,已 互 壹 . 
则 可 证 站 比 吾 不 同 主 吾 比 主 何 表 外 的 数 ， 
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因为 ,如 果 可 能 , 设 A 比 B 如同 B 比 C. 
现在 A,B 是 互 来 的 ， 


| 
B 互 素 的 数 也 大 各 小 的 ， | YH.211 
c 日 有 相同 比 的 数 中 的 最 小 省 以 柑 同 的 次 数量 尽 其 它 


的 数 , 前 碘 雁 尽 前 项 且 后 项 量 尽 后 项 ， [WI.20] 
二 中 作为 前 项 量 尽 前 项 ,4 明太 BB， 
华 它 也 此 上 月 身 ， 
于 是 4 芋 尽 下 率 的 数 4, 互 :这 是 不 合理 的 
于 是 及 比 BB 不 网 于 B 比 C. 


辣 
时 


如 果 Ca,b}=1 吕 不 存 和 第 .比例 项 . 
上 后 为. 击 则 设 g: p=b:r,xX 为 下 整 歼 . 
那么 由 W120,21 可 得 qa15, 此 与 qa,b . 民 素 于 盾 . 


命题 17 ) 


如 果 有 任意 多 个 数 成 连 比 人 ,而 且 它 们 的 两 端 是 互 素 的 . 
那么 ,第 一 个 比 第 二 在 不 同 于 最 后 一 个 比 任何 另外 一 个 数 . 

设 有 成 连 比 例 的 数 4 , 旦 ,C, 厂 ,用 庶 
它们 的 两 端 A ,DD 订 素 . 


A—— 8 
c 则 可 证 4 比 B 不同 于 DD 比 任何 另外 
D 的 数 - . 
EF 因为 ,如 果 可 能 , 设 A 比 B 如 同 DD 比 
瑟 ， 
由 更 比 .4 比 互 刀 同 吾 比 百 . 


[¥H. 13} 
但 A,D 是 上 生 素 的 . 
二 . 泰 的 数 也 是 最 小 的 . [YU .21] 
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并 有 相同 比 的 数 中 腾 小 者 组 共 它 数 有 相同 的 次 数 , 即 脏 现 盐 尽 
及 项 ,后 项 是 辟 后 项 . YL20] 
由 于 有 A 量 尽 B. 
又 44 比 号 如 同 互 比 心 ， 
所 以 吉 也 此 尽 玄 .这样 A 出 恒信 局， 
又 由 于 ,五 比 女 如 阿 尼 比 五 , 且 吾 量 尽 操 ， 
所 以 C 了 世 直 人 尽 D. 
但 和 也 最 尽 C, 这 样 4 也 基态 也. 
但 它 也 路 尽 白 己 ， 
所 以 下蛋 尽 开 素 的 ,也 :这 十 不 串 能 的 . 
所 以 A 化 B 不 同 于 如 比 任 利明 外 的 数 . 


证 完 

旭 音 mn, 起 几何 数列 .有 aa = 二 则 对 于 ,63,0 不 存在 争 
四 让 倒 项 . 

内 为 ;省 风 洲 和 ;= ar 二 为 下 尾数. 

所 以 a: on = Qi: 

因此 HW 20.21 得 ala;. 

所 以 mala3. 

是 有 aleor. 昌 最 后 得 到 law; 此 与 ,tr 正 索 市 古 ， 


命题 18 ) 


给 定 两 个 数 ,研究 对 它们 是 否 可 能 来 出 第 三 比例 数 . 
没 4, 吾 是 给 定 的 两 个 数 ,我 们 来 研究 它们 是 否 可 能 求 出 第 三 个 
比例 数 . 
现在 4,B 中 素 或 者 不 互 素 . 
如 果 它 们 是 下 素 的 ,已 经 证 明 过 不 可 能 找到 和 它们 成 比例 的 第 一 
个 数 [1X. 16] 
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者 | 忆 儿 里 得 几何 原本 


其 次 , 设 及 ,B 不 开 素 , 旦 设 B 有 自 葬 得 局. 
那么 ,4 量 尽 忆 或 者 量 涉 尽心， 
首先 ,说 4 依照 也 攻 尽 C, 则 有 4 洋 上 得 必 . 
位 述 有 ,号 间 乘 得 口 ,那么 A,D 的 乘积 等 于 B 的 半 方 . 
所 以 是 比 吕 吉 同 呈 比 号 . _WwTT. 19] 
于 是 对 4 ,号 已 经 求 到 了 第 三 个 比例 数 万 . 
接着 设 4 莉 不 尽 忆 ， 
由 可 证 对 有 ,BB 求 第 三 个 比例 数 是 不 可 能 的 . 
因为 ,如 果 可 能 , 设 己 求 公 第 三 个 比例 数 五 . 
于 是 有 4,D 的 苹 积 等 于 BB 的 半 方 ， 
但 BB 的 平方 等 于 C, 所 以 A,D 的 乘积 等 于 局. 
因此 ,A 乘 以 DD 等 于 C， 
所 以 依照 五 ,4 量 斥 C， 
介 是 由 假设 ,4 量 相 尽 C: 这 是 不 合 青 的. 
于 是 , 汝 4 量 不 尽 忆 时 ,对 数 4,B 不 可 能 找到 第 二 个 比例 数 . 


证 完 


山 知 遇 数 a ,5, 求 它们 有 第 二 比 倒 项 的 条 人 御 ， 
Ca 不 开 素 . 1x. 161 
Ca 这 束 除 酉 , 因 淤 如 果 6 成 连 比 例 - 导 人 委 ae = 本 .所 以 直到 . 
< 茶 件 (2) 包 合 茶 件 () ,因为 如 果 要 = mma， 邮 么 a 和 入 就 不 条 素 . 
有 此 结果 ,和 窜 碟 得 到 二 个 成 连 比 例 的 数 为 


下 五 = 
QQ dm) 
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给 定 三 个 数 , 试 研究 对 它们 何 时 能 找到 第 四 比例 数 . 

设 4A,B,C 是 三 个 给 定 的 数 ,我 们 来 研 
完 对 它们 何 时 可 以 找 划 第 四 比例 效 . 

现在 ,或 者 它们 不 是 连 比 例 , 而 它们 的 
商 端 是 瑟 素 的 ;或 者 它们 成 连 比 竺 , 而 它们 
的 琴 端 不 是 互 索 的 ;或 者 它们 既 不 成 连 比 
例 ,五 端 志 不 是 互 素 的 ;或 者 它们 成 连 比 例 ， 
而 且 它 们 的 两 端 是 ff 素 的 ， 

如 困 , 这 时 及, 情 , 侣 成 连 比 例 , 而 且 它 们 的 项 端 有 ,C0 是 互 素 的 . 
出 已 经 证 明了 对 它们 不 可 能 找到 第 四 比例 数 . LTX.17] 

其 次 ,项 有 ,B,C 不 构成 连 比 例 , 而 两 端 仍然 大 互 素 的 . 

则 可 证 在 这 种 情形 里 ,对 它们 也 不 可 能 找到 第 四 比例 数 . 

因为 ,如 果 可 能 , 设 第 四 比例 数 DD 已 找到 ,使 得 

下 比 B 如 间 C 比 D， 

而 且 设 找 出 如, 使 得 互 比 C 如 同 五 比 五 . 

现在 ,由 于 妥 比 BB 如 同 CIED,F.BEEC 如 DD EE, 


> 


那么 , 取 首 未 比 ,4 比 安 芭 本 袜 比 至 . [VII.14] 

但 4,C 是 互 率 的 , 工 率 的 数 电 号 最 小 的 ， i VI.21] 
向 且 有 相同 比 的 数 中 的 最 小 者 ,以 相同 倍数 量 尽 其 余 的 数 , 即 脐 世 鼻 尽 
前 项 ,日 后 项 蛤 从 后 项 . [VI 20; 


所 以 作为 前 项 基 尽 前 项 ,4 绑 尽 C， 
但 它 也 量 尽 它 自己 ,所 以 A 最 尽 互 质 的 数 A4,C: 这 是 不 串 能 的 . 
故 这 时 对 有 ,B,C 不 串 能 找到 第 四 和 比例 数 . 
接着 , 设 A,B,C 构成 连 比 例 , 仙 溉 有 ,GC 不 是 呈 素 的 . 
由 可 证 对 它们 可 能 找到 第 凹 比例 数 . 
为 此 , 设 五 乘 以 毛 得 五 ,那么 4 或 者 量 尽 吾 或 者 盘 不 入 厂 ， 
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首先 .证 4 依照 玉民 上 万 ,所 以 4 乘 避 得 已. 
但 , 偿 有 , 百 乘 以 C 也 得 万 . 
所 以 4 ,五 的 巧 积 等 和 瑟 ,C 的 很 积 . 
于 是 有 4 比 吾 旭 同 CC 比 五 . [ VI. 19] 
所 以 村 及, 吾 ,C 已 经 找到 第 四 比例 数 琴 ， 
长 次 , 设 4 量 不 尽 万 ， 
出 可 证 对 A ,B,C 不 可 能 找到 第 四 比例 数 . 
因为 ,加 果 名 能 , 浇 玉 已 被 找到 ， 
所 以 4 ,如 的 乘积 等 于 吾 ,C 的 业 积 . LV.19] 
但 五 ,C 的 琵 积 基 D, 于 是 4, 玉 的 乘积 也 算 于 疙 . 
所 以 4 乘 以 百 得 五 , 1] 是 4 依照 玉 量 斥 卫 ， 
这 样 4 旺 尽 也 .而 已 设 4 量 不 尽 五 :这 是 不 合理 的 ， 
于 是 当 4 其 不 尽 畏 时 ,对 及 ,B,C 不 可 能 找到 第 四 比例 数 . 
接着 , 设 4,B,C 既 椒 成 连 比 例 , 两 端 也 不 是 互 素 的 . 
又 设 日 攻 以 CC 得 DD. 
类 位 地 ,这 时 可 让 明 , 如 人 有 量 尽 号 ;对 它们 能 找到 第 四 比例 数 ， 
但 是 ,如 果 4 量 椒 尽 孔 ,这 时 就 不 可 能 找到 第 四 比例 数 . 


证 


直 


也 向 三 个 数 .5,6 求 它 们 有 有 第 四 比例 效 的 条 竹 . 
这 个 合 题 的 让 明 是 存 答 陷 的 , 欧 几 里 得 分 上 四 种 情况 训 以 讨论 : 
{Da,b,e 不 成 连 比 例 , H(io.c}=1; 
(2)0,b,e 上 成 连 比 例 , Hta,e)z1; 
(3ja,b8 下 成 连 比 例 ,ROa ce) 
(4)a,b. ec 成 连 比 例 , 上 (aey= 上 
第 14) 种 情况 ,由 TX.17 知 . 没 有 第 四 比例 数 ， 
第 (01) 种 情 沈 ,可 证 没有 第 由 比例 数 , 太 刚 , 壕 行 第 四 比例 数 为 并 ,好 
a:b= ce:a. 
这 这 bic— die. 
[ein 站 :二 ie 
因为 (a ,ce)=1, 所 以 ale. 「Y0G.20.21. 
又 因 (asc)= 1 这 和 吓 不 可 能 的 . 
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但 是 ,这 里 汕 有 下 明 不 能 拱 到 第 四 比例 数 , 宕 仪 壕 坦 广 如 果 如 是 -个 第 要 比 
例 数 , 则 人 请 行 一 个 下 整数 e 满足 方程 bie= de, 
否则 ,EH 1%. 16 就 得 出 字 盾 .其 上 扩 俩 如 2:4=5:10. 

第 {27,53) 种 铺 潍 证 明 是 正确 的 ,ql be, 纺 有 第 四 比 们 数 ; 
tbe. 就 没有 第 开 种 比例 数 . 

事实 上 , 灶 以 上 四 神情 况 企 一 种 ,alPe 足 a.b.c 有 第 四 比例 数 的 充分 条 件 . 


命题 20 ) 


预先 给 定 任 意 多 个 素数 , 则 有 比 它们 更 多 的 素数 ， 
设 A ,B,C 是 珊 完 给 定 的 素数 . 


则 可 证 有 比 4 ,B,C 是 多 的 素数 . 4 一 
为 此 , 皮 能 被 A, B,C 量 尽 的 最 小 2 一 G 
数 , 并 设 它 为 D5, 再 给 DE 加 上 单位 Cc 
DF. 五 Dp 
堵 么 EF 或 者 是 素数 或 首 不 是 索 数 . 
首先 , 进 它 中 素数 ， 
那么 已 找到 入 于 及 ,B,C 的 素数 4 五,C, 王 . 
其 次 , 设 EF 不 是 素数 ,那么 BF 能 被 菜 个 素数 刘 尺 . 
LVTL31 


设 尼 被 素数 G 芋 尽 . 

则 可 让 G 与 数 有 六 ,B,C 任何 个 都 不 相同 . 

因为 ,如 桌 可 能 , 设 它 是 这 样 ， 

现在 及 ,B,C 芋 凡 了 BR ,所 以 四 也 进 尽 5. 

们 它 也 量 尽 5. 

所 以 G 作为 一 个 数 ,将 虹 尽 其 剩余 的 数 , 即 量 尽 单位 BF: 这 居 不 
合理 的 . 
所 以 台 与 数 4, 吾 ,五 任何 一 个 部 不 同 . 
又 由 很 设 它 是 素数 . 
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得 欧 儿 里 得 ' 儿 行 原 机 


国 已 经 找到 了 素数 4 ,B,C,G, 它 们 的 个 数 多 于 斋 先 给 定 的 4， 
五 ,C 的 个 数 . 


证 


出 


和 这 在- -个 很 重要 的 命题 , 它 指出 素数 有 无 穷 狗 . 

此 命题 的 证 明 方 法 常 兄 于 我 们 型 在 的 数论 教程 之 中 , 设 e,B,c…:; 下 是 :此 
素数 ,那么 它们 的 乘积 加 1, 即 abe… 天 +1 或 者 足 素 数 或 者 不 是 素数 . 

1) 站 果 它 二 素数 ,那么 就 给 已 知 素数 又 涂 了 一 个 素数 ; 

12) 如果 它 不 是 素数 , 则 各 它 就 有 -个 素数 加 了 9. 

LWwITL31] 

刷 么 p 就 不 同 于 a, 悍 ,ce 此 中 的 伍 何 -个 ,因为 香 则 设 它 起 本,e ,大 
此 中 之 一 ,由 于 它 整 除 abc… 天 ,于 是 它 就 束 除 1, 这 是 不 可 能 的 . 

所 以 在 任何 情 癌 于 ,我 们 可 获得 :个 新 的 素数 . 

用 此 方法 ,就 可 得 到 雹 许多 个 素数 


如 果 把 一 些 惕 数 相 加 , 则 其 总 和 是 偶数 
设 把 几 个 偶数 A5B, BC, CD， 
DE 相 贡 . 
4 8 C Dk 则 可 证 共 总 和 AE 是 偶数 . 
内 为 ,由 于 数 AB, BC, CD，, 
DE 的 每 一 个 都 是 代数 , 它 有 一 个 
平 部 分 . [YIH. 定 多 白 ] 
这 样 总 和 AE 出 有 一 个 半 部 分 ， 
但 是 ,可 以 被 分 成 相等 的 两 部 分 的 数 是 偶数 . [YU. 定 六 日 ] 
所 以 A5 是 偶数 . 证 完 
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-如果 把 一 些 奇 数 相 加 ,而 且 它 们 的 外 米 是 司 数 , 则 其 总 和 
将 是 偶数 ， 
设 有 偶数 个 奇数 4B ,Br ,DE ,把 它们 如 在 一 起 . 


4 B 全 D EE 
则 可 证 总 和 AE 是 偶数 . 
因为 ,由 于 数 A8B, B80,0CD,DE 每 一 个 部 是 奇数 , 妨 果 从 每 一 个 减 
去 -个 单位 ,那么 .每 个 余数 将 是 倘 数 ， [VTL 定 区 了 ] 
这 样 它们 的 总 和 是 偶数 . [IX.21] 
但 单位 的 个 数 也 是 侦 数 个 ， 
所 以 总 和 AE 也 是 偶数 . [IX.21: 


证 完 


如 时 把 一 些 夺 数 相 加 ,而 且 它 们 的 个 数 是 奇数 , 则 全 体 也 
是 奇数 ， 

设 把 一 些 冶 数 4B ,BC,CD 4 ¢ ED 
加 在 一 起 ,它们 的 个 数 是 奇数 . 

则 可 证 总 和 AD 是 森 数 ， 

设 失 CD 中 减 去 单位 DE, 则 余数 CE 是 偶数 [VI 定义 7] 


但 CA 也 是 偶数 . [IX. 22] 
所 以 总 和 4 克也 是 偶数 . [TX.21] 
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PR 


者 欧 儿 里 得 - 几 和 地 本 


又 DE 是 -个 单位 . 
所 以 AD 足 奇 数 . -YI 定义 了] 
证 完 


如 果 从 偶数 中 减 去 偶数 , 则 其 余数 是 偶数 ， 
设 从 偶数 4B 减 去 偶数 BC. 
本 Cp 则 可 证 余数 C4 中 偶数 . 
因为 ,AB 是 偶数 , 它 有 一 个 半 部 分 ， 
LVIL. 冠 光 日] 


问 理 BC 也 有 一 个 半 部 分 . 
这 样 余数 C4 也 有 一 个 半 部 分 ,从 而 余数 AC 也 是 偶数 . 
证 完 


如 果 从 一 个 司 数 减 去 一 个 奇 教 , 则 余数 是 奇数 . 
设 从 侦 数 4P 减 去 奇数 BC. 


4 CDp 则 可 证 余数 C4 是 奇数 ， 
为 此 说 从 BC 减 去 单位 CD， 
所 以 DB 是 偶数 . [YIT. 定 区 了 ] 
但 是 4B 也 旦 侦 艳 、 
所 以 余数 AD 也 是 偶数 . [IX.24] 
又 CD 是 一 个 单位 . 
所 以 CA 是 奇数 . [YIT. 定 义 了 


证 完 
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第 区 卷 国 


如 果 从 一 个 奇数 减 去 一 个 奇数 , 则 余数 将 是 偶数 . 
设 从 奇数 AB 减 去 奇数 BC. 


则 可 让 余 烙 OA4 是 偶数 . | 5 Dp 8 
因为 ,出 十 AB 是 奇数 , 设 从 它 中 减 友 单位 
SBD. 
所 以 余数 AD 是 偶数 . -VL 定义] 
同 理 , CD 也 是 偶数 . “VIL 定义 7] 
这 样 余数 cd 也 是 偶数 . -IX.241 
证 完 


“人 弟 题 27 ) 


如 果 有 从 一 个 奇数 减 去 一 个 偶数 , 则 余数 是 奇数 . 


设 从 奇数 45 减 去 偶数 BC. 
则 本 证 余数 CA 是 奇数 ， A 
设 从 奇数 4B 减 友 单位 AD, 那 么 DB 是 

偶数 ， [WIT. 定 多 了] 
但 是 BC 也 是 偶数 . 
所 以 余数 CD 是 偶数 . [IX.24] 
故 Ch 是 奇数 . YI. 定义 了 ] 


证 完 
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二 哆 几 里 得 - 开 何 上 本 


如 果 一 个 琳 数 乘 一 个 偶数 , 则 此 来 程 将 是 偶数 . 
设 奇数 4 莱 以 偶数 得 忆 ， 


4 则 可 证 C 是 恨 数 . 

B 因为 ,由 于 有 4 环 以 BB 得 忆 ， 

一 一 一 一 所 以 在 4 中 有 多 少 单位 ,C 也 号 由 多 少 个 等 
于 B 的 数 想 加 . 


TVTIL 让 六 151 
H B 是 偶数 ,所 以 ,C 是 一 些 俏 数 的 和 、. 
伍 嘴 ,如果 一 些 皮 数 机 在 一 起 ,其 总 和 十 介 数 . [LIX.21] 
所 以 尼 倘 数 . 
证 


册 


如 果 一 个 奇数 乘 一 个 奇数 ,其 乘积 将 仿 是 奇 艰 ， 
设 育 数 4 乘 以 育 数 号 得 口 . 


4 一 则 可 证 忆 是 奇数 
召 因为 ,A 乘 以 BB 得 人 . 
c 所 以 在 有 中 有 人 多少 个 单位 ,C 也 就 由 和 多少 
个 等 于 BB 的 数 由 加 ， [VIT 定 尺 15] 
浆 , 数 A,B 的 符 一 个 是 奇数 ,所 以 ,C 是 奇数 个 奇数 的 和 . 
故 CGC 是 奇数 . [X11. 231 
证 完 
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第 以 兰考 


如 果 一 个 奇数 量 尽 一 个 悄 数 , 则 这 个 奇数 也 量 尽 它 的 一 半 . 
设 奇 数 4 盟 尽 偶数 BB. 


则 可 证 4 也 其 尽 吾 的 -六 . 4 
因为 ,由 于 4 成 尽 百 , 设 4 量 尽 百 得 口 ， 至 
则 可 证 之 不 是 奇数 . “一 一 


因为 .如果 可 能 , 设 它 是 奇数 . 
那么 ,因为 A 量 尽 B 得 C, 所 以 4 乘 以 CC 得 B. 
于 是 8B 是 奇数 个 背 数 之 和 和 . 
所 以 吾 是 奇数 ;这 是 不 合理 的 ， | Ix.23] 
因为 由 假 渤 它 是 侦 数 . 
于 是 ,C 不 足 奇 数 ,而 是 帆 数 . 
这 样 ,4 侦 数 次 鞭 尽 BB. 
出 此 它 也 基 尽 B 的 一 半 ， 


如 果 一 个 奇数 与 某 数 互 素 , 则 这 个 奇数 与 某 数 的 二 信 互 素 ， 
设 奇 数 4 与 数 巨 万 素 , 旦 设 C 是 刀 


A 的 二 人 六. 

BO 则 HJ 证 及 与 C 午 素 . 

< 一 一 一 因为 ,如 果 它 们 不 豆 素 , 则 有 其 一 数 
卫 一 一 量 尽 它们 , 设 这 数 尼 五 . 


现在 4 是 奇数 ,于 是 了 D 也 是 奇数 ， 
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第 [xX 郑 硬 


命题 33 ) 


如 果 一 个 数 的 一 半 是 奇数 , 则 它 仅 是 避 悦 奇数 . 
设 数 4 的 一 半 是 奇数 . 
则 可 证 全 仅 是 偶 倍 奇数 ， 
4 现 柚 ,时 然 包 是 偶 倍 霜 数 ,因为 它 的 -- 半 是 奇数 . 
此 人 痛 数量 尽 原 数 的 次 数 为 偶数 ， "YH. 定 尖 9] 
其 次 可 广 它 也 仅 是 个 入 奇数 . 
因为 ,如 果 4 也 是 否 倍 偶数 ， 


孝 么 它 被 一 个 偶数 量 尽 的 次 数 是 个 数 . VIL 定义 8] 
于 是 ,虽然 它 的 六 是 奇数 ,而 它 的 半 也 将 被 一 个 偶数 其 尽 : 这 是 不 
合理 的 . 


故 4 仅 是 偶 倍 奇数 . 
证 完 


病 题 34 ) 


如 果 一 个 数 既 不 是 从 二 开始 连续 二 倍 起 来 的 数 , 它 的 一 
半 也 不 是 奇数 , 那 以 它 既 是 惕 倍 刁 数 也 是 偶 倍 奇数 ， 

设 数 4 既 不 足 从 二 开始 连续 一 倍 起 来 的 数 , 它 
的 一 六 也 不 是 奇数 . 4 

则 可 证 4 既是 偶 倍 偶数 岂 是 个 依 硒 数 . 

显然 4 是 俏 倍 偶数 . 

因为 它 的 一 半 不 是 奇数 . [WII 定义 8 

其 次 可 证 它 也 是 侦 倍 奇数 . 

因为 ,如 采 平 分 4 ,然后 平分 它 的 一 半 ,而 且 继 续 这 样 作 下 去 ,我 
们 就 将 得 到 某 一 个 奇数 , 它 其 尽 4 的 次 数 旺 偶数. 
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| 各 欧 岂 生得 -几何 原本 


因为 ,否则 ,我 们 将 得 到 二 ,从 而 4 是 从 二 开始 连续 一 倍 起 米 的 数 
中 的 数 :这 与 假设 矛 厢 . 
| 于 号 已 足 偶 倍 奇数 . 


一 


{ 己 让 明 本 它 也 是 偶 倍 偶数 ， 
故 4 是 是 偶 倍 偶数 也 是 偶 倍 奇数. 


前 
出 


如 果 络 出 成 连 比 例 的 一 些 数 , 又 从 第 二 个 与 最 后 一 个 减 
去 等 于 第 一 个 的 数 , 则 从 第 二 个 数 得 的 余数 比 第 一 个 数 如 同 
从 最 后 一 个 数 得 的 余数 比 最 后 一 个 数 以 前 各 项 之 和 . 
没有 从 最 小 的 4 开始 的 - 些 数 A,BC,D, EF 构成 连 比 例 , 又 没 
从 BC 各 EF 中 减 去 等 于 4 的 数 BG, FH. 
则 可 证 GC 比 # 如 同 BH 化妆 ,BC,D 之 和 . 
为 此 , 设 FE 等 了 BC, 有 到 等 于 DD， 
那么 ,让 于 FEK 等 于 BO, 且 基 中 部 分 FH 等 于 部 分 BG. 
所 以 余数 HK 等 上 余数 GC. 
丈 由 于 ,PP 比 D 如同 EBC, 日 如 同 BC 比 4， 
而 放 等 于 江 ,BC 等 于 FE, 以 太 A 等 FFH. 
所 以 EF 比 瑟 如 同上 LF HH FXK， 


人 又 如 同 FE 比 FEH. 
至 C 由 分 比 , 卫 比 了 如 同 LK 比 
了 -一 一 FE, XW KH HFH. 
二 Ep VII.11. 13] 

所 以 也 有 ,前 项 之 一 比 后 项 之 一 
如 同 所 有 前 项 的 和 下 所 有 后 项 的 和 . [ VI. 12] 


所 以 ,KH LE FE 如 同 EL ,LEK, KH 之 和 比 LF, FRK, HF 之 利 . 
但 KE 等 于 CG ,FH 等 于 A ,以 下 LF ,PK, HF 之 和 等 于 D, BC,A 
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所 以 CG 比如 辐 E8 比 五 ,BC,4 的 和 . 
故 从 第 二 个 数 得 的 余数 比 第 一 个 数 如 同 从 最 后 “个 数 待 的 余数 比 
最 后 一 个 数 以 前 所 有 数 之 和 ， 


设 | + 1 是 一 个 几何 数列 , 则 有 


Coa = 一 人 十 全 十 


el 
因为 am 
， 和 一 咎 ] 和 4 一 位 Mr 
出 分 比 ,有 天， = 和 = 二 
Gt nn 2 
从 中 有 2 对 ti | 苦命 凡 得 证 
出 分 比 , 有 a 机 Too+ 一 人 上 苦命 芒 得 证 ， 
如 果 把 上 儿 何 数列 瑟 为 
A 0 0 
设 Si= A+ + + 
7 
F 趾 有 并 5 ， 


1 -tL 
或 并 S = 下 7 上. 


命 相 36 ) 


设 从 单位 起 有 一 些 连续 二 信和 起 来 的 连 比 例 装 , 若 所 有 孝 
之 和 是 素数 , 则 这 个 和 乘 最 后 一 个 数 的 乘积 将 是 一 个 完全 数 ， 

为 此 ,说 从 单位 起 数 4, 百 , 避 ,万 是 连续 一 倍 起 来 的 连 比 例 数 , 用 
所 有 的 和 是 素数 , 设 召 等 于 其 利 , 设 玖 乘 呈 得 Fe， 

则 可 让 FG 是 完全 数 . 

因为 ,无 论 4A,B,C,D 有 多 少 个 ,就 讶 有 同样 多 个 数 ,HE ,上 上 ， 
肝 为 从 五 开始 连续 一 人 和 起 来 的 连 比 例 数 ， 
于 是 , 取 首 未 比 ,4 比 五 如 同 吾 比 好- LVwIL 14] 

所 以 ,DD 的 乘积 等 于 4 ,对 的 乘积 . LVIL 19] 
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大 欧 玫 于 得 - 帮 何 原本 


4 一- 了 一 一 C 

D EE 

工 FH N 下 
M. 

F—— © .LG 

工 


又 瑟 , 万 的 乘积 是 RG ,因而 4, 开 的 乘 各 也是 Fe 

由 于 4 夏季 得 PRG, 所 以 依照 A 中 单位 数 , 新 量 尽 FG. 

灵 有 A 是 二 ,所 以 FO 是 训 的 二 倍 . 

但 是 必 , 工 , HE ,BF 姑 彼 此 连续 二 信和 起 来 的 数 ， 
所 以 巨 , HE ,上 ,MM ,FG 是 连续 一 倍 起 来 的 连 比 例 数 . 

现在 , 没 从 第 二 个 HK 和 壤 后 -个 FG 减 二 等 于 第 -个 五 的 数 
HN, FO, 
所 以 ,从 第 二 个 得 的 余数 比 第 一 -个 如 同 从 最 后 一 个 数 得 的 余数 比 最 后 

:个 数 以 前 所 有 数 之 和 和 . [1X.35] 

所 以 NEK 比 玉 如同 OG 比 , 上 , HR, 芋 之 和 和 . 

而 NK 等 于 吾 , 所 以 OG 等 于 几 , 上 上, HK, 加之 和 和. 

伺 是 FO 出 每 于 万 ,又 玉 等 于 和, 如 ,CD 与 单位 之 和 . 

所 以 整体 FG 等 于 ,HK ,开放 与 4,B,C,D 以 及 单位 之 和 , 晤 
FG 被 它 人 所 蔓 尽 . 

也 可 以 证 明 , 除 4 ,五 ,CC 万 , 百 , BE 工 , 果 以 及 单 们 以 外 件 何 其 它 
的 数 都 量 不 凡 FG， 

同 为 ,如 果 忆 能 ,可 设 某 数 已 央 尽 FFG， 

日 设 PS 数 A,B,0,D,E,HKE,L, MM 中 任何 一 个 都 不 相同 . 

类, 不论 也 量 尽 FG 有 和 多少 次 ,就 设 析 人 @ 中 有 和 多少 个 单位 ,于 是 
Q 屡 P 将 得 FG. 

但 是 ,还 有 到 生 DD 出 得 FG. 
所 以 ,到 比 @ 如 同 P 比 D. [VU 191 
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第 区 企业 


而 且 , 由 于 有 ,B,C,D 是 由 单位 起 的 连 此 例 数 . 

所 以 除 站 ,号 ,C 外 , 作 何 其 它 的 数 时 本 尽 站. LIX.13] 
又 出 假设 ,已 本 同 于 数 4, 吾 ,C 任何 一 个 ， 

所 以 品 碟 木 尽 也. 
但 是 PP 比 D 如 同 E It 旬 ， 


所 以 玉 也 量 椒 尽量 . [WIT. 定义 20] 
对 , 马 是 素数 ， 
皇 任 - :素数 与 它 量 不 尽 的 数 是 打率 的 ， ，VYTL29] 
所 以 ,下 ,外 下 素 . 
但 是 车 素 的 数 也 是 最 小 的 ， VIL.21] 
月 右 相 同比 的 数 中 最 小 数 , 以 相同 的 次 数量 尽 共 它 的 数 , 即 所 项 基 尽 及 
十 ,后 境 其 尽 后 二 ， YL.20] 


又 , 吾 比 妃 划 同 五 比 万 . 
所 以 殖 量 尽 书 与 @ 量 尽 放 有 相同 的 次 数 . 
但 是 , 除 有 ,B,C 外 ,任何 其 它 的 数 都 量 不 尽 DD， 
所 与 4,B,C 中 的 一 个 柚 同 . 
设 它 与 召 相 问 ， 
浆 ,无论 有 和 多少 个 五 ,C, 万 , 屿 设 从 如 开始 也 版 同样 多 个 数 再 ， 
HE.L. 
现在 玉 ,JIK,L 与 B,C,D 有 相同 比 ， 
是 坡 首 木 比 ,B 比 D 如 同比 上 . 7 VIH.14] 
所 以 召 , 工 的 滋 积 等 王石 , 吾 的 乘积 . 
人 是 五 , 吾 的 乘积 等 于 外 ,已 的 来 积 . [LVvn.19 . 
所 以 羡 , 已 的 乘积 也 等 于 号 ,大 的 乘积. 
所 以 息 比 吾 如 同志 比 己 . [YIH.19 
又 母 与 吉 相 同 ,所 以 工 也 与 已 相同 : 
这 是 不 可 能 的 ,因由 假设 忆 与 给 定 的 数 中 和 任何 个 邦 不 相同 ， 
所 以 ,. 除 有 A,B,C,D.EB,IIK.L,M 和 和 单位 外 ,没有 数量 尽 FG， 
又 证 明了 FG 等 于 有 ,B,C,D,E, HK,L,M 以 及 单位 的 和 . 
及 一 个 完全 数 等 十 它 自己 所 有 部 分 的 和 . [YL 定义 20] 
9 


夫 苞 江 笛 得 :儿科 | 开 椒 


二 PO 是 完全 数 . 
证 完 
六 个 命题 结 出 了 一 个 数 基 届 害 全 数 的 - .个 充分 条 件 、 
没 1+2+2++2 =S) 足 个 素数 , 则 52”7' 居 个 完全 数 . 
联 有 -1 项 几何 数 刘 
2 人 各 数 
3.7, 71, i 


也 着 来 比 在 22 = 总 284-29。， [VTL4] 
或 否 2287 29 = 2" 7 15,. [vI 地 


寺 丰 出 代 .3 纺 对 于 几何 数列 
2 
有 12 
Hi S++2S, ,+ 2 ， 
或 者 22 二 
= 5, + 2S + S++ 
H 2 5 J 被 抹 边 的 每 -项 珊 除 ， 
以 下 请 蜗 证 骨 除 [本 在 过 的 佑 项 外 ,2 15 再 巨 下 它 的 因子. 
因为 , 达 刚 选 到 一 总 有 在 二 于 它们 的 个 国手 他， 


设 27715,=X .并 么 久 ,= .F2471. iV 19] 
而 2% 和 仪 能 窒 1.2,2 ,ee ;2-1 各 数 整 除 . TX.13] 


时 不 加 于 有 如 丹 起 wT2* "1, 于 时 Sr 

是 一 个 素数 ,| 折 以 5, 与 Rh 要素 . 

大 调和 得 六 m12" 1 [Y1.20,.21 

i mn = 27, 

现在 开 首 未 比 , 有 有。 272 = 与 ,2 让 1 忆 . 

Bi 2 Th, = 2 tg, 2Y0.19] 

个， 
这 与 要 说 足 闻 靖 的 . 

由 而 2 除 号 .23 ,22 和 2 2 2 外 国 碟 硅 它 的 因子 ， 
因为 SS =1+2+ 避 T2222* -1 是 素 数 .- 那 么 
”12 是 充 全数 .6,28.4096.8128 等 名 是 人 


310 


党 郑 者 


第 只 w 郑 
定 义 


1. 能 被 同 - 量 蚜 斥 的 那些 量 叫做 可 公 度 的 量 , 而 不能 被 同 - 量 央 
尽 的 那些 量 叫 作 不 可 公 度 的 量 . 

2. 当 一 些 线段 上 的 下 方形 能 被 同 一 个 面 所 址 尽 时 ,这 些 线段 则 做 
正方 再 公 度 的 . 当 一 些 线段 上 的 下 方形 不 能 被 问 一 向 量 尽 时 ,这 些 线段 
册 敌 正方 不 可 公 度 的 . 

3. 由 这 些 定义 ,我 们 能 让 明 ,与 给 定 的 线段 分 别 存 在 无 穷 多 个 可 
会 度 的 线段 与 无 穷 多 个 不 可 全 度 的 线段 ， : 些 仅 是 长 度 不 下 会 度 ,所 另 
外 一 些 也 基 正 方 不 可 会 度 ,这 时 把 给 定 的 线段 叫做 有 理 线 段 , 几 与 此 线 
段 是 长 度 , 也 是 正方 可 公 度 或 公 是 正方 可 公 度 的 线段 ,都 是 做 有 理 线 
段 ; 临 几 与 此 线段 在 长 度 和 正方 形 都 不 可 公关 的 线段 叫做 无 理 线段 . 

4. 又 没 把 给 定 一 线段 上 的 止 方形 叫做 有 理 的 , 凡 与 此 面 可 公 度 的 
叫做 有 有 理 的 ;此 与 此 而 不 可 公 度 的 山 做 无 理 的 ,并 日 树 成 这 些 无 理 面 的 
线 撕 叫做 无 理 钱 段 ,也 就 是 说 , 当 这 些 而 为 正方 形 时 即 指 其 边 , 当 这 此 
面 汐 其它 直 然 形 时 , 则 指 与 其 六 相等 的 正方 形 的 边 . 

这 - 卷 主 要 讨论 无 理 线段 以 及 它们 之 全 的 天 系 , 定 多 3 .4 给 出 了 由 个 概念 , 节 
存 弄 线段 ,无 理 线 段 .有 型 而 和 盛 理 页. 

首先 给 定 一 个 标准 线段 ,把 它 叫 筑 有 型 线段 , 记 析 ;把 5 下 正方形 叫做 有 理 
页. 川 关 表示. 

从 定 多 知 有 元 缕 眉 分 为 两 类 

1. 开 与 器 是 长 度 可 公 度 的 线段 叫做 寿 理 线 版 . 

苦 -线段 e 吓 用 pr* 有 理 的 "表示 . 即 

g = ,其 中 k,n 为 正 整数 , 导 么 g 误 是 有 再 线段 : 

2. 线段 e 与 5 是 长 讼 不 可 公 庚 ,但 分 别 以 ee 为 边 的 正方 形 { 奋 ) 足 可 公 度 

的 ,把 as 了 员 叫 敌 有 理 的 线段 .更 确切 的 说 叫做 公正 方 可 公 的 有 理 线段 . 


331 


奏 了 网 几 四 答 : 几 L 何 姑 林 


儿 = 人 , 咕 = 和， 其 中 pp. 为 下 整数 vi 小 三 "有 更 数 " ,于 么 5 
就 是 私 二 广 可 公 彼 的 有 理 线 段 . 

菲 然 ,上 长度 可 公 度 的 靖 线 段 . 也 是 正方 形 串 公 度 的 .当然 让 旋 形 不 可 公 柴 的 两 
线段 ,由 必然 是 氏 度 在 二 会 庶 的 . 

无 妇 线 段 : 刍 段 < 为 过 的 让 齐 形 和 以 训 为 过 的 下 方形 机 可 会 谋 ,那么 把 叫做 
万 埋 线 自 . 

有 埋 面 :与 让 可 公 天 的 看 叫做 有 媒 面 . 

讯 理 而 :与 下 椒 可 公认 的 面 叫 做 无 埋 面 . 

组 然 与 丰 赤 面相 等 的 正方 形 的 边 ! 或 无 型 听 的 边 ? 是 无 理 线段 . 


命 是 


命题 1 ) 


给 出 两 个 不 相等 的 量 , 若 从 较 大 的 量 中 减 去 一 个 大 于 它 
的 一 半 的 莉 , 再 从 所 得 的 余 量 中 减 去 大 于 这 个 余 量 一 半 的 量 ， 
并 且 爱 续 这 样 进行 下 去 , 则 必得 一 个 余 量 小 于 较 小 的 量 ， 

设 AB,C 是 不 相等 的 两 个 量 ,其 中 
AB 此 较 大 的 . A 和 Be 

则 可 证 药 从 48B 减 去 一 个 人 下 它 Dp F © Eg 
的 : 半 的 量 , 上 峙 从 余 量 中 减 去 大 于 这 余 
七 的 一: 半 的 失 , 而 旦 此 连续 地 进行 下 去 , 则 必 待 一个 余 量 , 它 将 比 若 CC 
里 小. 

因为 忆 的 齿 『F 售 总 可 以 太 于 AB， 人参 香 Y. 定义 4] 

设 DE 是 如 的 各 和 信和 , [DE 大 ] AB: 
将 DE 分 成 等 于 人 的 -部 分 DF ,FG, Gk， 
从 AB 中 减 去 太 于 它 一 半 的 BH, XA 从 A 减 去 太 于 它 的 一 半 的 HE， 
并 日 他 这 一 过 程 连 续 进 行 上 去 ,一 直到 分 4B 的 个 数 等 于 DE 的 个 数 . 
12 


可 第 X 兰 需 
然后 , 设 被 分 得 的 4AK, RH ,9B 的 个 数 等 J- DF, FOG, GE 的 个 数 . 
现在 ,因为 DE 大 于 AB, 双 从 DE 减 点 小 于 它 : - 半 的 EG ,区 从 AB 

减 去 太 十 它 一 半 的 BH, 所 以 余 昨 GD 大 十 余 世 HL4. 

及 由 于 GD 大 于 24 ,日 从 PCG 减 去 本 它 的 -- 灶 GE, 又 从 五 4 减 去 

大 于 它 一 半 的 BK, 所 以 余 直 DF 大 于 余 基 AK. 

但 是 DF 等 于 已, 所 以 C 也 太 于 AK,]] 是 4K 小于. 
所 以 量 AB 的 余 量 4K 小 于 原 米 给 定 的 较 小 证 己 . 


证 完 

类 和 位 中 可 也 证 其 ,如 内 从 去 晤 中 迪 诚 折 余 之 下 ,命题 也 成 六， 

这 是 一个 稚 里 可 的 命 蜡 . 它 是 不 可 公 度 世 丫 在 的 理论 基 山 (XX.2), 男 外 避 册 起 
吹 道 网 斯 [公元 前 408- 前 355 人 证) 究竟 法 的 理论 基础 , 欧 儿 电 得 有 究竟 法 证 明了 了 
关上 . 工 师 网 面 积 的 比 等 二 两 辆 直径 上 上 正方形 之 比 ). 也 述 明 了 - 些 重要 而 难 证 的 命 
题 . 妇 XH.S 等 向 的 两 个 一 棱 儿 体 积 之 比 等 圭 它 们 了 酚 底 页 和 之 比 ) 竺 .有关 穷 鸯 法 
的 庶 几 将 在 XH 卷 中 在 到 . 

在 X.1 的 让 有明 叶 ， 砍 几 蛙 得 引用 六 一 -个 研 的 项 于 伴 总 可 以 大 于 荔 -- 量 "的 论 
断 . 毕 然 他 了 YY 定 关 弛 笛 也 村 用 过 ,和 醒 这 是 上 表现 的 戎 认 , 这 如 是 以 后 所 谢 的 “ 阿 基 
米 德 公 师 ”, 沁 实 上 上 在 欧 儿 蛙 得 之 前 , 亚 昌 斯 多 香 ( 公 开 前 384- 前 322 年) 就 说 过 
“志和 应 续 和 则 一 个 有 有限 请 ,将 辐 作 一 痛 定 的 其 ,并 及 类 伏地 用 连 统 从 它 中 减 一 个 有 限 
生 , 我 们 将 得 环比 它 小 的 年”. 


命题 2 ) 


如 果 以 两 不 等 量 的 大 量 中 连续 减 去 小 量 , 直 到 余 量 小 于 小 
董 ,再 以 小 量 中 连续 减 去 余 量 直到 小 于 余 量 ,这 样 一 直 作 下 去 ， 
当 所 余 的 量 总 不 能 量 尽 它 前 面 的 党 时 , 则 称 两 个 量 不 可 公 度 . 

为 此 ,有 有 了 两 个 不 等 量 48, CD ,日 4B 是 较 小 的 ,从 较 大 划 中 连续 
减 去 较 小 的 苷 让 到 余 大 小 上 小 量 , 再 从小 量 中 连续 减 去 余 拓 再 到 小 于 
祭 逢 ,这样 - 青 进行 下 皮 , 所 余 的 此 不 能 天 尽 它 前 面 的 芋 ， 

则 可 证 棒 旺 4B,0D 是 不 可 公 度 的 . 

因为 ,如 果 它 们 是 可 公 麻 的 , 则 有 某 个 量 展 尽 他 们 - 
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看 欧 下 里 得: 拒 休 尺 机 


A B E 


c 上 D 


设 基 全 它们 的 量 是 吾 
卡 4 最 CD 得 ED， 作 - F 的 CE 小 十 45， 
X (是 46 得 BG ,余下 的 AG 小 于 CFE, 并 且 这 个 过 程 连续 地 进 
行 , 直 到 余下 其 - 量 小 于 E. 
假设 这 样 做 了 以 后 ,有 余 量 4G 小 于 有 B. 
于 是 .由 于 吕 绰 尽 AB ,前 AB 全民 DE, 
所 以 琴 也 量 尽 FD. 
们 是 它 旺 晴 尽 元 个 ( 妨 , 所 以 它 贝 蛋 尽 余 证 CF 
xX CF HR Bo; 
所以 吾 量 基 尽 了 . 
但 是 它 也 量 尽 整个 A4B; 所 以 它 了 出 量 尽 余 量 AG， 
较 大 种 基 尽 较 小 组 :这 是 不 可 能 的 ， 
因此 ,没有 任何 一 个 表 能 明 尺 45, CD， 
所 以 量 AB,COD 是 不 时 公 度 的 . 


[X. 定义 1] 
证 完 
个 谷 题 星 征 用 六 上 屿 蝶 的 最 天 会 许 局 的 启 法 ,由 如 类 似 WT.1,2 的 证 明 那 样 . 
仁 基 .2 很 个 " 银 转 相 除 ”过程 没有 终了 .村 求 江 明 师 蝶 apto> 8) 在 这 种 
情况 下 不 能 有 - -个 公 度 擅 . 
和 否则 , 设 了 是 一 个 公 度 是 ,并 日 假设 这 个 过 程 继续 到 余 民 e 小 于 :六 


dl 
| 
F 赴 , 进 为 让 曙 仿 二. 引 , 它 也 量 尽 一 机 (= 0). 
二 为 让 量 尽 b .el' 它 也 最 民 5- get = 4). 
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_ 加 第 X 郊 帮 


区 | 记 为 子 最 尽 总 如, 放 岂 唱 尽 ef = gg): 这 世相 可 能 的 .I 为 ec 

酌 儿 音 得 把 共 子 最 尽 总 洁 . 它 也 是 尽 at 耳 候 定 是 自明 的 (ma 是 让 整 
烙 ). 

于 然 ,实际 1. 红 这 个 过 程 没 寿 终止; 常 带 是 不 局 要 的 , 例 锅 ”如 从 线段 48 在 
局 旧 攻 分 为 中 外 比 , 夺 各 20 BC 下 不 可 会 度 的 ” 


已 下 8 


和 


诬 ACG > COB, 从 4 员外 点 等 二 2 的 CD, 则 吕 滤 . 余 『F 的 AD < DC, AC 
在 局 直 被 分 为 由 外 比 , 我 们 过 综 如 此 浴 太 证 泸 去 小 措 , 每 次 仍 得 到 出 小 线段 上 . 
的 中 外 比 . 如果 A BC 是 丁 公 讼 交 , 那 么 这 个 过 程 能 驶 入 止 . 亿 亡 显然 不 足 , 所 以 
这 两 个 大 是 不 可 公开 的 . 


”和 命 标 3 ) 


也 知 两 个 可 公 度 的 量 , 求 它们 的 最 大 公 度 量 . 
设 两 个 已 知 可 公 度 的 基 是 28 ,CD, 且 48 是 较 小 的 ;这 样 所 要 求 
的 便 是 找 出 4 ,CD 的 展 太 公 度 量 . 


Go A B 现在 , 是 AB 或 阁 其 尽 CD 
c-— D ”或 者 朋 不 尽 CD. 


于 县 , 吉 果 AB 组 尽 CGD, 而 
AB 也 浊 尽 它 自己 ， 
则 AB 是 AB,OD 的 一 个 公 弃 量 . 

闷 显 然 它 也 是 最 太 的 ; 
因为 大 了 4 的 址 不 能 量 尽 AB. 

其 次 , 设 AB 量 不 尽 CD. 

这 村 ,如 具 连续 从 大 开 中 减 友 小 贡 直 到 余 十 小 于 小 针 , 王 从 小 刘 中 
连续 减 去 余 量 直到 小 于 余 明 ,这样 一直 作 下 去 , 则 将 有 一 余 量 基 尽 它 前 
面 的 一 -个 ,因为 4B,0D 不 是 不 是 公 度 的 . 

318 


条 欧 几 企 香皂 何 序 本 


[参看 xX,2] 
没 2B 撞 (D 得 地 , 伞 上 的 EC 小 4 AB; 
双流 EC 量 4B 得 FB, 企 下 的 AP 小 于 OE; 放 设 AFF 基 尺 CE. 
-下 是 ,由 于 AFF 量 尽 COE, 而 (BE 电 尺 了 .所 以 4F 也 晤 尽 FB. 
位 是 4 闫 也 碟 尽 它 昌 已: 所 以 AF 也 将 量 尽 政体 .AB. 
然而 4B 量 尽 DE ;所 以 AF 也 量 尽 ED. 
信 是 它 借 尽 CGE; 所 以 它 也 量 尽 整体 CD. 
所 以 AF 是 AB, CD 的 公 度 量 . 
共 次 ,可 证 它 也 是 最 太 的 ， 
因为 ,如 果 不 是 这 样 ,有 量 尽 4B, (CD 的 基 个 量 天 本 4 天, 设 它 是 G. 
这 时 ,因为 G 直人 尽 AB, 而 AB 量 尽 BD, 所 以 6 也 量 尺 ED. 
但 是 它 由 荆 尽 束 体 CD; 所 以 GG 也 将 二 尽 余 夸 CE. 
CE 坟 尽 FRR; 所 以 G 也 量 民 FB. 
但 是 它 也 十 尽 整 个 48, 所 以 它 也 将 址 尽 余 昌 4F， 
轻 太 的 年 尽 较 小 的 :这 是 不 串 能 的 . 
所 以 没有 大 于 4F 的 基 能 此 尽 AB，, CD: 
从 市 AF 是 AB,0D 的 最 大 公 度 量 ， 
于 是 我 们 炒 上 沙子 责 个 已 知 可 公 度 的 贞 AB, CD 的 最 大 会 上 度量. 
证 完 
推论 ”由 此 显然 可 得 ,如 采 -- 个 量 能 基 尽 两 个 量 , 则 它 也 是 尽 
的 最 大 公 度 量 . 


世人] 


我 们 可 以 知 记 ,对 于 机 个 中 会 度 攻 的 这 个 疝 题 正 吓 齐 应 王 1.2 对 下 两 个 数 
鬼 合 题 , 证 震 : 稍 骤 甩 手相 癌 , 击 几 排 论 电 下 对 度 站 YU.2 的 推论 . 


命题 4 ) 


已 知 三 个 可 公 度 的 量 , 求 它们 的 最 大 公 度 量 . 
设 4,8,C 是 二 个 已 知 的 可 公 度 的 量 , 术 有 A,B,C 的 最大 公 度 量 . 
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第 XX 耸 三 


没 蝴 各 A,B 的 最 太公 度 基 已 得 


到 , 设 它 是 DD. [ .3] 
日 一 一 一 一 这 时 万 或 者 量 尽 叱 或 者 其 不 虔 和 
< 首先 , 设 它 能 基 尽 C. 
了 一 一 一 fo 因为 号 其 尽 吕 ;而 它 也 央 尽 A,B， 


所 以 ,五 是 4 , 吾 ,C 的 一 个 全 度量. 

显然 , 它 也 是 最 大公 度 贡 ,因为 任何 太 上 五 的 量 不 能 最 尽 4 .所 . 

其 次 , 设 号 量 不 尽 忆 . 

则 首先 可 证 , 宫 , 卫 是 可 公 度 的 . 

因为 4,B.C 是 可 公 度 的 , 必 有 某 个 给 可 异 尽 它们 ,当然 它 也 量 尽 
丰 , 吾 ;于 是 它 也 将 帮 尺 4A,B 的 最 大 度量 DD. | X%X.3, 扒 论 ] 

但 是 它 也 量 尽 Ci; 于 是 所 述 的 重量 尽 C0,D; 
所 以 CG,D 是 可 公 度 的 . 

现在 设 CG,D 的 咸 估 公 度 咀 已 得 利 , 议 它 是 瑟 . [XxX.3] 

这 时 ,由 于 吾 基 尽 瑟 ,而 五 量 太 4, 正 ,所 以 百 也 将 量 斥 4 , 百 , 但 是 
它 世 大 由 马 ; 所 以 下 量 尽 4, 有 ,到 , 所 以 玉 是 4 也 的 个 公 度 革 . 

共 次 可 证 , 吾 也 是 最 大 的 . 

时 为 ,如 果 可 能 的 话 , 将 有 -个 天 于 吾 的 莽 书 ,能 划 度 4,B,C. 

这 寺 , 因 为 户 量 尽 4,B.C, 它 也 量 尺 A ,8B， 
如 环 量 尽 4, 刀 的 最 太公 度 量 ， [X.3, 推 论 ] 

而 AB 的 最 太公 度 攻 是 五 ,所 以 王 量 尽 姜 . 

得 王 生 其 尽 C; 所 以 严重 尽 虽 . 疙 ;因此 亚 也 景 尽忠, 的 最 太公 
度 基 五 . [X.3, 推 论 ] 

这 样 以 来 , 较 大 的 量 能 量 尽 较 小 的 一: 这 是 不 可 能 的 . 

于 是 没有 一 个 大 于 吧 的 址 能 曙 尽 A,B,O; 
所 以 ,让 打 号 芋 不 尽 C, 则 号 便 是 4,B.C 的 最 大 公 度 基 , 若 瑟 世 凡 
CC,D 就 是 最 大 公 度 号 . 

玫 是 我 们 汶 出 了 已 知 的 二 个 可 公 度 量 的 最 太公 度 引 . 

推论 ”显然 ,出 此 可 得 ,如 果 一 个 量 基 尽 一 个 基 , 则 它 也 基 尺 它 的 
最 太公 度 革 . 
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者 所 儿 中 得 :几何 原本 


类 似 也 ,我 们 能 求 出 更 多 个 可 公 度 七 的 最 大 公 度 量 . 
允 可 证 ,任何 多 个 晨 的 会 度 基 也 能 基 尽 它 的 最 太公 上 度量. 
证 


_ 命题 5 ) 


两 个 可 公 度 量 的 比如 同一 个 数 与 一 个 数 的 比 . 

设 A,B 吓 吓 公 度 的 两 个 量 . 

则 可 证 4 与 召 的 比如 同一 数 与 只 一 数 的 比 . 

因为 ,由 于 4, 召 是 可 公 度 的 ， 

有 某 个 量 可 量 尽 它们 , 设 此 旺 是 C. 

而 日 C 二 尽 4 有 多 少 次 ,就 设 在 ”一 4 了 
数 卫 中 有 多 少 个 单位 以 及 CC 量 尽 B 有 一 D -& 

多 少 次 ,就 度 在 数 玉 中 有 和 多少 个 单位 . 
因为 按照 大 由 在 二 单位 .和 C 晨 让 

田 , 而 按照 DD 中 若干 单位 ,单位 也 量 尽 五 ,所 以 单位 熏 尽 数 DD 的 次 数 与 

局 量 尽 及 的 次 数 机 问 ， 

所 以 EC 比 让 如 问 单位 比 访 . [VIL 定义 20] 
此 ,出 反比 ,A I 比 C 知 同 DD 比划 位. [参看 ¥.7, 推 论 ] 
芭 因 为 按照 路 若 十 单位 ,C 竺 尽 如, 向 按照 EF 中 蔡 十 单位 ,单位 

也 二 尽 匹 
所以 单位 昨 尽 再 的 次 数 与 0 量 尽 B 的 次 数 相间 ; 

所 以 比 B 如 同 单位 比 雄 . 

但 已 经 让 荐 了 有 比 如同 数 D 比 单位 ， 

所 以 , 取 首 本 比 ， 

二 比如 如同 数 DD 比 数 吾 . VY.22] 
于 是 两 个 可 会 度 的 量 4 比 B 如 同 数 DD 比 外 一 个 数 玉 . 


这 个 命题 的 证 明 如 下 : 蔡 &,b 是 两 个 可 公 度 量 ,它们 有 一 个 公 度 最 c ,并且 
31$ 


=20， 册 = 评 , 入 事 足 正 束 数 . 

生计 cm= |]: i, (1) 
证 太 比 aie= ml 
半 有 cib=1:n, 
4 是 ,版 皮 森 比 、 :b= 7 

在 陈述 {417i ,我 们 大 到 欧 儿 里 得 仅 打 述 & 古 c 的 信和 哩 相同 于 ?rn 是 1 的 信和 数 
这 个 出 宗 , 换 何 证 说 ,他 根据 和 HE 宇文 20 对 比例 定 广 的 秀 述 ,然而 .这 仆 适 用 于 四 
作 烤 ,他 和 小 不 是 烙 丽 显 早 .内 丝 这 和 神 论 述 不 评 人 台 理 ,除非 能 够 计 明 在 YU. 定义 
20 旋 交 下 戌 比例 也 是 和 . 宇 区 5 总 六 下 成 比例 .或 者 数 的 比例 被 包 襄 在 量 的 比例 
之 中 , 身 和 作 为 全 的 上 雍 例 的 一 种 特 红 情 说 . 

凸 岩松 {simsony 在 他 世 趾 着 命题 CC 中 如 下 证 明了 这 个 问题 

{看 Yol,11.pp.126 ~ 8). 
br a = mb, 

t= md. 
现在 WW. 害 饼 5 的 意 关 下 就 和 和 以: 56= Cc;d， 
版 ae 的 任 一 -等 信徒 pa. pe, 皮 5 ,a 的 任 一 等 入 其 96, 92. 
那么 Pa = nv, 
Pe = Zn 

但 是 上 pmpb 半 好 .就 Pond 半 人. 
讶 必用 Pa 主 员 -就 有 有 Pe. 
六 HH pa,pe 是 a 6 的 伍 一 等 倍 力 .以 及 邮 .qd 是 b,9 的 任 一 等 信和 基 . 

所 以 由 站 定 交 5 就 有 a:b= ec:d. 


命题 8 ) 


著 两 个 量 的 比如 同一 个 数 比 一 个 数 , 则 这 两 个 量 将 是 
公 度 的 . 


设 两 个 其 4 比 B 如 同 数 DD 比 数 包 ， B 
册 8f 王 访 ,B 是 可 公 度 的 ， “一 一 D 
FF 


设 在 忆 中 有 区 证 玫 位 就 把 4 分 于 
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ee 


者 以 儿 电 得 : 儿 何 原本 


为 匣 寺 相等 的 部 分 ,并 设 等 于 其 中 的 一 个 ， 
又 设 数 中 有 车 十 单位 ,了 到 下 为 共 十 个 等 于 的 量 ， 
因为 在 DD 中 有 多 少 单位 ， 
则 在 BB 中 就 有 多少 个 局 ， 
所 以 无 论 音 位 证 DD 怎样 的 -部 分 ,C 也 是 4 的 一 部 分 ， 
所 以 它 比 遇 如同 单位 比 五 . VI 汗 区 320] 
但 是 单位 量 尽 数 ;所 以 C 也 全 人 尽 疤 
区 ,由 局 比 A 如同 单位 比 D. 
所 以 .由 反比 ,4 比如 同 数 五 比 单位 ， [参看 V.7 推论 
又 ,出 于 吾 路 右 多 少 个 单位 ,在 上 中 就 有 和 多少 个 等 于 C 的 二 ， 
所 以 比如 同 单位 IEE. [VI 定义 20] 
但 不 也 已 证 明 , 有 及 比 C 如 同比 单 在 . 
所 以 取 次 末 比 ， 


4 比 严 划 辣 总 比 吾 . [¥.22] 

们 中 ,五 比 吾 如 同 4 比 B: . 

所 以 有 ,4 比 B 如 同 A 比丘 _V¥.11] 
上 是 和 与 量 吾 ,下 的 每 一 个 有 相同 的 比 , 内 此 五 等 于 FF 

9] 


但 是 吕 量 尽 下 ,所 以 它 也 其 尽 B. 

而 鼎 还 有 , 它 出 量 尽 加 ,和 所 以 C 生 民 RA,B. 

因此 A 与 8B 是 可 公 度 的 . 

推论 ”入 这 个 命题 显然 可 得 出 , 吉 此 有 柴 数 如, 友和 - :个 线段 4， 
而 可 作 贞 :线段 王 使 得 已 知 线 段 4 比 下 如 同 数 净 比 数 巨 . 

而 由 ,如果 上 康 及, 下 的 比例 中 项 为 吉 , 则 有 比 下 如 同 下 上 赴 方 形 比 
吾 上 上 方形 , 即 第 一 线段 比 第 一线 段 将 如 同 第 线段 上 上 的 图 形 比 第 一 
线段 上 与 之 相似 的 图 形 . [1.19 推论 ] 

但 是 有 比 户 如同 数 妃 比 数 E; 
所 以 也 就 作出 了 数 卫 与 数 加 之 比如 同 线 段 4 上 图 形 与 线段 8 上 图 形 
之 比 . 


证 完 
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第 X 苦 志 


此 命中 推论 如 下: 

假 贡 :b= m:n, 识 , 基 十 正 整数 . 

分 和 为 积 份 ,侍从 京王 

于 起 二 = nt， 

版 d= nc. 

所 以 有 air=m:], Cod=]:n. 

申 首 求 比 ,aa: 入 = m:n mn=a:6. 

了 盾 以 有 下 = 划 = ne. 

干 是 c 咱 nn 次 是 尽 ,所 以 a 日 是 可 公 记 的 . 

命题 后 面 的 推论 常 害 贞 在 以 后 的 命题 中 

{ 划 华 站 是 -个 忆 姥 线 左 , 并且 闵 , 下 是 酌 开 和 意 玖 , 唱 -个 线段 了 能 滤 求 
二 .使 其 行 

a:xr= m:n. 

(2; 我们 能 找 鲁 一 个 线段 ,他 其 六 = 国 为 我 们 可 地 妆 海 a ,x 的 比 

例 中 丽 , 于 基 就 有 


卫 ，,， : 2» 
Ay = 


命题 7 ) 


和 不可 公 度 的 两 个 量 的 比 不 同 于 一 个 数 比 另 一 休 数 ， 
设 4,B 起 不 可 公 度 的 量 . 


网 可 证 A 与 B 的 比 不 辐 村 一 个 数 比 另 一 个 数 . 4 
因为 ,站 果 4 比 B 如 同一 个 数 比 胃 - 个 数 ， -全 
则 有 2 与 8B 着 可 公 度 的 . [Xx.6] 
但 是 并 不 是 这 样 的 ,所 以 A 比 BB 不 同 于 一 个 数 比 -个 数 . 
证 完 


命题 8 ) 


如 果 两 个 量 的 比 不 可 能 如 同 于 一 分数 比 吨 一 个 数 , 则 这 
321 


各 区 目 里 得 :几何 原本 


两 个 量 不 可 公 度 ， 
设 两 个 是 有 A 与 吾 之 比 不 可 能 如 同一 个 数 比 另 :个 数 . 4 


刚 计 让 黄 量 4,B 不 可 公 度 ， -8 
办 为 ,如 果 它 们 是 可 公 度 的 , 风 4 比 B 如 加 -个 数 比 
另 个 数 . : 丰 .5] 


但 是 计 不 是 这 样 的 . 
所 以 量 4 , 玉 是 不 可 公 度 的 ， 


命题 9 ) 


两 长 度 可 分 度 的 线段 上 正方 形 之 比如 同一 个 平方 数 比 一 
个 平方 数 ; 若 两 正方 形 的 比如 同一 个 平方 数 比 另 一 个 平方 数 ， 
则 两 正方 形 的 边 长 是 其 度 可 公 度 的 .但 两 长 度 不 可 公认 的 线 
段 上 正方 形 的 比 不 同 于 一 个 平方 数 比 另 一 个 平方 数 ; 若 两 个 
正方 形 之 比 不 同 于 一 个 人 平方 数 比 另 一 个 平方 歼 , 则 它们 的 边 
不 是 长 度 可 公 度 的 . 

设 由 , 召 晨 长 度 可 公 度 的 两 线段 . 

则 可 证 4 上 中方 展 比 及 上 正方 形 如 同一 个 平 8 
方 数 比 一 个 平方 数 . — 一 

因为 .由 于 及 与 BB 是 长 度 可 公 度 的 ,所 以 4 
与 彤 之 比如 同一 个 数 比 另 一 个 数 ， 

设 这 两 个 数 之 比 是 C 比 石 . 

于 是 4 比 吾 如 同 避 比 石 ， 

而 4 上 平方 形 与 如 下 下 方形 的 比如 辐 4 与 B 的 二 次 比 ， 

因 六 相似 图 形 之 比如 同 对 应 边 的 一 次 比 ; LTY.20 推论 |] 
二 蕊 的 平方 与 加 的 平方 之 纱 邵 回 C 与 已 的 一 次 比 . 

因为 在 两 个 平方 数 之 间 有 一 个 比例 中 项 数 , 生 平方 数 比 平方 数 如 
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第 六 卷 三 


阿 它 们 按 与 边 的 一 次 比 ， CWIU.11] 
所 以 也 有 ,4 上 正方 形 比 B 上 站 方形 如 同 忆 的 平方 数 与 DD 的 平方 
数 之 比 . 
其 次 , 设 和 十 正六 撒 比 吾 上 正方 形 如 同安 的 平方 数 比 五 的 平方 
数 . 


则 可 证 4 与 中 是 反 度 可 会 度 的 . 
因为 ,出 于 有 4 上 于 方形 比 B8 于 正方 形 如 同 的 平方 数 比 五 的 平 
方 数 ,而 4 下 正方 形 比 B 上 本 方形 如 辐 A& 与 BB 的 二 深 比 , 旺 局 的 平方 
数 与 台 的 平方 数 的 比如 回忆 与 品 的 二 次 比 ， 
所 以 也 有 ,4 比 B8 CED. 

所 以 有 与 豆 之 比如 同 数 局 比 数 D; 因 此 4 与 BB 是 长 度 可 公 度 的 . 
| xX.6] 


再 次 , 设 有 A 与 日 是 长 度 不 可 公 度 的 . 

山林 证 丰 下 正方 形 与 BB 土 术 方 撒 之 比 不 间 于 一 个 平方 数 比 一 个 

因为 ;如果 4 工 和 方形 与 下 上 正方 形 之 比如 同一 个 平方 数 比 一 个 
平方 数 , 则 A& 三 B 让 可 公 度 的 ， 

但 是 并 不 是 这 样 ; 
所 以 A 甘 正 说 撒 与 BB 上 上 正方形 之 比 不 同 1 一 个 平方 数 比 :一 个 平方 数 . 

最 而, 洲 有 A 上 正方 形 与 B 上代 由 方形 之 比 不 网 3 个 平 上 数 比 一 -个 
和 站 数 ， 

则 本 证 下 与 8 是 长 度 不 村 公 度 的 . 

因为 ,如 扫 及 与 B 是 可 公 度 的 , 则 有 4 十 止 方形 与 8B 上 .正方形 之 比 
如 同一 个 于 六 数 比 一 个 平方 数 . 

但 是 并 不 是 这 样 的 ; 
所 以 站 与 妆 不 是 长 度 可 会 度 的 ， 


证 完 
推论 ”从 上 述 证 明 中 得 知 ,长 度 可 会 度 的 两 线段 岂 总 是 正方 撒 可 
会 度 的 ,但 是 正方 形 可 公 度 的 线段 不 - 定 是 长 度 可 公 度 有 的 . 
引 理 ” 在 算术 中 已 证 得 两 相似 画 效 之 比如 同 -个 平方 数 比 一 个 平 
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ee 


三 了 欧 玫 里 和 几何 吕 本 


方 数 ， [HIL.26] 
而 日, 如 果 两 数 之 比如 同一 个 平方 数 比 加 一 个 平方 数 , 划 人 它 人 是 相 
似 面 数 . [YUL26 的 道 命题 ] 


从 这 些 合 题 显然 叮 知 , 昔 数 不 吓 相 供 面 数 , 节 奢 些 不 与 它们 的 边 成 
比 俐 的 数 , 它 们 之 比 不 同一 个 平方 数 比 个 平方 数 . 

因为 ,如 于 近 人 在 这 样 的 比 , 它 们 就 是 析 亿 而 数 :这 与 假设 矛 后 ， 

所 以 不 足 相 似 面 数 的 阁 之 比 不 同 于 一 个 平方 数 比 一 个 于 方 数 . 


命题 10 ) 


求 与 一 个 给 定 的 线段 不 可 公 度 的 两 个 线段 ,一 个 是 仅 长 
度 不 可 公 度 , 吨 一 个 也 在 正方 形 上 与 之 不 可 分 度 . 

汕 A 是 所 给 定 的 线段 , 求 与 4 小 可 公 度 的 册 
线段 ，- 个 旺 仪 长度 不 可 公 度 ,; 男 一 个 也 在 下 方形 
F 与 之 不可 公 度 

取 两 数 B, 忆 ,使 其 比 不 同 于 一 个 平方 数 比 态 

-个 平方 数 ,; 妈 它们 涉 古 相似 面 数 . 

调 共 诈 作 出 了 到 下 比例 .使 BE 比 C 如 同 & 上 

正方 形 比 DD 上 午 方 撒 . 因 为 我 们 知道 如 何 作 峙 . 
Lx.6 推 沦 ] 

所 以 有 A 上 正方 形 与 D 下 正 方形 可 公 度 . [xX.6] 

对 因为 吾 与 忆 的 比 不 同 王 一 个 平方 数 比 个 平方 数 ， 

所 以 4 上 正方 形 比 五 于 正方 形 也 不同 于 一 个 平方 数 比 一 个 平 上 六 数 ， 


Nm 


所 以 2 与 三 长度 不 是 公 度 的 . “xX.9] 
设 取 吾 为 二; 五 的 比例 中 项 ; 

所 以 有 A 比 品 如同 A 上 正方 形 比 吾 天 正方 形 . [Y. 定 区 吕 ] 
但 是 4 与 忆 是 长 度 不 可 公 度 的 ， 

所 以 和 上 上 正方形 与 如 上 正方 形 也 是 不 可 会 度 的 ; iX.8] 


所 以 4 与 基 正 方形 王 与 之 不 可 公 度 的 . 
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这 样 求 出 了 与 指定 线段 4 不 可 公 碰 的 两 线段 五 , 吾 ; 
刀 趾 仅 扩 度 上 不 可 会 度 , 吾 在 长 度 与 正方 形 上 都 不 可 公 虚 . 


六 三 以 后 蔬 写 六 便 起 见 ;我们 把 两 能 公 度 用 符 和 “一 上 全 

把 是 量 椒 可 会 度 用 符 生 "一 ” 表 南 ; 

训 昌 两 线段 不 订 公 度 ,而 它们 正方 展 可 公 麻 , 即 芷 "公正 方形 可 公 度 站 或 促 长 
疹 不 可 公 度 ?用 符 张 ”~ “下 小 ， 


如 来 四 个 量 成 比例 ， 量 与 第 二 量 是 可 公 度 的 , 则 第 
二 二 量 是 不 可 公 度 的 , 则 
第 三 与 第 四 量 也 是 不 可 公 度 的 . 

设 A4,B,C,D 是 四 个 成 比例 的 其 , 即 ,A 比 8B 1 


如 同 C 比 万 ， a 

旦 设 和 让 与 电 基 可 公 虚 的 . < 一 
则 可 证 Ce 与 已 也 将 是 吉 公 度 的 . 
因为 A 与 BB 是 可 公 度 的 ,所 以 站 与 B 之 比如 

同一 个 数 比 个 烙 . [X,5] 


半 下 与 B 如 同 C GD， 

所 以 CC 与 五 之 比如 同 个 数 比 罗 一 个 数 ， 

所 [以 如 与 DB 尽 公 度 的 . [XxX.6| 
其 次 ,没有 A 与 昌 不 可 公 度 

则 可 评 宫 与 刀 贞 将 十 相 可 公 度 的 . 

姨 汐 ,由 于 有 2 与 8 不 是 公 度 ,所 以 4 与 吾 之 比 不 同 于 -个 数 比 另 

-个 数 . [X.7?] 

妈妈 比 吾 如 同 C 比 五 ， 

所 以 CC 与 号 之 比 不 同 于 一 个 数 引 一 个 数 ， 

所 以 口 与 互 不 吕 公 度 . [X,8] 
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各 欧 几 于 得: 儿 何 皮 本 


证 完 

taib= ce:d. 

{如果 ga 一 上 虹 公 b=m:R， mn 为止 幕 数 ， .5 
因此 cd=m:n, 
Wm cmd. 

[2) 册 昌 虽 565, 册 之 a:bzxzm:n, TR.7! 
于 足 人 二 
大 以 cd. XB 


命题 12 ) 


与 同一 量 可 公 度 前 两 量 , 披 此 也 可 公 度 . 
设 刁 有 ,BB 的 每 一个 与 局 可 


2 一 公 度 . 
c D 则 可 证 委 与 BB 也 三 可 公 度 
五 一 一 一 一 五 一 -一 一 的 . 
Fe—— Kk 国 为 ,在 与 司 可 公 度 


所 以 和 与 安之 比如 同 :个 效 比 - 
个 数 . [X.5] 

设 这 个 引 足 史 比 吾 . 

又 办 为 ,与 再 可 公 度 ， 

所 芝 记 与 BB 之 比如 同一 个 数 比 一 个 数 . [xX.s) 
汕 这 个 比 是 严 比 8Q. 

现在 对 已 知 一 些 杠 比 中 的 数 , 即 号 比 太 FILEG. 

本 版 数 百 ,天 ,大 全 它们 以 己 知 比 成 连 比 例 ， 参看 Vill.4. 
B,DEEE WEER,H,FILGMIrEEEL. 

因为 ,4 比 C 如 同 五 比 吾 ， 
而 中 比 刀 如 同 末 比 丽 ， 
所 以 也 有 站 比如 同 玉 比 顽 . [¥.11] 
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区, 几 于 口 比 8 如同 FF 比 G， 
而 下 过 GG 如 同比 L. 


所 以 也有 ,QC 人 比 B 旭 同 下 比 工 . [¥.11] 
但 是 也 有 ,4 比 C 如 同 吾 比 &， 
所 以 取 首 末 比 ,A 比 B 加 辣 坪 比 工 . LV.22] 
所 以 A 与 召 之 比如 同一 个 数 比 一 个 数 ， 
所 以 4 与 吾 直 可 公 度 的 . [和 .6] 
证 完 


设 ame,b~me, 则 a~b. 

内 为 ane a:c= m:n, I x.5 | 
因为 Bc eb=p:g. 

m:nR=mpinpR p= mp: ng, 

ll a:c= mpinp, cih= np:ny. 

由 取 末 [上 比 ， a:b= mp: rng. 

所 以 oa~b. 


著 丙 个 量 是 可 公 度 的 ,其 中 一 量 与 某 量 不 可 公 度 ,那么 兄 
一 量 也 ,与 此 量 不 可 公 度 ， 
没 4A,B 是 卫 个 可 公 度 的 旺 , 且 共 路 航 一 其 ”< 


生 与 册 一 盟 它 是 不 可 会 度 的 . C 
出 可 证 她 与 它 也 不 可 公 培 . 5 
圭 为 ,如 果 BB 与 C 旦 可 公 度 的 ,而 A 与 BB 
也 是 可 公 度 的 , 堵 么 三 GC 也 是 可 公 度 的 . LX.12] 


但 是 4 与 CG 也 是 不 可 公 度 的 :这 是 不 机 能 的 ， 
所 以 吾 与 各 不 是 可 会 度 的, 因此 吕 与 C 基 不 可 公 度 的 ， 
证 完 
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各 欧 儿 电 得 . 儿 何 电机 


引 理 


求 作 一 线段 ,使 得 这 线段 上 的 正方 形 等 于 给 定 的 天 小 不 
等 的 两 线段 上 的 正方 形 的 盖 . 

设 AB, 人 C 是 已 知 的 西 个 不 等 线段 ,HH AB 是 大 线段 ; 

求 作 一 止 方形 ,使 得 等 上 4B 上 不 方 形 超过 CQ 上 正方 形 上 所 得 之 其， 

以 AB 为 中 径 作 半圆 ,在 半 网 上 作 苞 AD 等 于 忆 , 连 接 DB. 


ITw.11 
显然 . 角 ADH 是 四 角 ， TI.31 1 
p 1 是 ,AB 上 下 方形 与 AD 上 正方 形 之 益 为 
AN 人 上 DB 二 正 方形. -1.471 
Fl B 


类 位 地 也 有 ,刀具 已 知 贡 线段 , 同 法 可 
求 出 -个 线段 ,使 得 这 线段 上 的 正方 形 等 于 
两 已 知 线段 上 正方 形 的 和 . 

没 AD, BD 是 两 条 已 知 线段 , 求 作 一 线段 ,使 它 上 的 正方 形 等 于 
AD 与 BD 二 两 正方 形 的 和 、. 

设 用 AD ,DB 组 成 一 个 直角 ,连接 AB. 


证 完 


命题 14 ) 


如 果 四 个 线段 成 比例 , 且 第 一 条 线段 上 的 正方 形 比 第 二 
条 线段 上 的 正方 形 超过 一 条 线段 上 的 正方 形 ,这 条 线段 与 第 
一 条 线段 是 可 公 度 的 , 则 第 三 条 线段 上 的 正方 有 形 也 比 第 四 条 
线段 上 的 正方 形 超 过 一 条 线段 上 的 正方 形 , 这 条 线段 与 第 三 
条 线段 也 可 公 度 . 
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种 X 次 鲁 


又 ,如果 第 一 条 上 的 正方 形 比 第 二 产 上 的 正方 形 超过 一 
条 线段 上 的 正方 形 , 这 条 线段 与 第 一 条 线段 是 不 可 公 度 的 , 则 
第 三 条 上 的 正方 形 也 比 第 四 条 上 的 正方 形 也 超过 一 条 线段 上 
的 正方 形 , 这 条 线段 与 第 三 条 也 不 可 公 度 ， 
设 有 ,B,C, 丰 四 个 成 比例 的 线段 ， 
即 和 及 比 B 如 回忆 比 D1 该 A 上 与 B 上 
两 止 方形 之 差 等 于 上 正方形 ,又 设 
虐 与 DD 工商 正方 撒 之 关 等 上 下 上 正方 撒 . E 下 
则 可 证 若 4 与 百 可 全 着 ， 
则 C 与 百 也 可 公 度 ， 
项 丰 与 百 不 可 从 天 , 册 和 与 刺 电 不 可 公 
因为 ,A 比 B 如 辐 C 比 DD， 
所 以 也 有 ,4 上 正方 撒 比 8 二 正 方形 如 同 C 上 古方 形 比 DD 上 不 方形 . 
| ¥1.221 


但 是 , 巨 ,BB 上 正方 形 之 和 等 于 4 于 正 方形 ， 
册 互 , 素 上 于 方形 之 和 等 二 已 上 正方 形 ， 
所 以 吕 , 吾 二 上 正方 彤 之 和 比 互 上 上 正方形 如 同 瑟 , 环 上 正方 形 之 
利 比 互 上 止 方 形 ， 
所 以 由 分 比 , 户 上 下 方形 比 B 上 正方 形 如 同上 计 订 形 比 DD 上 时 方 
形 . [V¥.17| 
所 以 出 有 ,五 比 B 如 同 启 比 D， | YI.22] 
赦 出 反比 , 吾 比 互 贡 [可 已 比 严 . 
但 是 及 比 B 可 同 C 比 DD. 
王 是 取 首 末 比 ,有 A 比 再 划 同 避 比 五 . [W .22 |] 
所 以 ,如 果 有 4 条 吾 可 公 度 , 则 CC 与 玉 亦 时 公 度 ， 
又 ,如果 AA 与 琅 不 可 公 度 , 则 宫 与 下 也 不 中 公 度 


Ha:bp=c:d. 
iB YI.22 就 有 ”要 :要 = eo. {1) 


三 欧 几 里 得 :用人 林原 本 


于 是 [Cerb :pT a+: 
由 分 比 ， Co Bp=te dD): 1Y.17] 
由 成 此， ba p= :te el). 
于 是 与 (1) 联 上 辣 木 比 , 得 
aa ~- B= ef 有) (2} | ¥.22] 
因此 aiv @ -要 = 全， | ¥1.22] 
央 而 出 X.T 天, 若 e 一 ”时 一 要 , 则 cc 一 vc 二 天; 


若 和 vv oe vv ce. 


贞 ( 到 人 2) 欧 几 电 得 征明 广 若 四 个 量 成 比例 , 则 换 比 成 立 ” ,虽然 他 桂 .19 
推论 中 也 担 到 过 . 


如 果 把 两 个 可 公 度 的 量 相 加 ,其 和 也 与 原来 二 量 都 可 公 
度 ; 荐 二 量 之 和 与 二 量 之 一 可 公 度 , 则 原来 二 量 也 可 公 度 . 
这 两 个 可 公 度 的 量 是 AB, BC ,将 它们 相 加 . 
则 Hj 证 整体 AC 也 与 48, BC 每 一 
A 如 Eh 个 可 公 度 . 
pp 因为 A8, BC 是 可 公论 的 ， 
所 以 有 -个 曙 能 最 尽 它们 . 


设 量 尽 它 们 的 凡是 五. 
因为 DD 壕 尽 AB,BC, 于 么 它 也 量 尺 整体 4C. 
但 是 它 了 岂 量 尽 48,BC, 所 以 DD 量 尽 AB8B,BC,A0, 
所 以 40 与 4B ,BC 的 每 一 个 是 可 公 度 的 ， [X. 定义 ] 
甚 次, 设 4C 与 4B 是 可 公 度 的 . 
则 可 证 4B, BC 也 是 可 公 度 的 . 
外 为 ,由 于 4C. 4 起 可 公 度 的 ， 
则 有 一 个 量 能 明 尽 它们 , 设 量 尽 它们 的 是 D. 
这 时 ,由 于 吕 量 尽 C4 ,45 ,那么 它 也 量 尽 余 量 BC. 
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但 是 七 出 攻 尽 AB; 
所 以 DD 也 量 尽 4B,BC, 所 以 AB,BC 蚌 可 公 度 的 . .XX. 冠 义 1] 
证 完 
人) 鞠 @ 一 起 , 讽 ec 是 它们 的 公 度 其 ,于 大 在 两 个 政 数 得 ,天 使 和 = In ,B= ii. 
于 是 a+tb= tm+t nc. 
所 以 (+ 下) 一 到 十 下) 一下. 
f27 区 (站 二 一 丰 ( 或 (+ 六 一 国庆 避 起 @+ 下 与 w 的 公 度 时 .于 是 存在 mm， 
并 使 w+ 上 = nw, = ne, 
FRAa+r po= nm n= nm ne, 
b=tm- nc Mm a~b, 


命题 16 ) 


如 果 把 两 个 不 可 公 度 的 量 相 加 ,其 和 必 与 原来 二 量 都 不 
可 公 度 ;如 果 两 个 量 之 和 与 两 个 量 之 一 不 可 公 度 , 则 两 个 痢 也 
不 可 公 度 ， 
把 两 个 不 可 公 讼 由 4 如 .BC 相 其 . 
则 可 证 条 体 AC 与 48,BC 部 不 可 公 度 . 4 |p 
因为 ,如 果 C4 ,4 不 是 不 可 会 度 的 ,那么 丰 一 个 其 
能 量 尽 它们 . 
设 基 尽 它们 的 遇 为 DD. 
这 时 ,由 于 如 典 尽 C4 ,AB， c 
所 以 它 也 将 量 尽 共 余 基 BC. 
但 是 它 也 十 尽 2B; 所 以 DD 世人 尽 AB, BC. 
于 上 AB ,BC 是 可 公 度 的 . 
但 是 由 假设 ,它们 也 是 不 可 公 度 的 :这 上 毕 不 可 能 的 . 
因此 没有 一 个 量 能 呈 尽 C4, AB， 
所 以 C04 ,AB 是 不 可 会 度 的 . .开交 | 
类 位 地 ,我 们 能 够 证 明 AC ,CB 了 出 是 不 可 公 度 的 . 
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春 欧 几 出 得 : 儿 们 虎 本 


所 以 4C 与 4B ,BC 的 每 一 个 不 可 公 度 . 
其 次 , 进 4C 与 两 晤 AB, BC 之 一 不 可 公 度 . 
冯 先 , 滩 4C 与 248 不 可 公 度 . 
则 可 让 4B, BC 也 不 是 公 度 . 
因为 ,如 梨 它 f| 是 可 公 度 的 ， 

叫 有 一 个 量 最 尽 它们 . 设 昌 尽 它们 的 量 是 DD. 
因为 基 尽 AB,BC, 所 以 了 也 十 尽 政 休 AC. 
但 是 它 也 是 尽 4 如 :所 以 五 量 尽 C4 AB. 

于 是 C4 ,AB 是 可 公 度 的 . 
但 是 由 假设 ,它们 也 是 不 可 公 度 的 ;这 是 不 可 能 的 . 
十 是 没有 个 量 能 节 尺 45, BC; 

因此 4B,BOC 是 不 可 公 度 的 . : 义 , 定居 1]] 

证 完 


引 “ 理 - 


如 果 在 一 条 线段 上 贴 合 上 一 个 缺少 正方 形 的 矩形 宁 , 则 
这 个 纸 形 等 于 因 作 图 而 把 原 线段 所 分 成 的 两 段 包 念 的 算 形 . 
设 在 线段 4B 上 上 贴 合 上 -个 缺少 正方 形 


D DB 的 矩形 AD. 
| | 出 可 证 AD 等 于 以 AC ,CB 为 边 的 证 形 . 
4 B 


[9 显然 ,因为 DB 是 正方 形 ,，PD6 等 于 CB， 
日 AD 足 第 形 4C .CD 即 算 撒 4C .OB. 


和 污 引 理 布 思 的 锋 述 是 "如果 人 在 一 条 线段 上 和 他 : 个 缺少 下 方形 的 平行 四 这 
形 (parmilelogrnam》 , 则 这 个 于 行 I 半边 形 等 于 因 和 件 图 而 拒 腺 线段 所 分 上 成交 两 段 为 边 的 
算 撒 而 实 Bh 用 的 忠和 形 ,因而 我 们 ( 译 省 ) 将 平行 四 边 形 改 为 知 上 , 以 后 的 命 古 
也 如 此 处 理 . 
旭 江 吕 是 已 知 线 自 ,z 基 王 方形 的 由 , 则 这 个 旭 形 等 于 Ye x}. 
3 了 32 


第 艺 郑 者 


让 形 央 合 于 一 个 线段 是 把 禾 形 的 底 训 在 该 线 抽 上 ,使 其 肛 的 -一 合身 近 与 线段 
的 一 个 端点 重合 ， 


命题 17 ) 


如 果 有 两 条 不 相等 的 线段 ,在 大 线段 贴 合 上 一 个 经 形 等 
于 小 线段 上 正方 形 的 四 分 之 一 而 缺少 一 个 正方 形 , 上 且 大 线段 
被 分 成 长 度 可 公认 的 两 部 分 , 则 原来 大 线段 上 正 方形 比 小 线 
段 上 正方 形 大 一 个 与 大 线段 是 可 公 度 的 线段 上 的 正方 形 . 

又 ,如 果 大 线段 上 正方 形 比 小 线段 上 正方 形 大 一 个 与 大 
线段 是 可 公 度 的 线段 上 的 正方 形 , 上 且 在 大 线段 贴 合 上 一 个 厦 
形 等 于 小 线段 上 上 正方形 的 四 分 之 一 ,而 且 缺 少 一 个 正方 形 , 则 
大 线段 被 分 成 的 两 部 分 古 长 度 可 公认 的 . 

设 六 .BC 是 两 个 不 机 等 的 线段 , 共 中 BC 是 较 太 首 , 在 BC 下 贴 侣 
一 个 矩形 等 :F 4 上 下 方形 的 四 分 之 - -, 即 等 说 4 的 -一 半 革 的 让 方形 ， 
昌 缺 光一 个 正方 形 , 弯 它 就 是 秆 形 BD 、CD， [参看 引 理 ] 
日 设 BD 与 CD 蚌 长 度 可 公 度 的 ， 

则 可 证 BC 正方形 比 A 上 正方 形 太 4 
-一 个 与 BC 是 可 公设 的 线段 上 的 正方 拱 ， 

为 此 平分 BC 于 点 再 , 取 EF' 等 于 DDE. | 

所 以 余 基 DC 等 于 FF 8 一 让 一 志方 一 5 

史册 于 线段 被 点 下 分 为 相等 的 
两 部 分 ,被 娓 分 为 不 相等 的 两 部 分 ,所 以 由 BD ,CD 所 包 售 的 给 形 与 
ED 二 下 方形 的 和 等 于 BC 上 二 方形 . [1.5] 

把 它们 吗 税 后 同样 正 贿 ., 所 以 网 人知 第 形 BD .DO 与 四 们 DE 上 下 
方形 的 和 等 于 BC 上 正方 展 的 四 倍 ， 

但 是 4 上 正方 形 等 于 四 信和 的 矩形 BD CD; 
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三 了 车 儿 由 得 :于 何 晤 本 


向 DF 上 正方 形 等 于 由 倍 的 DE 上 正方 形 , 因 为 天 足下 的 二 倍 
又 BC 上 上 上 方形 等 于 四 信者 上 方形 .因为 BC 十 CE 的 二 信 
所 以 A ,DF 上 不 方形 的 和 等 于 BC 上 正方 垃 . 

这 样 BG 上 止 方形 比 及 上 正方 撒 太 一 个 DF 下 下 方形 . 
可 证 BC 与 DF 也 是 可 公 度 的 . 
内 为 BD 与 DC 是 长 度 可 公 度 的 . 


所 以 BC 与 GD 也 是 长 度 可 公 度 的 . [X.15] 
全 是 CB 旺 CD ,BF 的 和 是 长 度 可 公认 的 ， 

这 是 由 十 CD 等 于 BF [XxX.6] 
所 以 BC 与 BF, CD 的 和 也 是 长 度 可 公 庶 的 . LX-.123 
因此 BC 与 余 昌 5 世 是 长 度 可 公 度 的 . [X.15]j 


所 以 BC 上 正方 形 比 4 下 下 方形 大 一 个 与 BG 是 可 公 度 的 线段 
的 正方 形 

其 次 , 设 BC 上 正方 形 比 A 上 下 方形 夫 一 个 与 BC 是 叮 公 度 的 线 
段 上 的 正方 形 ， 
在 线段 BC 上 贴 合 -个 气 形 ,等 于 4 上 不 方形 的 四 分 之 一 且 缺 少 一 
正方形 , 设 它 是 矩形 BD DC. 

则 可 证 BD 与 PC 是 长 度 可 公 麻 的 . 

用 同一 个 图 ;类似 地 ,可 以 证 明 BC 上 正方 形 比 4 上 让 方形 大 --- 个 
FD 上 上 正方形. 

但 是 BC 上 正方 形 比 4 上 正方 形 大 一 个 与 BC 是 可 公 度 的 线段 上 
的 下 方形. 

所 以 BC 与 FD 是 长 度 可 公 度 的 ， 


因此 BC 也 与 余 异 , 即 BF, DGC 的 和 ,也 足 长 度 可 公 度 的 [XX.5] 
但 是 BF,DC 之 和 与 DC 可 公 度 ， [XxX.61 
因此 BG 与 0D 也 是 长 度 可 公 讼 的 ， [X.12 1] 
因 市 ;由 分 比 ,BD DC 是 长 典 可 公 度 的 . 「xX-.15] 
证 完 


设 机 线段 a.b,(a>65), 量 za -az 二 
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第 X 兰 看 

(sara: 

OE Ma 

证 二 如 下: 

oe 2 oa? 
5, 有 xa- ri+t 3 一 区 六 一 ,I 
47ta— rx} + 和 全 =, 
2 
Tia) = 4 ， + 
人 一 上 《站 

于 足 -人 = 0 -2x. 

【人 人 -其 .15| 
全 起 ”一 2.7， LX.&] 
所 以 了 一 2 LX.12i 

在 一 人 家 一 2 全 )， | %.15] 
于 尽 a gi. 

(2) gm az Ba~{a 2x), 

加 此 a 站 27. [X.!5, 

ff 2 Xb 

Har. [XX.12) 

站 [XX.153] 
万 = 辫 
以 [ 纺 呆 可 用 以 下 方程 表示 ,| 4° 
+H=. 


(车 一 则 a 一 v 2- 训 ， 
(2 车 av, 则 ~y. 


命题 18 ) 


设 有 两 条 不 相等 的 线段 ,在 大 线段 贴 合 上 一 个 等 于 小 线 
段 上 正方 形 蚂 分 之 一 且 缺 少 一 个 正方 形 的 算 形 ,车 分 大 线段 
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人 OO ee 


恒 忆 儿 蛙 得， 儿 何 原 赴 


为 不 可 分 度 的 两 部 分 , 则 原来 大 线段 上 正方 形 比 小 线段 上 正 
方形 大 一 个 与 大 线段 不 可 耸 度 的 让 
又 ,如 果 大 线段 上 正方 形 比 小 线段 上 正方 形 大 一 个 与 大 
线段 不 可 公 度 的 线段 上 的 正方 形 , 且 在 大 线段 贴 全 上 等 于 小 
线段 上 正方 形 的 四 分 之 一 且 忽 少 一 个 正方 形 的 疆 形 , 则 大 线 
段 被 分 为 不 可 公 度 的 两 部 分 
过 和 A， BC 是 两 条 不 相等 的 线段 , 共 中 BC 是 较 大 者 ， 
在 BC 巾 合 | 等 于 A 上 正方 形 的 目 分 之 一 下 缺少 一 正方 
了 4 形 的 睾 形 , 设 它 就 是 惩 彤 BD .DC， 
[参看 X.17 前 引 理 1 
区 说 BD 与 DC 是 长 度 不 可 公 度 的 . 
则 可 证 BC 上 的 正方 形 较 A 二 正方 形 大 一 个 与 BC 
是 不 可 公 度 的 线段 上 的 正方 形 . 
利用 前 面 作 图 ,类 伺 地 ,我 们 能 够 证 明 BC 上 于 方形 
比如 拒 正 方形 到 一 个 和 天 下 方形 ， 
现在 证 明 BC 与 DF 是 长 度 不 可 公 度 的 . 
由 二 BD 与 DC 是 长 度 不 可 公 度 的 ， 


站 和 居 划 可 邓 


所 以 BC 与 全 在 长 度 二 也 是 不 可 公 度 的 . [X.16] 

但 是 DC 与 BF ,DC 的 和 是 可 公 诬 的 ， “XxX.6] 
所 以 BC 与 BF ,DC 的 和 是 不 可 公 呆 的 ， [Xx.13] 
内 此 BC 与 余 最 0 在 长 度 上 也 是 不 可 公 度 的 ， iX.16] 


而 BC 1 上 方形 比 A 上 中 方形 太一 个 RD 上 上 正方形， 
所 以 BC 下 下方 丧 比 A 上 让 方形 太一 个 与 BC 是 不 可 公 度 的 线段 上 的 
正 廊 烘 . 

又 设 BC 上 正方 形 比 4 上 止 廊 形 太 -个 与 BC 是 本 可 公 度 的 线 斤 
上 的 正方 形 ; 
而 且 对 BG 巾 合 上 等 于 4 上 上 止 方形 的 止 分 之 一 旦 缺少 一 个 正方 形 的 振 
而 它 就 是 矩形 BD 、DC. 
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规 在 来 征明 BD 与 DC 是 长 度 不 可 公 度 的 . 
为 此 ,用 同一 图 ,类 似 地 ,我 们 能 够 让 昌 BC 工 下 方形 镁 4 上 半 方 
形 友 - -个 FD 上 上 正方形. 

但 是 BC 上 开 方 氛 比 4 上 正方 形 大 -个 17BC 是 不 可 公 度 的 线段 


和 的 正方 形 ， 

所 以 BO 与 FD 是 长 度 不 可 公 度 的 ， 

于 是 BC 与 余 量 , 即 BF, DC 的 和 中 不 可 公 度 的 . [X.16j 
但 是 BF',DC 的 和 和 与 DC 是 长 度 可 公 度 的 ， x.6] 

所 以 BC 与 DC 也 是 长 度 可 公 度 的 ， [X.13] 

因此 由 分 比 , BD 与 DC 旦 长 度 不 可 公 度 的 ， [和 .16] 


证 完 

慢 两 线段 a,b.,ta> 所 ,日 z(a- ao)= 生 ， 

人 ) 藻 1e x) zw 时 一 要、 

(车 本 二 及 、a. 则 (aa -x) x. 

pb? 
或 者 州 i 4 
你 + Y= a. 

CE Ry a; 

(人 2) 上 ov a- . 风 Nxy. 

引 理 ”书证 得 长 度 可 公 度 的 线段 也 总 是 正六 可 公 度 的 .可 是 椒 方 
可 公 度 的 线段 不 -- 定 是 长 度 可 公 度 的 ,那么 它 必然 是 长 度 可 公 度 的 或 
者 不 可 公 度 的 ,如 果 个 线段 与 一 个 已 知 有 姬 线段 是 长 渡 可 公 度 的 , 称 
它 为 有 理 的 , 且 与 已 知 有 理 线 段 不 仅 是 长 度 也 时 正方 可 会 度 的 ,因为 几 
线段 长 度 可 公 度 ,也 必然 是 正方 可 公 度 的 ， 

但 是 ,如 果 任 -组 段 与 已 知 的 有 理 线段 是 正方 可 公 诬 的 , 电 是 长 度 
可 公 度 的 ,在 这 种 情况 下 也 称 它 是 有 理 的 ,而且 是 长 度 和 正方 两 者 者 可 
从 度 的 ;但 是 ,如 果 任 一 线段 与 -< 有理 线段 是 止 方 可 全 度 的 , 皇 是 长 度 
不 可 公 度 的 ,在 这 种 情况 下 也 称 它 有 建 的 ,但 是 仪 正方 可 公 度 .】 
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命题 19 ) 


中 长 度 可 公 度 的 两 有 理 线 段 包 售 的 矩形 是 有 理 的 . 
为 此 , 民 算 形 4C 足以 长 度 可 公 度 的 有 埋 线 

段 A4B,BC 所 包含 的 . 

© 则 可 证 4C 蚌 有 理 的 . 
于 为 ,可 在 AB 二 作 -- 个 下 方形 4 , 著 么 
AD 中 有 理 的 . "入, 定 多 二 |] 
区 :出 于 .4 与 BC 是 长 度 可 会 度 的 ,而 AB 
等 ]- BD, 所 以 BD 与 BC 荐 长 度 可 公 度 的 . 


4 B 


,BD LEBC Wm DA LL AC., :V1.1 
所 以 Da 与 4C 是 可 公 度 的 . [Xx.11] 
但 是 DA 是 大 理 的 ,所 以 AC 也 是 有 理 的 . XX. 定 类 4] 

证 完 


设 户 是 有 理 线 段 {由 久 . 定 久 3 所 确定 的 }, 则 与 户 导 长 度 吕 公 度 的 线 挫 的 撒 
式 为 和 PT 入 注册 整 教 ) 或 攻 用 如 表 沙 (点 = 证 小， 
于 足以 P 和 如 为 边 的 年 形 为 jz. 
区 = 地 
中 与 和 可 公 度 .而 天 为 有 了 理 曾 ,所 以 各 2 为 有 理 面 . 


如 果 在 一 个 有 理 线段 赂 合 上 一 个 有 理 面 , 则 产生 作为 宽 
的 线段 是 有 理 的 , 且 与 原 线 段 是 长 度 可 公 度 的 . 

为 此 ,用 前 而 方法 ,在 在 理 线段 4B 贴 合 上 一 个 有 理 矩 形 AC ,产生 
的 BC 作为 宽 . 

338 


第 X 将 三 


如 可 证 BG 是 有 理 的 .月 与 BA4 是 长 度 可 公 度 的 . 


D 在 AB 上面 出 一 个 正 订 形 3D, 所 以 4D 是 有 埋 
的 ， iX. 定 必 千 ] 

如 了 但 是 4C 也 是 有 理 的 ; 
所 以 Da 与 4C 是 可 公 讼 的 . 

c 又 Da 比 4C 如 同 DB 1 BC. VL.1i 

所 以 DB 与 BC 出 是 可 公 订 的 ， ix.1}] 
而 DB 等 于 BA, 所 以 AB 与 BC 也 是 可 公 度 的 ， 
但 是 AB 着 有 理 的 ， 


所 以 BC 也是 有 理 的 ,是 与 48 是 长 度 可 公 度 的 ， 
证 完 
芒 P 直 有 理 钱 段 ,那么 任 一 有 理 和 矩形 的 拒 式 可 为 六. 
那 各 与 ji 相等 的 撼 形 一 进 为 癌 , 则 生 形 其 - 连 为 名 .显然 总 与 知 大 长 度 喇 
公 度 的 . 


:命题 :21 


直 仅 是 正方 可 公 度 的 两 有 理 线段 所 色 侈 的 矩形 是 无 理 
的 ,县 与 此 答 形 相 等 的 正方 形 的 边 也 是 无 理 的 ,我 们 称 后 省 为 
中 项 线 . 


为 此 , 设 姑 形 4C 是 由 公正 方 可 公 度 的 两 有 理 线 
段 4B ,BC 所 包含 . 

江 可 证 知 形 AC 是 无 理 的 ,日 与 4C 相等 的 正方 

形 边 也 是 无 理 的 ,把 后 考 称 中 项 线 . 

在 AB 上 和 作 下 方形 AD ,于 是 AD 是 有 埋 的 . 
Cc Tx, 定义 4|] 

AB 与 BC 是 长 度 示 可 公 度 的 ,这 是 因为 出 想 说 ， 
它们 仅 是 正方 可 公 度 的 ,而 AB 等 于 BD， 
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所 以 DB 与 BC 出 是 长 度 不 可 公 度 的 . 


,DB tt BC ld AD HAC, -¥1.1] 
所 以 DA 与 4C 是 不 可 公认 的 . [ 芭 .11] 
但 号 DA 有 型 的 ,所 以 AC 是 无 理 的 ， 
内 些 ,等 于 AC 的 正方 形 的 边 电 是 无 理 的 . [X. 定义 4| 


我 们 称 上 后 者 为 中 项 线 ， 
证 完 
居中 方 林 公 度 的 着 有 理 线 段 呆 表 个 为 2 和 和 ve 人才 开 六 后 不 为 ”形式 ,三 
为 上 二 否 类 二 
闷 府 中 天 钱 为 2 和 jw 的 线 倒 中 项 , 即 


7 一 1 
二 
Re = Py hn. 
直 基 .11 ,62 与 yp: 是 不 可 公 度 的 ,内 而 x E22 是 一 个 无 理 疝 ,J X.4 知 ,3 挛 
册 足 无 卓 线 段 


如 果 有 两 条 线段 ,那么 ,第 一 线段 比 第 二 线段 如 同 第 一 线 
段 上 正方 形 比 以 这 两 线段 包含 的 矩形 . 
设 三 ,Be 是 两 线段 . 


F 至 [a 则 可 证 五 比 EG 如 癌 到 上 上 正方形 
方 因为 ,车 在 亚 上 画 正 方形 DE', 又 作 
矩形 GD. 
这 时 ,由 于 FE [EG II FD DG, 「wI.1] 


H FD 号 EE 上 方形 ,DG 是 矩形 DE .EG , 即 是 矩形 FE ,EG. 
所 以 ,FE 比 EG 如 同 FEBE 上 正方 形 比 短 形 FE 、EG. 
类 全 地 也 有 ,矩形 GE .EF 比 EF 上 下 方形 , 即 GD 比 DPD 如 同 GE 
3 


比 EF. 


如 时 a, 为 两 个 线段 , 则 有 9:5= a :ab. 


如 有 果 对 一 个 有 理 线 段 贴 合 上 一 个 与 中 项 线 上 正方 形 相 等 
的 看 形 , 则 产生 出 作为 算 的 线段 是 有 理 的 ,上 且 与 原 有 理 线 段 是 
长 度 不 可 公 度 的 . 


设 A 足 中 项 线 , CB 是 有 理 线 段 3 
有 丸 设 相 BC 上 贴 合 一 矩形 BD 等 于 4 上 G 
正方 形 , 产 生出 作为 宽 的 CD. A | 
C p 到 下 


则 可 证 CD 是 有 建 的 ,日 与 0B 是 长 
度 不 可 公 度 的 . 
因为 4 是 中 项 线 , 那 么 4 上 止 方形 
等 于 仪 十 正方 可 公 度 的 两 有 理 线段 所 包含 的 筷 形 . [X.21] 
设 4 上 正方 形 等 于 年 形 GF.. 
但 是 A 了 上 正方 形 也 等 于 BED ,所 以 BD 等 于 GF. 
但 是 BD 与 GF 也 是 等 角 的 ， 
在 相等 旦 等 萌 的 两 征 形 中 , 夹 等 角 的 网 边 成 反比 例 ， [Vi.141] 
所 以 ,有 还 例 .BC EG EF Ek CD. 
所 以 也 有 , BC 上 正方 形 比 BG 『 正 方形 如 同 BF 上 正方 形 比 CD 
FJF 方 拱 . LY¥1.22] 
但 是 CB 上 本 方形 与 8G .正方形 是 可 公认 的 ,这 是 因为 CB, EG 
的 每 一 个 是 有 理 的 ; 


所 以 EF 上 正 方形 与 CD 上 上 正 方 撒 也 旺 可 公 诬 的 . [X.11] 
但 是 EF 上 止 方 形 是 有 理 的 ,所 以 CD 上 上 正方 形 也 是 有 理 的 ， 
[ 义 . 定义 4] 


所 以 CD 是 有 理 的 . 
34E 


pei 


其 苞 儿 赎 得; 儿 何 原水 


有 时 因为 ,EF 与 FPG 是 长 度 不 可 公章 的 ,因为 它们 是 仪 正 廊 相 公 度 


的 . 
又 ,下 比 本 人 EF 上 正六 形 比 第 形 FE EG. - 引 理 ] 
所 殿下 上 正方 形 与 矩形 .PEG 古林 可 会 度 的 ， [W,11] 


但 是 GD FF 下 方形 与 B&F 十 正方 形 是 可 公 上 笃 的 ， 
因为 这 此 线段 伯 正 方形 J 是 有 理 的 . 

又 算 形 DC ,CB 与 从 找到 .EG 是 可 会 度 的 ， 
因为 它们 都 等 1 4 上 止 方形 ， 


所 以 CD 上 正方 形 与 抵 形 DBC, CB 也 是 不 可 公 度 的 . -XxX.13] 
但 是 ,CD 上 正方 形 比 矩形 DCG.COB 如 同 DC FECB,， [3 引 理 1 
所 以 DC 与 CB 足 长 度 不 可 公 度 的 ， [X.11] 


于 是 CD 是 有 理 的 , 且 与 CB 是 长 度 不 可 公 度 的 . 


设 为 在 理 线 让 , 半 么 小 项 线 果 写 为 上 

此 命 各 我 们 用 代数 方法 加 以 证 明 . 

没 rp 4， 

Lk 

必然 与 下 2 是 锐 止 方 可 公 度 的 , 则 ~ 4 六. 

如 为 有 理 线段 .那么 可 P= 亦 为 有 理 线 段 . -X. 定 文 3 
当 拟 m 与 立 起 长 度 不 可 公 度 的 ， 


命题 23 ) 


与 中 顶 线 可 公 度 的 线段 也 是 中 项 线 . 
则 4 是 中 项 线 , 又 项 号 与 生 是 串 公 度 的 . 
则 二 证 B 也 是 小 项 线 . 
设 CD 是 给 定 的 一 个 有 理 线 段 , 在 CD 巾 合 上 -一 个 什 撒 CGE, 使 它 
等 于 上 正方 形 ,产生 出 ED 作为 宽 , 所 以 ED 是 有 理 的 , 且 与 CD 是 
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长 度 不 可 会 度 的 . 


又 在 (人 D 贴 台 上 一 个 矩形 CPP ,使 它 等 下 人 4 如 
BB 上 上 正方形, 产生 出 作为 宽 ， 性 


因为 A 与 是 可 公 度 的 ,所 以 A 上 正方 
形 与 上 让 方形 也 是 可 公 上 的 . 
但 是 BC 等 十 A 上 正方 形 , OF 等 于 B 上 : 


上 正方形 ,所 以 两 矩形 BC 与 CF 是 串 公 度 的 . E 
,EC tt CF A ED tt DF, 
LVI.1] 
所 以 ED 与 五 关 是 氏 度 可 公 诬 的 ， LX.11] 
担 是 ED 是 有 理 的 ,是 与 DC 是 长 度 不 可 公 虞 的 ， 
所 以 DF 也 是 有 理 的 ， [ 义 , 定义 3] 
县 与 DC 是 长 度 不 可 公 度 的 . [xX.13] 


所 以 CD ,DF 都 是 有 理 的 ,时 仅 在 方 可 公 度 . 

但 是 一 个 线段 上 上 正方形 等 于 以 和 仅 正方 可 公 度 的 两 有 理 线 段 所 包 舍 
的 矩形 , 则 此 线段 是 中 项 线 ， 7X.21] 
所 以 与 什 拱 CD .PDF 权 等 的 止 方形 边 是 中 项 线 . 

又 如 是 与 着 形 GD .DF 相等 的 正方 形 的 边 ， 
所 以 如是 中 项 线 . 


证 


出 


推论 ”显然 由 此 可 得 ,与 中 二 人 面 可 公 皮 的 面 是 中 项 咖 . 

“又 甘于 中 项 线 , 用 在 有 娃 的 情况 下 , 间 样 的 方法 可 以 解释 如 下 
EX.18 之 后 的 引 理 ] ,与 -中 项 线 是 长 度 可 公 度 的 线段 你 为 中 项 线 , 且 
不 从 是 长 度 也 是 正方 可 公 度 的 ,因为 - 般 地 , 凡 线 段 是 氏 度 可 会 度 必 
然 居 正方 可 公 度 . 

但 基 ,如 果 一 些 线段 与 中 项 线 是 正方 可 公 度 的 ,也 是 长 度 可 公 庶 
的 , 则 称 这 些 线段 是 长 度 旦 下 方 可 会 度 的 中 项 线 ,但 是 如 宁 和 证 仪 正方 可 
公 度 , 则 称 它们 是 促 正 方 可 会 虚 的 中 项 线 . | 


以 中 项 线 为 边 的 正方 形 叫 做 中 项 醒 ， 


者 欧 几 里 得 下 何许 本 


对 X.23 我 们 用 代数 方法 骨 以 焉 明 ; 
法 中 怖 线 为 寻 忆 ,与 它 可 公 麻 的 线 拱 了 分 为 : 


人 下 一 下 Pi x 

在 (1) 情况 下 ,= 窗 342. 并 = (AsR)3p， 
狼 而 立足 中 项 线 ; 

让 (2) 情 疯 下 ,x=2386, 即 区 = ALR)3p， 


内 而 了 是 中 项 线 ， 
命题 24 . ) 


留 长 度 可 公 度 的 两 中 项 线 所 包含 的 和 矩形 是 中 项 面 ， 
为 此 , 设 知 形 AC 是 由 长 度 可 公 度 的 两 中 项 线 4B ,BC 所 包含 的 . 


由 可 证 4C 是 中 项 量 ， 
央 为 ,六 酝 3B 天 作 一 止 方形 4D, 则 AD 是 中 项 


CC 向 . 
又 因为 , AB 与 BC 避 长 度 可 公 度 的 ,而 AB 等 于 


BD, 所 以 DB BC 也 是 长 度 可 公 度 的 ,于 是 DA 与 AC 


4 ” 也 是 可 公 度 的 向. TW].1,X.11] 
Dp 但 是 Ba 是 由 项 面 ， 

所 以 AC 也 是 中 项 闸 . [X.23 推论 ] 

证 完 


因为 E48 一 破 P, 闭 和 
4 办 .不支 所 二 认 支 P2 一 po [2k) tp) 


因为 (22k)3p 是 中 项 线 , 所 以 [Ek)#oF 十 中 项 而 ， 
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命题 25 ) 


由 仅 正 方 可 公 度 的 两 中 项 线 所 包 售 的 给 形 或 者 是 有 理 面 
或 者 是 中 项 面 . 


为 此 , 没 审 形 AC 是 由 机 正方 至 全 
可 会 度 的 两 中 项 线 AB, BC 所 包含 . 

到 本 进 AC 二 有 理 面 或 考 是 D 万 C | 
中 项 面 . | 

因为 , 若 在 AB, BC 上 分 别 作 O E 


ty AD, BE., * 
所 以 而 正方 形 4 ,本 部 是 中 项 面 . 

设 给 定 一 个 大理 线段 FG ,在 FE 贴 合 上 一 个 年 形 88 等 于 AD, 产 
生出 作 方 宽 的 FE; 
在 PR 上- 同 合 - -个 巴 形 MK 等 于 AC, 产 生出 作为 宽 的 HK; 
奖 公 地 ,在 EN 上 趾 合 -个 矩形 AZE 等 二 BE, 产 和 牛 出 作为 宽 的 瑟 ， 
于 是 FH , HK ,上 LL 在 - -直线 上 ， 

这 时 ,由 于 正 左 形 AD, 每 一 个 者 是 中 项 面 , 日 4D 等 :如 万， 
BE 等 村 NL,， 
所 以 逢 形 GH ,NL 每 一 个 是 中 项 而 . 

区 它 们 都 是 由 会 :有理 线段 FG 上 的 ,所 以 线段 FH, KL 每 一 个 
是 有 理 的 ,下 与 Fe 是 长 谋 不 可 公 度 的 . [X.22】j 

久 因 为 ,AD 上 二 B 是 可 公认 的 ， 
所 以 GH 与 NL 也 是 可 公 度 的 . 


又 GH HNEL 加 同比 玫 L， [VI.1] 
所 凡 8 与 枉 , 是 长 度 可 公 度 的 . [X.11] 

所 以 FH ,KL 是 长 度 可 公 度 的 两 有 理 线 段 ,所 以 扼 形 FH,、 开 是 
有 卉 的 . [X.19] 


又 因为 DB 等 于 4 ,08B 等 于 BC， 
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多 拘 几 下 得 :几何 旺 本 


所 以 ,DB LH BC WMI AB HE BO. 
但 是 ,DB 比 BC 好 同 DA 比 4C， -VI.1] 
而 H. 2B 比 BO 如 同 AC tH G0， 
所 以 DA 比 4C 如 同 4C 8H G0. 
但 是 AD 等 卫 GH, AC 等 于 MK 以 及 CO 等 NL， 
,GH tL ME MN MK HE NL, 


于 臣 也 有 ,77 此 BE 如 同比 夫 L. VI.1,Y.11] 
所 以 和 扎 形 FH .EL 等 于 下 本 上 下 方形. LYL171 


但 是 ,矩形 FH .三 是 有 理 的 ;: 
所 以 HK 上 正方 形 也 是 有 有 嫂 的 ,因此 HK 中 有 有理 的 . 
站 果 , HK 二 FG 是 长 度 可 公 虐 的 ， 


于 是 , HN 是 有 型 的 ， [X.19] 
提 是 ,如 果 HK 与 FG 是 长 度 不 可 公 度 的 , KF ,HM 证 仅 正 方 可 公 座 的 
两 有 理 线 段 ,因而 BN 中 中 项 面 . [X.21] 


因此 EN 是 有 理 而 或 者 足 中 项 面 . 
但 是 HN 等 十 AC, 
所 以 AC 是 有 理 面 或 者 是 中 项 面 . 


证 完 

仪 正方 可 公 订 的 两 由 项 线 Py ak46 为 边 的 盾 形 为 司 P A = ( 认 ) 交 
-月 说 来, 它 是 一 个 中 珊 面 ;但是 , 匠 搞 = 以 大 时 , 则 该 第 形 为 有 Ri. 它 显然 鞍 个 有 
埋 知 撒 . 


一 个 中 项 面 不 会 比 一 个 中 项 面 太一 个 有 理 面 ， 
因为 , 苦 设 中 项 面 AB 比 中 项 面 4C 大 一 个 有 韦 面 了 78. 取 有 理 线 
段 王 ', 在 和 上 贴 合 -个 年 形 玉 等 AB, 产 生出 EH 作为 宽 . 
截 岂 等 于 AC 的 第 形 FG， 
所 以 余 址 BD 等 于 余 量 KN. 
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间作 


但 是 BB 足 有 则 的 ;所 以 7 


有 1 了 E 也 是 有 理 的 . 
中 |。 这 时 ,由 于 两 怎 形 4B, 4C 得 
B 一 个 部 旺 中 项 和 窄 , 而 且 .AB 等 于 


FH,AC 等 上 FFC. 
所 以 此 民 形 7 FG 证 - 个 也 


部 是 中 贰 面 . 
又 因为 它们 者 是 贴 合 于 有 昌 线 段 EF 上， 
所 以 后 个 线段 HE ,EG 部 是 有 理 的 , 旦 与 EF' 是 长 度 不 可 公 度 的 . 
[XX.22] 
半 轩 为 .DB 是 有 塌 面 上 等 于 BH ,所 以 KH 也 十 有 理 面 , 卫 它 也 是 
贴 舍 于 有 理 线 成 EF 上 ， 
所 以 GH 是 有 惠 的 ,日 与 EF 是 长 度 可 公 度 的 . [X%.20} 
但 是 8G 也 起 有 理 的 , 且 它 与 EF 是 长 度 林 可 公 度 的 ， 
所 以 EG 与 IG 是 长 度 不 可 会 度 的 . [X.13] 
区 ,EG 比 GH 如 | 四 BG 上 正方 撒 比 生 形 BG .GH; 
所 以 EG 上 正方 拒 与 上 征 形 8G .GH 二 不 可 公 度 的 . i x.11] 
们 是 EG ,GH 上 两 正方 形 的 和 与 与 自 方形 是 可 公 度 的 ,因为 
两 个 静 是 有 埋 的 ; 
又 随 傅 天 形 BG .GE 唱和 矩形 8G .G8 导 可 公 度 的 ,因为 它 是 它 的 一 倍 ， 
[XX.6] 


又 EG,GH 上 两 正方 形 与 二 信和 算 形 BG .GH 并 不 可 公 歧 的 ， 
[六 .13 
所 以 BG ,GH 上 两 正方 形 之 和 和 可 二 倍 征 形 VB .GH, 即 EH 工 目 方形， 
它 与 BG ,GE 1 两 正方 形 是 不 可 会 度 的 . [X.16 
但 EG ,GE 上 两 正方 形 都 是 有 地 而 ， X. 定义 4| 
于 是 EB 是 无 理 的 . 
但 它 岂 是 有 垢 的 :这 是 不 可 能 的 ， 


两 中 班 面相 以 写 为 寻 斌 ,二 pz. 命 由 断 吉 
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| 者 殉 儿 昌 得 :几何 至 本 


局 让 一 季 扣 = (R42)P 不 是 有 理 而 即 (y 这 一 J 和 不 等 于 供 (om,n 为 让 
整数 ), 这 在 代数 中 是 容易 证 明 的 . 


| 命 区 27 ) 


求 仅 正方 可 公 度 的 丙 中 项 线 , 使 它们 和 包含 一 个 有 理 上 矩形 . 


给 定 促 正方 可 会 度 的 丙 有 理 线 段 A 利 互 . 取 
为 4, 五 的 比例 中 项 ， [WI.13] 
又 作出 4 比 吾 如 同 己 比 万 . [LY¥1.12] 
Dp 那么 ,由 于 A,B 是 仅 正 方 串 公 度 的 两 有 理 
1 3 Cc 线段 , 则 秆 形 4 . 互 , 即 C 让 正方形 [YI.17] ,是 中 
项 向 . [X.21] 
所 以 C 是 中 项 线 ， ‘XX.21] 
又 ,由 于 4 比 吾 如 同 局 比 五 ,而 且 4 , 召 是 仪 正方 王公 诬 的 ， 
所 以 忆 .D 也 是 仪 正 方 可 公 度 的 . ‘XK.11] 
又 口 是 中 项 线 ， 
所 以 DD 也 是 中 项 线 ， | 和 ,23 附注] 


所 以 和 ,总 是 仅 正 方 丁 公 度 的 两 中 需 线 ， 
还 本 证 ,以 它们 包含 的 年 形 是 一 个 有 有 理 面 . 
因为 ,由 于 胞 比 B 如 国 C 上 比 D， 
所 以 市 型 比 ,A 比 C 如 同 B 比 DD. [TY¥.16] 
但 十 及 比 C 如同 CG 比 B, 所 以 也 有 CC 比 B 如 同 B LED， 
因此 和 盾 形 C.D 等 本 五 二 下 方形 . 

但 是 B 上 下 方形 是 有 理 的 ; 
所 以 征 形 C.D 也 是 有 理 的 . 

于 是 我 们 求 出 了 仪 止 方 可 公 度 的 陆 中 基线, 它们 所 包含 的 是 有 理 
定形 


证 完 
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网 玫 里 得 的 人 法 是 , 先 求 出 正方 可 公 度 前 所 有 理 线 段 5. 说 P 的 比例 中 项 
对 P. 再 求 出 芋 合 其 满足 PP: 下 P= 村。 (1) 
上 起 T= an. 

国 为 太 P 是 中 项 线 .NT 因为 P- 说 

所 以 寻 P - 隔 P. 于 是 下 也 是 由 项 线 ， 

由 二 5 .8 = 2 , 它 是 有 理 的 ， 

因而 嫩 p, 反 为 之 所 求 . 


.命题 28. 


求 仅 正方 可 公 度 的 两 中 项 线 , 使 它们 所 和 包含 的 给 形 为 中 
项 面 . 


过 
3 一 -一 一 D 
Cc E 一 -一 


给 定 仅 正方 可 公 度 的 三 个 有 有 理 线 段 4A, B,C; 


设 品 是 2A.B 的 比例 中 项 ， [WI.13] 

又 作出 天 ,使 得 吾 比 安 如 则 万 比 吾 . [VI.12] 
由 于 有 A,B 十 仅 正 方 呈 公 度 的 有 理 线 段 ， 

所 以 4 如,; 即 号 上 正方形 [VE.17], 基 中 项 面 ， [Xx.21] 

甩 以 DD 是 中 项 线 . [ 买 .24 


区 ,出 于 态 .C 是 公正 方 可 会 度 的 ， 

LBIEEC WHDEE, 

所 以 忆 , 到 出 二 仅 正方 可 公 度 的 . [X.11] 
但 是 五 是 中 项 线 , 所 以 吾 也 是 中 项 线 ， [X.23 附注 ] 
于 是 情 ,E 必 仅 正方 可 公 度 的 两 中 项 线 . 
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元 欧 几 和 得 :几何 原水 


其 党 可 证 ,以 它们 包含 的 算 形 是 一 个 中 项 击 . 
因为 ,时 于 BEETC WED EE, 


所 以 出 更 疆 ,BB 比 六 下 间 GG 比 EB. L¥.16] 
但 是 ,B 比 户 如 辐 妃 比 ， 
所 芝 也 在 ,号 东 妆 如 同比 坎 ， 
‘WV.16] 


所 以 入 形 有 A. 等 了 二 条 形态 BE. 
但 是 知 形 4 .C 是 中 天 页 ,所 以 只 撒 .EE 也 是 路 珊 面 . 
于 是 求 岩 节 公正 方 可 公 虚 的 两 中 项 线 , 旦 它们 所 鱼 合 的 下 形 是 中 


项 面 . 


证 完 

欧 记 里 得 到 僻 册 方 从 度 的 三 个 有 理 线 段 ,6 局 623P,F 与 悦 5 的 化 同 中 项 
为 所 8. 节 六 满足 
下 :和 二 :dr 于 时 区 = ATGAk4. 


可 让 明 .K3 .azBz 天 4 是 所 灶 的 向 中 项 线 ， 


引 理 1  ) 


试 求 二 平方 歼 , 使 其 和 也 是 平方 数 . 
给 出 两 数 45 ,BC ,它们 或 都 是 倘 数 或 都 足 育 数 . 
于 性 ,由 村 无论 从 偶数 减 磊 偶数 或 者 从 
Bb 5B ”奇数 减 去 奇数 ,其 余数 部 尼 偶 数 . 
[ 1X .24.,26|1 


所 以 余数 4C 是 偶数 . 
洲 力 和 平分 AC. 
再 设 4B ,BC 部 是 相似 向 数 或 并 都 是 平方 数 , 调 平方 数 本 育 也 是 
相似 面 数 . 
现在 因为 48B, BC 的 殿 积 与 CD 的 平方 相册 等 于 .2GD 的 平方 . 
[1.6] 
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又 AB ,BC 的 乘积 中 -个 平方 数 ， 
内 为 已 经 还 明了 黄 相 似 面 数 的 果 积 是 平方 数 ， IX.1] 

内 此 两 个 平方 类 ,好 A8B ,BC 的 乘积 和 CD 的 平方 被 术 出 , 当 它 们 
相 如 村 ,得 到 BD 的 平方 . 

显然 及 同时 求 出 了 两 个 平方 数 , 即 BD 上 的 下 方形 和 CB 上 的 证 
产 形 , 叉 发 韦 它 们 的 莽 , 即 AB, BC 的 飞 积 起 一 个 平方 数 , 这 时 万 论 
AB, BC 吨 怎 样 的 相似 面 数 . 

但 是 它们 不 是 相似 夯 数 时 ,已 求 得 的 两 平方 数 ,区 BD 的 平方 与 
BC 的 平方 ,其 差 为 4B ,BC 的 桶 积 六 不是 于 上 广 数 ， 


证 完 
取 两 数 magj2 ,zaag? , 求 它们 同时 为 偶数 或 同时 为 奇数 ,十 是 由 了 .6 可 得 出 


mo ving) ~ ( wp’ + meg), 


2 2 2 
内 而 mm pg 4) 为 之 所 求 . 


到 
_ 引 理 2 ) 


试 求 二 平方 数 , 合 其 和 不 是 平方 数 . 
为 此 , 没 AB ,BG 的 绪 幅 旭 前 所 说 
的 那样 是 - -个 平方 数 ,又 没 O3 是 偶 4 人 .PE, ,8p 
数 , 理 设防 平分 C4 . 
显然 48, BC 的 乘积 提 (的 平 
方 竺 于 BD 的 平方 . [3 引 理 1] 
在 BD 上 减 去 单位 DE， 
于 是 48B, BC 的 乘积 加 ( 轨 的 平方 小 于 BD 的 平方 . 
则 相让 得 , AB ,BC 的 本 积 有 如 CE 的 平方 不 起 平方 数 . 
因为 ,如 架 它 是 于 上 方 数 ， 
则 它 等 于 BE 的 平方 或 者 小 于 BE 的 平方 ,但 不 能 大 十 , 因 单 位 不 能 再 
分 , 


poop2 mg + ( 
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”二 隐 帮 于 得 - 钱 簿 原本 


首先 ,上 茹 可 能 , 进 AB, BC 的 全 积 与 OE 的 平方 的 和 等 于 BE 的 平 
方 ,你 设 G4 是 单位 DE 的 一 倍 . 
因为 AC 是 CD 的 二 倍 ， 其 中 4G 是 DE 的 二 信 ， 
所 以 余数 GC 也 是 余数 EC 的 一 倍 , 所 以 GC 被 五 平分 . 
于 是 GB, BC 的 配 积 如 CE 的 平方 等 BE 的 平方 . 1.6] 

是 由 假设 4 ,BC 的 乘积 与 CE 的 平方 的 和 等 于 BE 的 半 方 ; 
hb 6 op Ec 的 村 积 加 CE 的 平方 等 J-AB, BC 的 乘积 与 CE 的 六 方 的 
和 . 


嗓 , 如 果 减 去 共同 的 CE 的 平方 , 句 得 到 AB 等 于 6GB :这 是 不 合理 
的 . 
所 以 AB ,BC 的 乘积 与 6 的 平方 的 利 不 等 于 BE 的 平方 . 
其 次 可 证 它 不 小 于 由 的 平方 . 
内 为 , 藻 可 能 , 设 它 等 于 BF 的 半 方 ， 
入 设 84 是 DF 的 二 售 . 
于 是 得 和 HC 是 CF 的 一 僧 ; 
即 是 CH 在 下 点 被 站 分 ， 
同 胡 HB ,BC 的 乘积 加 FU 的 平方 等 J BF 的 平方 . 10.63 
担 是 由 假 变 , AB, BC 的 乘积 与 6 的 平方 的 利 也 等 于 BF 的 平方 . 
足 HB ,BC 的 乘积 加 人 的 平方 等 于 AB,BC 的 屡 积 加 CE 的 平 
方 : 这 起 不 合理 的 . 
所 以 AB ,BC 的 乘积 加 CE 的 下 方 不 小 于 BE 的 平方 . 
又 已 证 明了 它 不 等 于 BE 的 平方 . 
所 以 2B ,BC 的 乘积 如 (CE 的 平方 不 是 平方 数 . 


证 
设 商 个 数 mp2 ,ma 后 时 为 情 数 或 加 时 海 奇数 , 恒 么 用 引 理 上 可知 
wp ~ mg) _ ( mp" + ta) 
2 一 2 ， 


出 


mp mg + ( 
凤 殉 平方 数 之 各 等 1 一 个 平方 数 . 
殉 几 蛙 得 证 明了 ， 

ppm + (9 -1) 不 是 平方 数 . 
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命题 29 ) 


求 仅 正方 可 公 度 的 二 有 理 线 段 , 并 且 使 大 线段 上 正方 形 
比 小 线段 上 正方 形 太 一 个 与 大 线段 是 长 度 可 公 度 的 线段 上 的 
正方 形 ， 


为 此 ,给 出 - -个 有 理 线 段 4B 及 两 平方 数 > 
ODP, DE . 合 得 它们 的 差 CE 涉足 平方 数 . 
[n 4 A 


1 理 21 
在 AB 上 而 出 半 疝 .并 设法 找 册 圆 并 上 -- c E D 
点 ,使 得 DC I CE 如 同 B4 上 止 方形 比 AF 
于 正方 形 . [Xx.6, 推 沦 ] 
连接 FB. 


由 于 B4 上 正方 形 比 AF 上 让 方形 如 癌 DC tC， 
所 以 BA 下 下 方形 卫 AF 下 上 上 方形 的 比如 问 数 DC 与 数 CE 的 比 ; 


于 是 BA 正方形 与 4 上 正方 形 是 可 公 庶 的 . [X.6] 
但 是 AB 上 不 方形 是 有 有 埋 的 ， IX. 征文 4] 
所 以 AF 上 正方 形 也 是 有 理 的 ， [同上 j 


内 是 2F 也 是 有 理 的 . 
区 ,由于 DC 与 全 的 比 不 同 于 一 个 平方 数 与 一 个 平方 数 鬼 比 ， 
则 B4 上 正方 形 与 4 天上 下 方形 的 比 也 不 同 于 - -个 平方 数 与 一 个 平方 
数 的 比 ， 
所 以 A8 与 4F 是 长 度 不 可 公 得 的 . ix.9] 
于 是 B4 ,4 是 仅 正 方 可 公 度 的 两 有 理 线段 . 
名, 由 于 BO 比如 同 召 4 上 直方 形 比 AF 上 不 方形 ， 
所 以 ,由 措 比 ,CD EE DE 如 同 4 1 方形 比 BF 上 正方 形 . 
[Y.19, 推 沦 ,11.31,14.471] 
但 是 ,CD 比 DE 如 同 两 平方 数 之 比 ， 
所 以 也 有 AB 上 于 方形 与 BR 上 正方 形 金 比如 同一 个 平方 数 与 一 个 平 
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方 数 之 [ 比 ， 
所 以 4B 与 BF 起 长 度 可 公 讼 的 . [X,9] 

又 AB 下 方形 等 于 AF.FB 下 正方 形 的 和 . 
所 以 2B 上 王 方 形 比 4F 上 正 记 形 太一 个 与 4 及 是 可 会 度 的 线段 
BF 上 上 的 正方形. 

于 是 提出 了 各 正方 可 公 度 的 两 条 有 理 线段 BA , 4 ， 
旦 大 线段 48 上 上 正方形 比 小 线段 4F 上 下 方形 大 一 个 与 4B 是 长 度 可 
公 度 的 BF" 上 的 正方 形 . 


证 完 
取 一 个 有 理 线 2 和 和 商 束 葛 >, 时 (rn 一 9) 在 平方 数 . 
求 线段 x 合 得 满足 比例 式 
mm mW) (1) 
内 此 = 


是 奔 求 的 两 线段 为 P,P v 1- 中 ， 
因 坟 中 (可 短 必 记 六 ,村 起 为 有 有 弄 线 段 ,H x PP. 
队 ! 让 旧 搞 比例， 2 = 一). 


于 而 Pp 


命题 30 ) 


求 仅 是 正方 可 公 度 的 两 有 理 线 段 ,并 且 天 线段 上 正方 形 
比 小 线段 上 正方 形 大 一 个 与 大 线段 是 长 度 不 可 公 度 的 线段 上 
的 正方 形 . 

给 出 -个 有 理 线段 4B 此 两 个 平 廊 数 上 , 克 , 使 得 它们 的 和 CD 


不 是 平方 数 . 1 引 1 理 2] 
在 4B 上 加 出 半 俩 AFB, 并 设法 找 出 癌 弧 上 一 点 下 ,使 得 DC 比 
CE 如 同 AB 上 正方 形 比 AF 上 沾 方形 . [X.5 ,推论 ] 
连接 FB. 
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类 似 上 前面 进 行 的 方式 可 以 证 明 , BA， 


4 玉 是 仅 止 方 可 会 虚 的 两 有 者 线 段 . 五 

又, 由 FDC 出 (五 如 同形 上 上 正方 形 比 ANNAN 
4 有 正方 形 ， A 8 
所 以 ,由 换 比 ,有 二 DE 如 同 AB ED 撒 比 Cc E p 


BF 上 正方 撒 ，[ YW.19, 挫 论 , TI 31,1.47|] 

但 是 QD 与 DE 的 比 不 同上 -个 平方 数 比 -- 个 平方 数 ， 
所 以 AB 土 诗 方形 与 BF 上 下 方形 的 比 岂 相同 3 一 个 平方 数 l 雍 -个 于 
方 数 ， 
所 以 AB 与 BF 是 长 机 不 可 公 度 的 . |X.9] 

又 4B 上 正方 形 比 A 上 正方形 大 一 个 与 4B 是 不 可 公 度 的 FB 上 
正方 形 . 

于 是 AB,AF' 是 公正 方 可 公 度 的 责 有 理 线 上 成 ,日 4B 上 正方 形 比 
有 FF 上 正方 形 大 一 个 与 48 明 不 可 公 朗 的 扫 .上 正 方 撒 . 


证 完 
琅 一 个 有 碧 线 耻 和 两 数 fm? 时 (m+ 站 不 是 平方 数 ， 
求 - 线 及 ,使 得 闯 足 
(Cm + RY) 二 各 和 , (FE) 

J _m 
因此 了 = -人 区 

于 是 所 求 的 陋 线 段 为 p, 一 

A +k 


因为 市 1 可 条 一 大 ,于 是 剑 孝 有 地 线 筷 .HE 、 
该 7 用 的 比例 ， fn 二) 
人 4 Wi + 天 市 关 平方 数 , 折 以 癌 w 站 六. 


命题 31 ) 


来 仅 正 方 可 公 度 的 两 中 项 线 包 售 一 个 有 理 和 矩形 ,使 得 大 
线段 上 正方 形 比 小 线段 上 正方 形 大 一 个 与 大 线段 是 长 度 可 公 
355 


各 欧 用 出 得, 用 何 原本 
度 的 一 个 线段 上 的 正方 形 . 
设 和 给 出 似 止 上 六 可 公 度 的 鸯 条 有 碌 线 段 4 ,五 ,使 得 大 段 4 上 正方 
形 比 召 上 平方 形 大 一 个 与 4 是 长 度 可 公认 的 个 线段 上 的 上 正方形， 
[X.29] 
又 设 品 上 正方 形 等 于 托 形 4 .五 . 
D 于 是 知 形 4 .B 是 中 项 面 ， -XX.2] 
所 以 和 上 正方 形 也 中 中 项 面 , 于 号 C 也 是 中 项 线 . 
设 矩形 C.D 等 十 召 上 止 方形 . 
本 现在 正 上 止 方 撕 是 有 理 的 ; 
所 以 矩形 C.D 也 是 有 理 的 . 
又 ,由 于 4 比 吾 如 问 甜 形 4 .号 比 吾 上 上 正方形， 
可 是 CC 上 止 广 形 等 于 矩形 A .B， 
而 矩形 忆 .D 等 于 BB 上 正方 形 ， 
所 以 ,让 比 B 如 同 C 上 下 方形 比 短 形 C、D. 
但 是 ,CE 方形 比 第 形 CDP CD， 
所 以 也 有 ,4 比 B 如同 CG 比 刀 . 介 是 4 与 B 是 仅 于 方 可 公 度 的 . 


人 


所 以 C 与 已 也 是 仅 王 方 可 会 度 的 . [X.11] 
又 尼 契 中 项 线 ， 
所 以 D 也 是 中 项 线 . [X.23, 附 注 ] 


又 ,由 于 4 比 B 如 同 C 比 DD， 
H 4 上 正方 形 比 互 上 正方 形 大 一 个 与 4 是 可 会 度 的 线段 上 的 正方 形 . 
所 以 也 右 上 正方 形 比 DD 上 方形 大 一 个 与 QO 是 可 公 度 的 线段 二 的 
目 方形 . [X.14] 
于 是 , 己 找 出 公正 方 可 公 兰 的 两 中 项 线 C.D， 
由 它们 包含 的 第 形 是 有 理 的 , 莫 CC 上 正方 形 比 上 D 上 正方 形 大 一 个 与 
是 长 度 可 会 度 的 线段 的 止 方形 . 
类 似 地 ,也 可 以 让 明 , 当 4 上 的 下 方形 比 B 上 前 赴 上 方形 大 一 个 与 
让 是 不 可 公 讼 线段 上 的 正方 形 时 , 则 GG 上 让 方形 比 DD 上 下 方形 大 一 个 
与 委 也 是 不 可 会 讼 的 线段 上 上 的 止 方形， 


证 完 
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没 P v1 和 为 时. 约 所 求 的 投 正 方 可 公开 的 商行 好 线段 . 共 正 例 员 项 为 
of- 站 这 ,由 X21 知 ef1- 要 浊 为 中 线 项 , 
求 “ 线 皮 ,使 等 满足 


工 . ,CO 
tl- Rv -R= 


央 此 = Pt 让 ). 
我 们 现在 用 代数 征明 of1- 大 74 001- 知 )4 就 是 小 命题 所 炒 的 两 线段 . 
畏 为 PE = pt1- 本寺 人 1 委 计 .上 X29 知 

PL RL ~ POT K)2, 


而 efl- 局 这 十 中 项 线 ,所 以 P01 一 庆 )3 出 是 中 项 线 . 


vo 
好 然 20 一 局 六 一 p01 一 可 ) 半 大 . 
命题 坡 语 沂 求 的 线段 为 
el 国 
Pl) 


“命题 32 ) 


来 仅 正 方 可 公 度 的 两 中 项 线 , 它 们 妃 售 一 个 中 项 矩形 , 且 
大 线段 上 的 正方 形 比 小 线段 上 正方 形 太 一 个 与 大 线段 是 可 公 
度 的 线段 上 的 正方 形 ， 
设 取 仪 正方 可 公 度 的 三 个 有 理 线段 有 ,B,C ,并 向 4 上 正方 形 比 
口上 上 上 广 形 大 一 -个 与 & 是 可 公 度 的 线段 上 的 正方 形 . [X.29] 
六 设 DD .上 正方 形 等 于 秆 形 A、 


A B. 

站 一 一- 一 一 
2 那么 号 上 正方 撒 基 中 项 面 ， 
Co 所 以 DD 也 是 中 项 线 .[X.211 


没 年 形 马 、E 等 于 算 撒 BC. 


357 


站 隐 并 引得 : 开 何 时 本 


| 球 么 定形 A 、B 比 凑 形 BC 如 问 A 比 局 ， 
而 互 上 止 方形 等 于 密 形 嫩 .五 ,所 形 DE 等 于 逢 形 BC. 
所 以 ,4 比 妇 如 同 互 上 下 方形 比 利 形 五 .五 . 
但 是 ,五 下 正方 形 此 此 形 玉 .下 如同 已 比 育 ; 
所以 出 有 ,4 比 C 如 同 DIE. 
但 是 24 忆 口 足 私 止 力 是 公 度 的 ， 


所 以 加 与 召 也 是 公正 方 公 庶 的 . [X.11] 
但 是 D 是 中 项 线 ， 
所 所 吾 也 是 中 贰 线 . [X.23 ,附注 


芝 , 出 于 有 A 比如 同 D 比 玉 ， 

而 和 下 正方 形 比 如 上 正方形 大 一 个 与 4 是 可 公 度 的 线段 上 上 的 正方 形 ， 
所 以 也 有 ,D 荆 正 方形 比 尺 二 正方 形 大 一 个 与 五 是 可 公 虚 的 线段 上 的 
下 方形 

其 次 ,可 以 还 明知 形 吃 、E5 也 是 中 项 面 . 

因为 年 形 B.C 等 于 浴 形 DE， 

所 以 短 形 六 . 吾 是 中 项 面 . iX.21] 

上 是 已 求 出 了 公正 方 可 会 度 的 两 中 项 线 号 ,五 .用 征 形 万 . 吾 是 中 
项 面 ,以 太太 线段 上 正方 形 比 小 线段 上 不 方形 天 -个 与 太 线段 是 可 公 
度 的 线段 上 上 的 正方 形 . 

类 和 似 地 区 可 证 肖 , 当 4 上 正方 形 比 C 上 王 方 搓 天 一 个 与 4 不 可 公 
度 的 线段 上 下 方形 时 , 则 上 正方 形 比 玉 上 正方 形 大 个 与 DD 也 是 
不 可 公 朗 的 线段 上 的 上 赴 方 形 ， [X.30] 

证 完 

取 个 入 正 方 可 从 度 的 线段 pp 只 pv- 起, 前 商 个 的 比例 中 项 为 所 #. 
X.21 知 网 + 是 中 项 线 ， 

求 -线段 zx, 使 得 满足 

MAA Pv 1 

央 此 = 以 #4 一 六 

我 们 现在 用 代数 证 明 右 # ,4 vw 和 一 忆 就 足 本 命题 所 冰 的 隔 线段 . 
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市 .29 次 4 网 让, 因为 次 二 直 让 项 线 .所 以 由 -起 也 是 中 项 
续 . 
1 由 风 和 PR ] 生 2， 


由 .21 知 PP01L 一 耻 ) | 为 由 需 线 ,于 是 羽 冯 .dv 二 避 为 中 项 面 . 


”1 ] 一 一 1 
2. RA RA 


显然 。 网 计 一 摧 本 天. 


命题 最 后 所 得 的 向 线段 为 内， 二 二 


_ 训 


设 ABC 是 直角 三 角形 ,A 是 直角 , AD 是 所 画 出 的 重 线 . 

则 可 证 算 形 CB、BD 等 于 B4 上 正方 形 , 矩 形 BC、CD 等 

于 CA 上 正方 形 , 撼 形 BD.、DC 等 于 4AD 上 正方 形 , 重 有 矩形 
BC、AD 等 于 矩形 BA、AC. 

首先 证 第 形 (再 .3 等 于 B4 上 上 正方形. 


4 因为 .由 下 在 直角 二 角形 中 , AD 是 从 过 
/A 角 顶 向 底 边 引 的 生 线 ， 
一 六 C 所 以 两 一 第 形 ABD, ADC 都 相似 于 三 角形 
BC 日 它们 彼此 相似 . [VE8] 
又 ,由 于 一 前 形 4BC 相似 上 三 角形 ABD， 
所 BM ,OB tt BA 如 9 BA tt BD; [ VI.41 
所 以 知 氟 CB .BD 等 于 AB 上 由 方形 . [V1.171 


间 理 , 算 形 BC ,CD 也 等 于 AC 上 .方形 . 

芯 册 于 ,如果 在 -个 直角 二 角形 中 ,从 直角 顶 向 底 边 作 重 线 ， 
则 重 线 是 所 分 底 边 两 段 的 比例 中 项 ， [WI.8, 推 沦 ] 
所 以 BD tH DA 0 DA tt De; 
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竹 哆 上 生得 : 儿 何 条 本 


所 以 定形 BD DC 等 于 4 并 正 方形 . [Ti3] 
还 可 证 知 形 BC .AD 也 今 : ]- 知 粮 B44 AC. 
因 光 , 像 我 们 说 过 的 ,寺村 ABC 相 亿 于 ABD， 


所 以 ,BC te CA 如 加 有 4 HAD. [YEL.4| 
于 是 第 形 BC 、AD 等 于 矩形 BA AC. [VI.16] 
完 


命 显 33 ) 


来 正方 不 司 公 度 的 两 线段 ,使 得 在 它们 上 正方 形 的 和 是 
有 理 的 ， 而 它们 所 包含 的 矩形 是 中 项 面 . 
给 出 仅 冻 方 可 公 度 的 两 三 


理 线段 48, BC, 且 使 大 线段 EE 
4 刀 上 止 方形 较 小 线段 BC 上 
正方 形 大 一 个 与 48 是 夏 可 全 4 C 


五 HB D 

度 的 线段 上 的 正方 形 ，[X%.30] 

设 卫 平分 BG. 

在 48 上 贴 台 - :个 等 二 BD ,PC 之 -上 于 方形 的 矩形 且 缺 少 一 
于 广 形 , 设 忆 是 算 形 AE ,EB. TVI.28] 

在 AB 下面 出 半圆 47 , 作 EF 与 45 成 直 前 ,连结 4 FB. 

这 时 ,由 -于 4B,BC 不 相等 ,H .46 下 下 方形 比 BC 鞋 正 方形 大 一 
个 与 28 不 可 公 度 的 线段 于 的 正方 撒 ， 
已 经 在 4B 上 贴 合 一 个 等 于 BC 上 下方 形 的 四 分 之 一 , 即 4 一半 上 上 的 
正方 形 的 看 撒 ， 
此 为 矩形 AE .5B， | 
所 以 ,AEB 与 BB 是 不 可 公 度 的 . [X.181 

及 ,A 比 EB 如 同 知 形 B4 ,AEB 比 符 形 4B BE， 
而 算 形 B4 ,AEB 等 于 AF 上 J 方形 ,处 形 48B 、BE 等 于 BF 上 正方 形 ， 
所 以 AF 上 下 方形 与 B 上 下 方形 是 不 可 公 度 的 . 
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所 以 AF, FB 是正 方 不 可 公 虚 的 ， 
站, 由 于 2B 是 有 理 的 ,所 雇 2B 上 不 方形 也 是 有 型 的 ， 
-是 A, 上 正方 形 的 和 世 是 有 理 的 . 
又 国 为 , 审 形 AE ,EB 等 于 EF 上 正 广 形 ， 
由 假 汕 ,处 形 2E .EB 也 等 于 BD 上 正方 形 , 所 以 FE 等 于 BBD， 
所 以 BG 是 FE 的 二 入, 于 是 和 朱 形 48B .BC 与 矩形 AB ,EF 也 是 品 公 
的 . 


全 是 短 形 2B .BC 丰 中 项 闸 ， [X.21] 
所 以 逢 拱 AB EF 也 是 中 项 间 . [1X,. 23, 推论 ] 
由 于 第 形 AB .EF 等 十 算 形 AF ,FB， [ 引 理 ] 


故 矩 形 AF.FB 也 是 中 项 面 . 

但 是 已 经 让 明 这 些 线段 上 正方 形 的 和 是 有 理 的 . 

所 以 我 们 求 出 了 正方 不 可 公 度 的 两 线段 4F ,5 ,使 得 它们 王 正方 
形 的 利 是 有 有 旦 的 ,而 出 它们 所 包含 的 矩形 足 中 项 面 ， 


证 完 
取 X.30 所 求 的 仅 目 方 串 公 度 的 两 有 理 线段 P， /二 .如 灯 z,y 是 
于 
全 十 吕 三 昌 : 
| 7 _ (1) 
人 
十 下 > 
= rs: 
的 解 , 尘 冬 满 足 旋 程 fe _ (2) 
一 uy 
秆 方程 人 , 茹 二 > 3 我 们 待 到 
忆 上 如 攻 
:= 一 二 = 1 
“2 Ty Fi) #7 2 十 下 
于 是 = 二， 1+ v= i- - 
人 2 十 大 ‘ZY 二 


欧 岂 里 得 证 明 姑 下 : 
1 因为 人 ?中 的 常量 满足 X. 1 的 蒜 件 ,所 以 了 3 但 是 交 : 引 = 2 
所 以 记 公认 . 
2 有理 秆 形 . 
p 


2 
3. Hv y=- .由 (2}ww=P vay= 上 ， 
这 2w 1+ 上 Ae 2 +e 


36] 


看 欧 几 里 得: 几何 原本 


而 人 一 是 中 站 而 ,所 以 zw 也 是 中 项 曾 . 


vw 1+ 紫 


命 征 34 ) 


求 正方 不 可 公 度 的 两 线段 ,使 其 上 正方 形 的 和 吓 中 项 面 ， 
而 由 它们 所 包含 的 乱 形 是 有 理 耐 . 
设 给 出 仅 正方 可 公 度 的 两 


D 中 项 线 2B. BC, 由 它们 所 包含 
/NN 的 年 形 是 有 理 的 , 日 AB 上 止 方 
A c 形 比 BC 上 下 方形 太 -个 与 4B 


F EB E _ 
是 不 可 公 度 的 线段 上 的 正方 形 . 
[x.31] 


在 AB 上 年 册 半圆 ADB , 设 BC 被 于 分 ， 
在 AB 巾 合 上 一 -个 等 7 BE 上 的 正方 形 的 年 形 日 缺少 一 个 下 方形. 即 
定形 AF FB， 1 ¥1.28] 
以 AF 与 FB 是 长 度 丰 二 公 度 的 . [Xx.18] 
从 点 严 作 DD 和 AB 上 成 计 角 . 
五 在 45 的 半 网 上 ,连结 4D, DB. 
因为 AF 与 FB 是 长 度 不 可 会 度 的 ， 


所 以 着 形 Ba .AF 与 拓 形 8 ,BF 出 中 本 可 公 度 的 . [X11] 
但 是 征 形 AB、AF 等 于 AD FF 下 方形. 年 形 AB,BF 等 于 DB 上 下 
方形 ; 


所 以 AD 上 正方 形 与 DB 上 正方 形 也 是 不 可 公 度 的 . 
又, 出 于 AB 上 正方 形 是 中 项 押 ， 
所 以 4 ,DB 上 正方 形 之 和 了 出 是 中 项 向 . iIU.31,1.47] 
六 因为 ,BO 是 DF 的 一 售 ， 
所 以 矩形 A8 .BC 也 是 逢 形 4B 、fD 的 二 信 . 
但 是 矩形 4B、BC 是 有 理 的 ; 
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所 以 短 纶 AB ,FD 由 是 有 理 的 . {XK.6] 
划 是 知 形 AB ,FD 守 于 外形 AD .DB， [引进 1 
于 足 宇 形 AD ,DB 也 是 有 理 的 ， 
于 是 忆 求 出 是 下 让 不 可 会 度 的 秽 线 段 4 ,DB， 
司 得 在 它们 上 的 正方 形 之 和 在 中 项 而 ， 
儿 由 它们 所 也 音 的 娠 形 足 有 埋 面 . 


证 完 


到 %.31 时 后 所 求 的 阿 中 由 线 一 全 ,如果 ,yy 是 方程 
| + el + 人 


- 十 a 三 TT 
i+ 了 这 
_ 
401 + 上 和 
的 解 . 欧 几 时 得 类 似 肝 个 题 证 时 了 清正 方 种 
= 一 上 
【1 二 下) 于 


(1) 


"站 . 


(2) 
= 一 -对 . ， 
4 十 4 
的 灵 , 颈 引 所 尿 的 枉 线 段 ， 


由 (C2 训 > 5 解 得 


x = lt 村 
vy ZE + KY 
月 
二 -全 a i tk 
2(1 + Ki) 


命题 35 jj】 


求 正 方 不 可 公 度 的 两 线段 ,使 其 上 正方 形 的 和 为 中 项 面 ， 
由 它们 所 包含 的 矩形 为 中 项 面 ,而 且 此 给 形 与 上 述 两 正方 

并 的 和 不公 度 . 
设 给 出 仪 正 方 可 公 度 的 两 中 项 线 4B, BC ,日 由 它们 所 包含 的 矩 
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者 网 帮 里 得 .此 休 原 本 


D 形 是 中 项 而 ， 
[一 人 而 4B 上 正方 形 比 BC 上 正方 
, < 形 大 一 个 与 48 不 可 公 度 的 线 


rr 8 段 上 的 下 方形。 IX.32] 
在 48B 上 晶 出 半圆 ADB ,并 如 前 作出 图 的 其 余部 分 ， 


于 是 AF 与 B 是 长 度 不 串 公 上 雍 的 ， .181 
#0 与 DB 和信 止 方形 上 也 是 不 可 公 度 的 . [x.11] 
区 ,由 二 4 上 正方 形 吓 中 项 面 ， 
所 以 AD, DB 上 正方形 的 和 也 是 中 项 世 、 LI.31,1.17) 


,出 十 后 形 4A.FB 等 于 线 左 BE ,DF 之 一 上 直方 形 ， 
所 以 虹 等 于 DF, 艾 BC 是 D 的 二 售 ， 
于 是 知 形 4B .BC 也 居 和 矩形 AB .FD 的 人 信 ， 


但 是 定形 AB .BC 是 中 项 面 ， 
所 以 知 形 AB ,FD 也 蚜 中 需 面 . [XX.32, 推 论 ] 
芯 , 它 等 于 册 形 AD .DB， [X.32 后 引 理 ] 


所 以 算 形 2D .DB 也 是 中 项 面 . 
区 因 4B 与 BC 是 长 度 不 可 公 度 的 ， 
而 C8 与 BE 是 可 公 度 的 ， 


所 以 AB 与 BE 出 是 长 度 不 相公 度 的 ， [X.13] 
于 是 AB | 正方形 与 窍 形 .A4B .BE 也 是 不 可 公 度 的 . [X.11] 
但 是 AD ,DB 上 正方 形 的 和 等 于 4 上 正方 形 ， [I.47] 
遇害 形 4B .再 ) , 即 矩形 4D .DB ,等 于 第 形 4B .BE， 


所 以 AD ,DB 上 上 二 方形 的 和 与 奸 形 AD .DB 是 不 可 公 度 的 . 
于 是 已 求 出 是 止 方 不 可 公 度 的 两 线段 AD, DB， 
使 得 它 和 上 上 的 止 广 撒 的 和 是 中 项 坷 |， 


它们 也 会 的 第 形 是 中 项 面 ,以 及 该 逢 形 与 它们 上 上 正方形 和 是 不 可 公 度 


的 . 
证 


册 


1 
Xx. 了 2 第 二 部 分 所 求 前 两 中 项 线 是 以 2 A ,如 果 ,是 疗程 
+ 
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Ra (1) 
了 4T+ 好 ) 
的 解 , 欧 此 电 笠 计划 本 满 是 坟 各 
(2 
w= 
的 立 汪 加 荐 协 求 的 线段 . 
由 { 2) 解 得 


1 一 


[Ze 


[2) 


命 二 36 ) 


如 果 把 仅 正方 可 公 度 的 两 有 理 线 段 相 加 , 则 其 和 是 无 理 
的 . 称 此 线段 为 二 项 线 . 

设 仪 正方 可 公 度 的 两 有 悍 线 段 AB,BC 4 一 -2 ec 
相 攻 1 . 

则 可 让 整 恒 的 4C 是 无 理 的 . 

因为 ,出 于 AB 与 BC 是 长 度 不 可 公 度 的 ,这 是 由 于 它 由 是 奴 目 亨 
可 公 度 的 . 

又 ,AB 比 BC 如 同 宙 形 4 BC 比 B 上 汗 方 形 ， 
所 以 第 形 AB .BC 三 BO 上 正方 形 是 不 可 公 度 的 . [XxX.111 

但 是 二 售 的 算 形 48 ,BC 与 短 形 4B .BC 是 可 公 度 的 ， [X%.6] 
时 4B .有 :下 下 方形 之 和 与 BC 工 于 方形 是 可 公敌 的 ， 


这 是 因 为 AB ,BG 是 仅 正 方 可 公认 的 两 有 理 线 段 . [X.15] 
所 以 二 倍 短 形 AB .BC 与 4B,BC 上 出让 形 的 和 屋 不 可 公 度 的 . 
[XX.13} 
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者 隐 几时 得 - 几 休 原本 


又 由 人 台 引 ,二 倍 缸 形 AB 、BC 与 .AB, BC 于 方形 相 加 ， 


即 AG 上 上 正方形.4] 与 4 如 ,BC 上 正方 形 的 和 是 不 可 公 度 的 ， 
[X.16] 


但 是 4B,BC 上 正方 形 的 利 是 存 下 的; 
所 名 AC 上 正方 形 丰 无 理 的 ,于 是 4C 也 是 无 由 的 [XX. 定 交 4] 
称 AC 为 二 项 线 . 


证 完 

此 钼 开始 簿 及 关于 合成 元 理 线段 的 首 批 近 个 命题 . 即 目 适 侣 条 件 的 网 个 线段 
之 和 而 得 出 的 六 美 无 理 线段 .与 此 相对 虚 的 有 迁 合 条件 的 两 个 线段 之 其 所 得 出 的 
另 六 类 线路 (93 一 X. 硼 ) 我 们 在 以 后 的 命 哑 中 将 得 到 有 关 克 再 线 笑 以 到 它 们 之 
疝 的 关系 ,为 了 以 后 俘 述 方 提 ,对 上 上 线 找 工 .3 我 们 总 假定 x 为 长 线段 . 

设 x.y 分 别 为 合 感 忠 .ki . 雪 证明 + 为 无 坦 线 抽 . 

因为 xw -yy; 于 外 wg 

又 ry= ray RE ry. 

但 足 知人 一 + 全 2 

所 以 +) yy. 

国 此 (C2) 

但 鞍 如 + 六 暴 有 理 的 ,所 以 启 + 玉 +22y 是 龙 理 而 .因而 尿 + 是 大 班 线 


段 . 即 e+ Kp 为 无 理 线 段 ,我 们 把 它 叫 做 二 项 线 . 


命题 37 ) 


如 果 以 滩 个 仅 正 方 可 公 度 的 中 项 线 所 包含 的 矩形 是 有 理 
的 , 则 两 中 项 线 竟 和 是 无 理 的 . 称 此 线段 为 第 一 汉中 项 线 . 

为 此 . 设 公 下方 可 公 度 的 中 项 线 
4,Bc ,日 由 它们 所 包含 的 睹 开赴 有 4 cc 
理 商 ,将 两 线段 相 可 . 

则 可 证 ,整个 的 AC 是 无 理 的 . 

因为 ,由 于 48B 与 BC 是 长 度 不 可 公 度 的 ， 
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第 X 和 着重 
所 以 4B BC 不 方形 之 和 与 二 信和 的 知 形 4B .BC 也 是 不 可 公 度 的 ， 
[参看 六 .36] 
肥 由 合 比 , 4AB, BC 上 下 方形 与 二 信 的 直 形 4B .BC 的 和 ， 
区 4C 上 的 正方 形 | .4] ,与 年 形 A4B8、BC 是 不 可 公认 的. [XX.16] 
但 是 由 假设 ,年 形 AB 、BC 是 有 理 的 ,因为 48 ,BC 是 所 包 售 有 理 
算 形 的 两 线段 ， 
所 以 AC 上 下 方形 是 无 理 的 ， 
因而 AC 大 无 理 的 . LIX. 定 疼 4] 
称 此 线段 为 第 一 双 中 项 线 ， 


证 完 
我 们 在 .27 己 求 得 适合 命题 的 两 线段 x.y 分 别 共 有 撒 式 总 p 和 局 p. 刻 求 
证 最 二 + 为 上 大理 线 段 . 
前 命 串 电 后 证 明 Tx? + 7) 22a7: 国 此 {x +t YY 、_2xr. 介 是 TY 是 有 坪 拓 ! 形 ， 
所 以 fx + yi2 是 无 理 的 ,因而 + 是 无 于 线段 , 即 好 p+ 局 p 为 无 理 线段 .我 们 
把 它 叫 微 第 -- 双 中 基线， 


命题 38、 ) 


如 果 以 两 个 公正 方 可 公认 的 中 项 线 所 包含 的 算 形 是 中 项 
面 , 则 两 中 项 线 的 和 是 无 理 的 . 称 此 线段 为 第 二 双 中 项 线 . 

为 上 比 , 设 4B ,BC 为 仪 直方 可 公 度 

4 cc 的 关中 更 线 , 占 内 它们 所 包含 的 矩形 

H 是 中 项 面 , 和 将 两 线段 相 加 . 


D CG 
] ] ] 则 可 证 4C 是 无 理 的 ， 
F 给 定 一 个 有 埋 线 段 DE, 许 在 DE 


二 帕 合 一 个 等 于 4C 1 下 方形 的 手 形 
下, 产儿 是 DE 作为 并 .44] 
因为 AC 上 正方 撒 等 三 AB,BC 上 于 方形 与 二 依 咎 形 AB .BC 的 和 . 
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三 皮 儿 中 得 :几何 虐 本 


进 BE 为 在 DE [ 由 合 :个 等 于 4 上 下方 撒 的 利 ; 


| 
所 以 余 量 HF 等 于 一 倍 的 矩形 4B .BC 
又 ,由 于 4B ,BC 竺 -个 都 是 中 击 线 ， 
BAB, BC FI 方形 是 路 项 面 . 
存根 设 ,二 倍 征 形 2B .BC 也是 ! 有 i 项 面 . 
而 皇 ET 等 AB, BOC 上 正方 形 的 和 ， 
而 FB 等 于 一 售 先 彤 4 BC: 
所 以 短 形 EH .HF 者 是 中 项 面 . 
因为 它们 足 贴 合 于 有 埋 线 段 DE TT 的; 
所 以 线段 DH .HG 帮 是 有 珠 的 由 与 蕊 是 长 度 不 可 公开 的 . 
X.221 
因为 4B 与 BG 是 长 座 不 可 公 度 的 ， 
机 十 4B 比 BC 如 问 AB 上 正方 形 比 矩形 4B .BC， 
所 以 4B 上 由 六 形 与 咎 拱 AB ,BC 二 不 训 公 度 的 ， [X.11] 
但 是 4B, BC 上 赴 方 形 的 和 与 4B58 上 上册 方形 是 可 公 诬 的 ， 
[%.15] 
而 二 倍 算 形 2AB ,BC 与 算 卢 AB .BC 是 中 公 度 的 . [X.6] 
所 以 AB,BC 上 止 方形 的 和 与 一 倍 征 形 AB .BC 是 不 可 公 度 的 . 
[X.13] 
但 是 EF 等 于 AB, BC 上 帆 方 撒 的 逢 ， 
I 几 五 P 竺 于 二 售 算 珍 AB ,BC. 
所 以 EB 与 HF' 是 不 可 公 度 的 ， 
于是 DH 与 五 ? 也 是 长 典 不 可 公 度 的 . [WI.!,X%.11| 
所 以 DB ,HG 是 仪 上 上 上方 jj 公 时 的 两 有 理 线 段 . 
所 以 面 DG 总 无 理 的 ， [X ,36] 
但 是 DE 是 有 理 的 ;: 昌 市 一 个 无 理 线段 和 一 个 有 至 线段 所 和 包含 的 
个 撒 是 无 理 面 ; | %.20] 
所 以 面 DF 是 无 理 的 ， 
而 与 DF 相等 的 正方 形 的 边 是 无 娃 的 . [X. 定义 4] 
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第 X 着 看 


人 是 4C 是 等 于 DF 的 i 直方 形 的 迪 , 所 以 AGC 是 无 理 线段 . 
你 此 线段 为 第 二 双 中 项 线 . 


证 完 
我 们 让 .28 已 求 得 适合 命 列 的 两 线段 x,y 分 别 具 有 据 成 kPaA2 PA 
中 很 设 岂 及 半 .15.%.23 中 证 得 写 + 六 为 由 项 面 ,区 2xy 也 为 中 填 而 ， 
这 5 是 - -有 理 线 眉 . 各 懂 
+ 
232 = ou. 
于 吕 aa 部 是 引 项 而 . 
所 以 u,v 邦 是 有 埋 的 HH 与 o 不 可 公 良 . 
BL re a 
Hr ,2ay. 
所 以 [+ 只 ) 2. 或 者 ay 岗 此 妈 、 (2) 
HI X.20 PT + ba5 测 无 蛆 面 ,因此 (rr+8i 是 无 理 的 .因而 


多 十 中 是 无 填 # :2 


了 大 元 埋 线 代 ， 把 它 叫 做 第 一 观 中 项 线 . 


命题 39  ) 


如 果 正 方 不 可 公 上 度 的 二 线段 上 正方 形 的 和 是 有 理 的 ,及 
由 它们 所 和 包 仿 的 算 形 是 中 项 面 , 则 由 它们 相 加 所 得 到 的 整个 
线段 是 无 理 的 .各 此 线段 为 主线 . 

为 此 , 渴 48B, BC 是正 方 不 可 公 度 的 4 县 Cc 
网 线段 ,是 潢 足 [%X.331 中 的 条 件 , 把 基线 段 
相 如 ， 
湖 可 证 AC 是 无 理 线段 . 
因为 ,由 于 二 形 AB、BC 是 中 项 面 . 
是 二 人 悦 的 矩形 48 .BC 也 足 中 项 面 ， [X.6 利 23, 推 论 3 
位 是 4 ,BC 上 正方 形 的 和 是 有 理 的 ; 
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三 吧 儿 峙 得 :几何 冻 术 


所 以 二 傍 虐 形 48B ,BC 与 4B、AC 上 正方 形 的 和 是 不 可 公 度 的 ， 
于 是 4B,BC 上 下 方形 与 二 信 年 形 AB .BC 想 加 ， 
即 AC 上 正方 形 也 与 48、BC 上 下方 形 的 和 也 是 不 可 公 讼 的 ， 


| X.16] 
所 以 AC 上 :下 方形 二 无理 的 ， 
于 大 4C 也 是 无 理 的 . [X. 定义 4] 
称 此 线段 为 主线 . 
证 完 


我 们 在 X .如 已 求 得 适 台 命题 的 两 线段 x,y 分 别 具 有 形式 
2 11 一 上 和 卫 门 -一 二 
jd2Y +t 2 vw 1+ 

巾 假 设 + 是 有 理 面 ,wy 足 中 项 而 . 

所 以 + ry 

内 此 (Cr+ 六 (+) 

于 是 tx? + ye) 是 无 理 的 ,因而 x+ 是 过 理 线段 . 


nj i} 5 , 
Hi Ff1+ + 二 1- 一 碟 无 埋 线 段 ,把 它 加 合十 线 . 
HN NA 


命题 40 


如 果 正 方 不 可 公 度 的 二 线段 上 正方 形 的 和 是 中 项 面 , 旦 
外 它们 所 包含 的 和 矩形 是 有 理 的 , 则 二 线段 的 和 是 无 理 的 . 称 此 
线 为 有 理 面 中 项 面 和 的 边 . 

为 此 , 设 4B, BC 是 王 方 形 不 可 公 度 的 两 ”4 < _ 
线段 ,日 满足 %.34] 中 的 条 件 , 拒 两 线段 相册 . 

则 上 果 证 4C 是 无 理 的 ， 

因为 4B,BC 上 正方 形 的 和 是 中 项 面 , 彬 二 倍 矩 形 4B .BC 足 有 
理 和 而 ， 
所 以 AB .BC 上 正方形 的 和 与 二 情 拖 形 4B .BC 是 不可 公 度 的 ， 
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第 X 六 二 


于 是 4C F 正 方形 与 二 稍 第 形 4B .BC 也 是 不 可 公 度 的 . ;XX.161 
但 是 二 倍 抵 形 4B .4C 是 有 理 的 ; 
所 以 4C 十 正 方形 是 无 理 的 . 
所 以 4C 是 龙 理 的 . [ 习 . 定 头 441 
称 此 线段 为 有 理 面 中 项 面 和 的 边 ， 


证 完 
我 们 在 于 .34 已 求 得 适合 命题 的 两 线 租 了, 分别 有 具有 撒 成 
Es 1 了 腔 +4 上 和 一 一 ww 
v 2 二 天 2 v 21+ RE) 


幅 催 设 好 + 搓 是 香奈 面 ,并 基 有 埋 筷 形 , 寺 是 
人 + 
i +) 22Y. 
因为 2xw 是 有 有 理 而 .所 以 {w+ 3 关 是 无 理 的 , 国 而 交 +U 是 大 理 线段 ， 
一 一 
w+ v2{1+ FR) 
是 充 理 线段 ,把 它 叫 禾 有 理 面 千 需 面 和 的 边 . 


命 基 41 


如 果 正 方 不 可 公 度 的 二 线段 上 正方 形 的 和 是 中 项 面 , 由 
它们 所 息 仿 的 矩形 也 是 中 项 面 , 且 它 与 二 线段 上 正方 形 的 和 
不 可 公 度 , 则 二 线段 和 是 无 理 的 , 称 它 为 两 中 项 面 和 的 边 . 

为 此 , 设 4B ,BC 是 正方 不 可 公 度 的 的 两 线段, 且 满 足 .X.351 中 的 
条 件 ,把 两 线段 相 加 

出 A 让 无 理 的 ， 

结 出 一 个 有 理 线 段 DE, 在 DE 王 站 各 一 个 相形 DF 等 了 AB, BC 

上 让 方形 的 利 , 调 作 上 环形 GB 等 于 一 倍 矩形 4 BC: 
所 以 DE 等 于 4C 上 正方 形 . [LTm,4j] 
现在 ,由 寺 A8B,BC 上 正方 形 的 和 总 中 项 面 ， 
日 等 于 DBF, 所 以 DF' 也 是 中 项 面 . 
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葛 歼 儿 时 得 :儿科 原本 


父 它 是 贴 合 于 有 理 线 段 D&E 上 的 ; 
K H 所 以 DG 是 有 于 的 ,日 与 DE 是 长 度 不 可 公 度 的 . 
-XX.22] 
o F 回 理 , GK 也 是 有 理 的 ,县 与 GE, 即 DE ,是 长 
度 不 可 公 度 的 . 
又 ,由 于 好 ,BC 上 正方 形 的 科 与 二 舍 逢 形 4 、 
BC 是 沾 可 公 度 的 , 即 DF 与 G8 是 不 可 公认 的， 
于 是 DG 与 GK 也 基 不 可 公 度 的 . 
c -V1.1,X.11] 
旦 它们 是 有 理 的 ; 


有 iE DG ,GK 是 公正 方 呀 会 度 的 呈 有 惠 线 自 . 


所 以 DK 是 称 为 二 项 线 的 无 理 线 段 . [XX.36] 
旦 是 DE 是 有 理 的 ; 


一 


所 以 DH 是 无 理 的 ,用 与 它 相 等 的 正方 形 边 是 开题 的 . 


[x. 和 冠 芝 4] 
但 是 4C 是 等 J HD 了 上 上 的 止 方形 的 边 ; 


所 以 A 是 无 明 的 ， 


称 此 线段 为 两 中 项 面 的 和 的 边 ， 


我 们 让 .35 山 求 得 适合 命题 的 两 线段 x,y 分 旭 其 有 形式 
| i | 


2 ww 上 十 站 起 da wrk 
让 很 设 宕 + 灾 和 22w 前 是 中 项 自 . 且 

{+2ry (1) 
设 = 尽 一 个 有 理 线 了 段 . 六 没 

T+ 

a 
央 光 有利 zz 都 是 中 顺和 面 ,a 旦 有 弄 的 ,所以 ,5 骨 是 有 理 的 月 、-a. 
CDIor sd 于 是 vb. 
因 南 2.m 都 是 有 理 的 .日 w~ %. 
所 以 由 尺 . 拓 知 到 + 下 称 为 中 项 线 的 无 理 线段 ,因此 !z+3 短 是 无 理 的 ， 
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第 六 蔡 二 


二 而 区 + 是 匹 理 线段 ， 

1 1 一 
凤 人 站 
vit A 
是 无 理 线段， 把 它 叫 做 两 绅 需 而 和 的 迪 ， 


引 


1- - 
lt 


理 


前 所 说 到 的 无 理 线段 都 共有 一 种 方法 被 分 为 两 个 线段 . 


它 是 它们 的 和 ,这 种 划分 
我 们 将 在 叙述 如 下 的 引 理 作为 


C 


二 一 一- 一 一 


五 
: Ea 


分 方式 也 产生 出 问题 的 各 个 类 型 ,现在 


前 提 之 后 必 出 和 证明. 
给 出 线段 AB, 由 两 点 CC,D 的 


每 一 个 分 AB 为 不 等 的 两 部 分 , 肯 设 


AO 大 于 DB， 
则 可 证 ,AC,CB 上 正方 搓 的 和 大 二 4 ,DB 上 上 正方 形 的 利 . 


为 此 , 议 吓 平分 48. 


这 时 ,内 于 4C 太 于 DB, 若 从 它们 中 减 上 & DCO， 


刚 余 二 4 万 大 于 你 量 CB. 
但 夸 4 等 末 EB;: 所 以 5 小 
即 避 ,DD 两 点 与 半点 距离 不 等 . 


F 5C， 


史 , 由 于 环形 4C .CD 连同 BC 上 下 方形 等 于 五 B 上 下 方形， 


旦 还 有 ,和 填 丧 AD .DB 连 几 DE 


所 以 矩形 4C .6 连 回 BC 


上 正方 形 等 于 矩形 4D .DB 连 


[TI.5! 


上 止 力 形 等 于 上 正方 此， 


[L411.5] 
车 同 DE 上 出 方形 . 


其 中 DE 上 正方 拱 小 于 BC 工 正方 形 ; 
所 以 余 量 , 即 逢 形 4C CB, 也 小 于 矩形 AD .DB， 
办 此 二 倍 年 形 4C .CEB 小 于 二 们 矩形 AD .DB. 
于 是 余 量 , 即 AC ,CB 二 正方 形 的 和 大 于 AD,DB 上 正方 形 的 和 . 


证 完 
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六 本 


各 了 欧 几 里 得: 儿 何 己 


我 们 用 代数 方法 容易 证 明 : 


AC +4 CB (下 


4D + B27=( 澡 


2 
2 + CBP+ (名 -CE 外 :2CB， 


+ DEY*+ ( 笃 — Diy*= 名 + 2DE:. 


CE > DE, 
A + CB > AD: + BD*. 


命题 42 .) 


一 个 二 项 线 仅 在 一 点 被 分 为 它 的 两 段 . 
没 AB 是 -个 一 项 线 , 且 它 在 C 点 被 分 为 它 的 两 段 ; 


所 以 AC ,CB 是 仅 正 方 可 会 度 的 旧 有 埋 线 段 . 


则 可 证 4 在 另外 的 点 不 能 被 分 
为 仅 止 方 可 公 度 的 两 有 埋 线 段 ， ， D 
固 为, 如果 可 能 , 讽 它 桂 五 点 害 


他 ,AD,DB 也 是 仅 
王 线 段 . 


Cc 


里 .36] 


B 


正方 可 会 度 的 两 有 


显然 4C 与 DB 不 相 癌 ,否则 ,4P 也 与 CB 相同 ， 

内 而 4C 比 CB 将 如 各 BD 比 DA， 

是 点 号 分 AB 与 点 0 分 A8B 的 方法 相同 ,这 和 假设 相反 . 
所 以 AC 与 DB 不 相同 . 


申 于 这 - -理由 ， 


点 侣 , 了 DD 离 中 点 不 相等 . 


所 以 AC ,CB 上 玉 方 形 之 和 与 47, PB 上 正方 形 之 利 的 莽 如 是 一 
税 托 有 形 4 六 .DB 与 二 售 算 形 AC .CB 的 益 ， 


这 是 因为 AC ,CB 上 让 方 形 加 二 们 和 外形 AC、CB 与 4D,DB 上 正方 形 
加 二 信和 年 形 AD .DB 帮 等 于 AB 上 的 正方 形 . [17,4) 
但 是 AC ,CB 上 止 方 形 的 和 与 4D, DB 上 十 方形 的 和 的 差 是 有 玲 


从 |; 办 为 两 者 部 是 有 理 面 ， 


所 以 一 僧 矩 形 AD， 
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DB 与 二 信和 第 形 AC、CB 的 益 也 是 有 了 理 答 形 , 然 而 


第 X 痊 重 


尼 们 是 中 项 古 : [X.21】 
这 是 沾 合理 的 ,因为 一 个 中 琉 面 不 会 比 一 个 中 项 面 大 一 -个 有 理 而 . 
[X.26} 


所 以 一 个 二 项 线 不 可 能 在 不 同 点 被 分 为 蕊 的 两 段 ,所 己 它 只 能 被 

一 点 分 为 它 的 岗 段 . 
证 完 

此 全 是 用 反省 法 砷 以 让 明 : 若 全 + 和 = 和 二 这. 及 和 2 区 为 有 有理 线段 ,了 
~ 不 则 十 或. 

显然 (xr 2 -27y. 

将 有 埋 面 ,但 是 2xw'w ,2xy 者 是 路 项 而 .于 是 此 中 项 
全 之 莽 是 有 理 耻 :入 是 小 可 能 的 . 命题 得 让 . 


合同 43 


一 个 第 一 双 中 项 线 , 仅 在 一 点 被 分 为 它 的 两 彼 . 
设 一 个 第 一双 中 项 线 4 在 人 局 点 被 
A D CC _p 分 ,全 得 AC, GB 是 仅 正方 可 公 度 的 两 中 
项 线 ,日 由 它们 所 包含 的 矩形 足 有 埋 的 ， 
[|X.37: 


岂可 证 再 无 妆 外 的 点 分 AB 为 如 此 一段 . 

国 为 ,如 果 可 能 , 设 它 在 已 点 也 被 分 为 两 段 ， 
使 得 AD ,DB 也 是 仅 正 廊 可 公 度 的 两 中 项 线 ， 
且 市 它们 所 包含 的 短 形 是 有 理 的 矩形 . 

这 时 ,由 于 一 人 税 定 形 AD .DB 与 二 信 短 形 AC ,CB 的 兰 等 于 AC， 
QB 上 正方 形 的 和 与 4D, DB | 上 上 方形 和 的 差 ， 
而 二 售 算 形 4D .DB 与 二 伴生 形 4C .CB 的 差 契 有理 面 ,因为 它们 都 
是 和 有理 [ 包 ， 

所 以 240 ,BC 正方形 和 的 和 与 4D, DB 上 正方 形 的 各 的 差 也 是 有 
理 面 ， 


了 75 


三 欧 几 里 得 :几何 原木 


然而 它们 是 中 未 面 : 这 是 不 合理 的 . [X.26] 
所 以 第 一 双 中 坪 线 在 不 同 的 点 不 能 分 为 它 的 两 段 , 内 此 它 仪 在 一 
所 分 为 它 的 西 段 . 
证 


出 


基于 中 侧线 ~ 
月 ay .xy 部 是 有 嵌 的 ,而 名 不 由 J 或 1. 
那 台 二 + 者 居中 项 询 ， 

于 吕 遇 中 项 尚之 若 为 有 埋 吓 撒 : 这 足 相 可 能 的 . 


命题 44 ，) 


一 个 第 二 双 中 项 线 仅 在 一 点 被 分 为 它 的 两 段 . 
设 一 个 第 一 双 中 项 线 4B 在 点 被 分 ,使 得 4C, CB 是 从 正方 可 


公 度 的 两 中 项 线 , 旺 出 它们 所 包含 的 给 上 形 是 中 项 耐 . _X.38] 
是 ,各 然 C 不 是 4B 的 平分 点 ,因为 它们 不 是 长 度 可 公 度 的 . 
则 可 证 没有 共 它 的 点 分 4B 为 如 此 的 师 段 . 


村 B 
TT 
五 LG K 


国 为 ,如 果 台 能 , 设 卫 点 也 分 AB 为 它 的 两 段 ， 
邦 么 AC 与 DB 不 相同 ,假设 AC 是 较 人 人 的; 
很 清楚 ,按照 上 员 [ 引 理 ] 证 明 过 的 , 4D, DB 上 止 产 形 的 和 小 于 4C， 
CB 上 下 方形 的 和 ， 
区 很 设 AD ,DB 是 仅 正方 可 公 度 的 两 中 项 线 ， 
后 由 它 所 包含 的 第 形 是 中 项 面 . 
现 给 出 一 条 有 理 线段 EV, 在 BEY 上 贿 合 一 矩形 EK 等 于 AB 上 下 
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万 撒 , 又 减 去 等 于 4C,CE 4 止 方 撒 的 和 的 EG， 


所 以 余 量 HK 等 于 人情 的 征 形 AC .CR . [下 .4] 
闵 设 减 去 等 于 AD, DB 上 正太 形 的 和 的 三 ， 
已 证 得 它 小 于 AC, CB 上 下 方形 的 和 ， [ 引 肆 ] 


所 以 余 绰 AWE 竺 十 工 售 息 到 AD 、DB. 
填 在 ,由于 CC 上 正方 形 表 是 中 项 而 ， 
所 以 EG 是 中 需 击 ， 
又 它 号 巾 合 在 在 理 线 段 EF 上 上 的 ， 
所 以 EH 1 EF 丰 长 度 不 可 公 度 的 右 再 线段 . TX,221 
四 理 , BN 也 是 与 BF 长 度 不 可 公 度 的 有 晶 线 段 . 
站 因为 AC ,CB 是 仅 正 方 可 公 度 的 中 硕 线 ， 
所 以 AC 与 CB 是 长 谋 不 可 公 度 的 ， 
人 中 AC 比 CB 加 同 AC 上 下方 形 比 各 形 AC .OB; 


所 以 AQ 上 请 方形 与 算 形 AC.CB 是 不 可 会 度 的 . [XX.11] 
但 是 AC, CB 让 上 上 六 形 之 和 与 AC 上 下 方形 是 可 公 度 的 ; 
因为 AC ,CGB 是 直方 可 公 度 的 . [X.15] 
又 一 售 第 形 4C .CE 与 短 形 AC、(B 是 可 公 度 的 . [%.6] 
所 以 4, 上 下 方形 也 与 二 入 第 形 AC、CB 是 不 吕 公 度 的 . 
[X.13] 
全 是 EG 等 于 CC 下 甘 帮 拒 的 和 ,而 五 乓 等 下 二 倍 的 抵 形 
AC ODP; 
所 以 EG 与 HK 涉 吓 公 度 ， 
二 是 EB 与 HN 坦 是 长 度 林 可 公 度 的 . [LW¥I.1,W.1]! 


而 它们 是 有 理 的 ， 
所 以 五 可 ,EN 足 仅 正方 可 公 度 的 岗 有 埋 线 段 . 


一 


[X-.361 


所 BEN 是 在 点 五 被 分 的 二 项 线 . 


呈 是 ,公正 方 可 会 度 的 晴 有 好 线段 的 和 是 称 为 一 项 线 的 无 理 线段 . 


用 同样 的 方法 可 证 , BM ,MN 也 是 仪 正 方形 可 公 度 的 网 有 理 线段 ， 


日 EN 是 在 不 同 的 点 开 和 前 世 分 的 二 响 线 . 
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重演 外 里 得 -并 们 原本 


又 EF 与 MN 不 相同 . 
因为 A0, GB 上 正方 形 的 和 大于 4 ,DB 上 正方 形 的 和 . 
但 是 4D, DB 上 正方 形 的 和 大 于 二 们 入 形 4D, DB. 
而 2D,DB 上 iF 方形 的 和 ,好 EG ， 
更 大 于 一 倍 此 形 4D ,DB, 芭 MWK, 于 是 BE8 也 大 于 MN. 
所 以 EH 二 MN 出 不 相同 . 


证 完 

若 六 二 = 这 中 
需 面 ,| 而 ,相同 于 训 或 )， 

没 g 是 一 个 有 寿 线 段 , 人 区 设计 =04,22y = 9V. 

因为 说 + 六 22 夺 中 项 向 ,所 以 ramn 世 是 中 地面， 

两 以 羡 是 有 理 的 .用 ~- =， 【1 

ry yy. 

Ht 

因此 x v. 

山 (1 .12) ,wn 蛙 有 理 线 段 . 肛 名 二 所 以 + 如 革 一 个 中 珊 线 ， 

类 位 地 .车 玉 5 27W =F 可 证 + 六 也 是 一 个 中 需 线 ， 

国 尖 [二 几 = 这样 -个 中 项 线 在 不 同 点 
被 分 肖 它 的 岗 找 :这 是 不 可 能 的 . |X.42] 


命题 45 ) 


一 但 主线 仅 在 一 点 被 分 为 它 的 两 段 . 
设 - -个 主线 48B 在 性 点 被 分 ,使 得 AC,CB 是 正 廊 不 可 会 度 的 , 旦 
4 ,6 工 开 方形 的 和 足 有 再 面 ,但 是 由 它 门 所 包含 的 志 形 是 中 项 面 . 
串 林 证 没有 另外 的 点 分 AB 为 如 此 的 两 段 . 
因为 ,如 果林 能 , 涝 它 禁 万 点 志 被 分 ， 
于 是 4D, DB 也 是 正方 不 可 公 度 的 ,日 4D, DB 上 证 方形 的 和 是 有 理 
面 ， 
但 是 由 它们 所 包含 的 算 形 是 中 项 面 . 
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于 是 ,出 于 4C， CB 上 下 方形 的 和 与 4D, DB 上 正方 形 的 和 的 差 
等 于 二 伴生 形 4D .DB 与 一 倍 币 形 4C .COB 的 英 . 
而 AC. CB 上 正方 形 揭 和 与 AD, DB 


上 正方形 的 和 的 差 中 有理 面 ,因为 一 省 都 4 Dt B 
是 有 二 的. 

所 以 二 倍 短 形 2D .DB8 与 二 售 答 形 AC、CB 的 差 在 有理 向 ， 
然而 它们 是 中 项 上 鞋 : 这 是 不 林 能 的 . [X.26] 


所 以 一 个 主线 在 趟 隔 点 不 能 分 为 它 的 两 段 . 
所 惟一 个 主线 侈 在 一 点 被 分 为 它 的 两 段 ， 
证 完 
H 交 请 损 22 由 本 命题 殿 设 (+ 
2 有理,22y .22 是 中 过 而 . 
因 咯 两 中 项 摧 之 莽 为 有 址 面 :这 是 不 可 能 的 . [|X.261 


命题 46  ) 


一 个 有 理 面 中 项 面 和 的 边 仅 在 一 点 被 分 为 它 的 两 段 . 
变 4AB 是 有 圭 面 中 项 面 和 的 边 企 安 


4 DC B 点 窒 划 分 为 它 的 两 段 ,使 得 AC, CB 是 下 
方 不 可 公 度 的 , H AC, CB 上 正方 形 的 和 
旺 中 项 而 , 作 二 和信 的 年 形 AC .OB 二 有理 的 . LX.40] 


则 可 广 没 有 另外 的 点 分 AB 为 如 此 的 其 段 . 

内 方 , 旭 果 可 能 ,说 它 也 在 点 五 被 分 为 两 段 , 使 得 4D, DB 也是 赴 
方太 村 公认 的 ,有 AD ,DB 于 正 产 形 的 和 是 中 大 面 .而 一 售 矩 形 AD. 
DB 此 有 再 面 . 

国 为 一 倍 拖 形 4C .CB 与 一 倍 抽 形 4 DB 的 益 等 于 AD,DB 上 
正方 形 的 和 与 AOC, CB 上 正方 形 和 的 差 . 

而 二 售 夭 形 4C.OB 与 二 倍 知 形 4D .DB 的 差 是 有 理 | 蚀 ， 

所 以 AD ,DB FF 止 方形 的 和 与 AC ,CB 1. 上 方形 的 和 的 益 是 有 理 面 ， 
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各 欣 儿 中 得 :几何 皮 本 


然而 它们 是 中 项 上 面 : 这 是 不 可 能 的 . 


[XX.26] 


所 以 有 埋 面 中 项 而 和 的 这 在 不 同 的 点 不 能 分 为 它 的 两 段 . 


因此 它 议 在 一 点 被 分 为 它 的 两 段 . 
和 丰 量 ;我 们 册 问 梯 记 尘 


Crt 2 2 
出 假 刘 可 竹 等 式 左 端 为 无 再 有 有 [X26) .等 式 在 靖 为 有 


命题 47 ) 


证 


出 


百 咖 :这 赴 不 可 能 也 


一 个 两 中 项 面 和 的 边 仅 在 一 点 被 分 为 它 的 两 段 . 


设 AB 分 CA 避 , 使 得 


MH 


AC,CB 足 正方 不 可 会 度 的 ,用 AF N 
AC.CB 下 方形 的 各 是 中 项 
面 , 算 形 ACG,CB 是 中 项 面 ,区 
此 算 形 与 4C, CB 上 正方 形 鬼 p 
和 也 是 不 可 公 度 的 . C 

则 可 证 没有 另外 的 点 分 了 LG K 
AB 为 一 段 , 适 台 给 定 的 条 件 . B 


因为 ,如 果 可 能 ,说 它 在 点 
忆 被 分 ,由 AC 不 同 于 BD, 设 AC 是 较 大 者 . 
给 定 一 个 有 理 线 上段 BEF, 在 EF 上 是 合 一 个 草 


EE 形 EG 等 十 AC. CB 


十 下 方形 的 和 , 骨 作 年 形 HK 等 于 二 信 的 短 形 AC ,CB; 


所 以 EK 等 十 AB 上 正方 形 . 


_I1.4] 


再 在 EF 下 幅 合 -个 EL 等 于 AD, DB 二 和正 方形 的 和 ， 


所 以 余 量 , 即 一 们 第 形 AD 、DB 等 ] 余 晶 MK. 
站 出 假设 ,AC, CB 工 正 方形 的 和 是 中 项 面 ， 
所 以 BG 也 是 中 项 面 . 
又 , 它 是 贴 台 于 有 埋 线 段 EF 上， 
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所 以 HE 是 有 理 的 ,后 与 EF 是 长 度 不 可 会 席 的 . [X.22] 
问 理 ,有 PEV 也 是 有 晨 的 ,县 与 五 F 是 长度 不 可 公 度 的 ， 
又 .由 天 4C,CB 上 下 - 依 首 形 AC .GB 是 不 可 公 度 
的 ,所 以 EG 与 G 也是 不 可 公民 的 ， 
因此 BE 与 HN 也 是 不 可 公 应 的 [WI.1,X.11] 
机 它们 是 有 理 的 ; 
所 以 ER ,HN 是 仅 正 丰 可 会 度 的 丙 有 理 线 段 ， 
所 以 EN 中 被 分 于 五 点 的 一 项 线 ， i X.36] 
类 和 伏地 ,也 能 够 证 明 EN 是 被 分 于 六 点 的 一 项 线 . 
中 EF 不同 于 MN ,因此 一 个 二 项 线 有 不 同 分 点 : 
是 不 可 能 的 . 
所 以 一 个 两 中 项 面 和 的 边 在 不 同 点 不 能 分 为 它 的 商 段 . 
因此 它 私 在 一 点 被 分 为 它 的 疝 段 . 


+ 
设 a 是 一 个 生理 线 笑 ,LL + 六 =0W27y = ov. 
1 .证 一样, 如. 是 有 理 的 , 生 志 ~ 放 以 下 + 十 一 个 一 项 线 . 
类 位 地 ,车 2 = 了 个 一 基线 . 
这 样 一 个 -二 珊 线 在 不 则 的 点 窒 分 为 它 的 贞 段 ;这 基 涉 全 


有 是 证 十 站 = 和 十 说， 
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者 路 几时 得 :几何 原 椒 


第 CS 郑 


定 义 1 


1. 给 定 一 个 有 理 线 段 和 一 个 二 项 线 ,并 把 二 项 线 分 为 它 的 两 段 ， 
使 长 线段 上 正方 瑚 比 短 线段 上 上 正方形 大 一 个 与 长 线段 是 长 度 可 公 度 的 
线段 二 的 止 方形 ,如 果 长 线段 与 给 定 的 有 理 线段 为 长 度 可 公 谎 的 , 则 把 
原 二 项 线 称 为 第 一 二 项 线 ; 

2. 但 六 短 线段 与 所 给 的 有 理 线 段 是 长 度 吉 公 度 的 , 则 称 席 一 项 线 
为 第 二 二 项 线 ; 

3. 若 一 线段 与 所 给 的 有 理 线 段 部 不 是 长 度 可 公 度 的 .别称 原 二 项 
线 为 第 三 二 项 线 ; 

4. 上 症 长 线 笑 上 正方 拒 比 短线 段 上 正方 形 大 -一 个 与 扒 线 段 为 长 虚 
不 可 公 度 的 线段 上 的 正方 形 ,由 果 长 线段 与 给 定 的 有 理 线段 为 长 度 可 
公 虚 , 则 称 弃 一 项 线 为 第 四 二 项 线 ; 

5. 如 果 和 后 线段 与 给 定 的 有 理 线 段 是 长 度 可 公 度 的 , 则 称 此 一 项 线 
为 第 五 二 项 线 ; 

6. 如 末了 贞 线 段 与 给 定 的 有 理 线段 部 不 是 氏 度 可 会 度 的 ,由 你 此 二 
项 线 六 第 六 二 项 线 . 


命 是 
-一 一 ee 


命题 各 


给 出 两 数 4C ,CEB ,有 昌 它 们 的 和 .4B 与 BC 之 比如 了 同 . -个 平方 数 比 
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-个 平方 数 , 但 它们 的 和 与 AC 之 比 下 同村 个 平方 数 比 -个 平方 数 . 
[X.28 后 之 引 理 1] 


Dp F H 给 定 任 一 有 理 线段 DD, 且 设 EF 与 
二 五 是 长 度 吕 公 度 的 ， 
4 一 一 一 如 所 以 EF 也 是 有 理 的 . 


了 役 作 出 以 下 比例 ， 
俩 得 数 BB4 此 4C 如 同 EF 上 止 方形 比 FG 上 正方 形 ，[X.6 推 论 ] 
但 是 A8B 三 AC 之 比如 同一 个 数 比 一 个 数 ， 
所 以 EF 上 正方 形 与 FG 上 在 方 撒 之 比 也 部 问 一 个 数 比 - :个 数 ， 
于 是 EF 上 站 方形 与 FG 上 正方 形 是 可 公 度 的 . “XX.6] 
蔷 EF 是 有 理 的 ;所 以 :FG 也 是 有 理 的 . 
又 ,由 于 B4 与 4C 之 比 不同 于 :个 平方 数 比 - -个 平方 数 . 
所 以 ,EF 上 正六 撒 与 FG 上 上 正方形 之 比 不 同 于 一 个 平方 数 比 - -个 
平方 数 . 


从 而 EF 与 FG 是 长 度 不 可 公 度 的 . [X.9j 
于 是 BEF, FG 是 仪 正方 可 会 度 的 师 有 娃 线 段 ; 
所 以 EG 是 一 项 线 ， [Xx.36] 


又 可 让 BG 十 第 一 .项 线 . 
因为 ,由 于 数 B34 比 2C 如 同 BF 上 正方 形 比 FG 土 下 方形 , 击 BA 
大 于 4C， 
所 以 了 上 上 正方形 也 大 于 Fe 上 止 方形 . 
于 中 届 FG ,HH 上 正方 形 之 和 等 玫 EF 土 正方形. 
现在 ,由 上 B4 比 4C 如 同 EF 上 正方形 比 FG 上 正方 形 ， 
十 是 由 反比 便 ， 
AB 比 BC 册 同 Bh 上 .IE 方形 比 昌 J. 下 方形 . LY¥.19, 推 论 ， 
但 十 AB 与 BC 之 比如 同一 个 平方 数 比 -个 平方 数 ， 
所 以 百 忆 上 正方 形 与 豆 工 下 方形 之 缠 也 如 同 -… 个 平方 数 比 -个 平方 
数 . 
所 以 EF 与 五 是 长 度 可 公 度 的 ， [xX.9]j 
因此 EF 下 和 正方形 出 FFG 上 正方 形 太 -个 与 &F 是 可 公 度 的 线段 上 的 
3 了 


重 殉 几时 得 : 儿 何 皮 本 


下 方形. 
日 EF', FG 孝 是 有 理 的 ,而 及 EF 与 DD 是 长 度 可 公 度 移 ， 
所 以 EG 是 -个 第 -二 项 线 . 


证 完 
) 与 已 类 有理 线段 2 是 长 度 可 公 度 的 .到 遇 柳 三 :全 队 天 不 证 下 大 
数 . 
求 一 线段 x 使 得 满足 比例 式 
mm m= kp: 
是。 = 扩 主 v1 


此 命题 让 明了 各 + 昭和 是 一 个 种 -一 一 顺 线 . 


命 是 种 


给 出 两 数 AC, GB. HH 它们 的 和 AB 1! BC 
| E E ] 之 比 刀 同一 个 平方 数 比 -个 平方 数 , 但 AB 与 
五 


AC 之 比 不 同 于 一 个 平方 数 比 一 个 平方 数 ， 


c 下 给 定 一 个 有 理 线段 D 与 线段 EF 是 长 度 可 公 度 
8 的 ,从 而 BF 是 有 地 的 . 
G 于 是 , 设 作 出 以 下 比例 ， 
使 得 数 CA 比 AB 如 癌 EF 上 上 正方形 比 FF 二 
方形 ， [6 ,推论 | 
所 以 再 本 上 正方 形 与 RGBG 上 于 方形 是 可 会 度 的 ， [X.6] 


于 是 FG 也 是 有 理 的 . 

现在 ;和 由- 数 C4 与 48 之 比 椒 同 于 -个 平方 数 比 个 平方 数 ， 
所 以 上 下 方形 与 5 上 下 方形 之 比 不 同 二 一 个 平方 数 比 -个 平方 
数 ， 

J 是 EF 与 FU 是 长 度 不 可 公 度 的 ; [X.9] 
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从 而 EF ,FG 其 反目 方 可 会 度 的 两 有 囊 线 段 ; 
所 以 BG 足 二 需 线 . .36， 
其 次 可 证 明 它 足 第 二 二 ` 需 线 . 
因为 ,由 反比 , 数 B4 比 4C 和 如同 GF 上 上 正方 形 比 二 上 正方 开 ， 
而 B4 大 于 .4C7、 
所 以 GF |IF 方形 太 于 FE 上 正方 形 . 
设 EEF, 下 正六 形 之 和 等 于 GF 上 下方 撒 ; 
所 以 由 换 比 全 ,4 比 BC 如同 FG 上 十 广 撒 比 十 上 下 方形. 
Lx.19, 推 论 ] 
但 是 AB 三 BC 之 比如 同一 个 平方 数 比 -~ 个 平方 数 ， 

所 以 FG 于 正 方形 与 百 上 上 站 方 形 之 比如 同一 个 平方 数 比 一 个 半 方 效 ， 
十 是 FG 与 训 是 长 度 可 公 度 的 ， [X.9] 
因此 FG 上 下 方形 比 了 于 二 止 方 撒 二 一 个 与 FG 是 可 公 度 的 线段 的 

正方 形 ， 

XG ,EE 是 仅 下 方 可 公 度 的 两 有 理 线 成 , 且 短 线段 BF 与 所 给 
和 有 有理 线段 五 是 长 度 可 会 度 的 ， 

所 以 EG 是 第 一 二 项 线 . 


证 完 
没 居中 与 己 知 有理 线段 长 度 可 公 朗 的 , 破 丙 让 整数 天 -使 和 -和 不 是 

于 方 数 . 

未 线段 并 使 得 满目 比例 式 

Pm pp = pO, 

1 本 
2 
此 命题 让 明了 一 “二 + 好 就 是 所 求 的 第 一 一 项 线 ， 


] 


于 壕 二 可， 


命 题 如 
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各 欣 上 里 得 :开打 原本 


给 出 两 数 AC, 5 , 使 它们 的 和 

K 了 © Bs AB 与 BC 的 比如 同一 个 平方 数 比 - 
E 个 平方 数 ., 们 4B 与 4C 之 比 不 同 于 一 
F G Hy 个 半 方 数 比 一 个 平方 数 ， 

区 版 另 一 个 非 平 上方 数 五 ,开设 五 
与 B4 ,AC 的 每 一 个 的 比 涉 问 于 个 平方 数 比 一 个 平方 数 . 

络 定 任 一 有 理 线段 巨 ,作出 比例 ， 
使 得 DD LAB 如 同志 上 超 方 形 比 FG 上 正方 拒 ; [X.6, 推 论 ] 
所 以 二 上 下方 形 与 FG 上 小 方 拱 是! 叮 公 度 的 . [X.6| 

丽 百 是 有 理 的 ;所 以 EGG 也 是 在 理 的 . 

浆 , 几 于 五 与 4B 之 比 不 同 于 个 平方 数 比 一 个 半 广 数 ， 
所 以 二 上 正方 形 与 FG 上 下 方形 之 比 不 各 了 -一 个 平方 数 比 一 个 平方 
数 ， 
所 以 百 与 FEG 是 长 度 不 可 公 度 的 ， [X.91 

共 次 , 设 作 出 比例 ， 
使 得 数 Ba 比 2C 如 同 FG 上 正方 形 比 G8 上 正方 形 ,[X.6, 椎 论 ] 
所 以 FG 于 正方 形 与 6 下 正方 形 是 可 公 度 的 . [|X.6é] 

但 FG 是 有 理 的 ;所 以 GF 也 是 有 理 的 . 

及 ,出 于 B4 与 4C 之 比 丰 问 于 一 个 下方 数 比 一 个 平方 数 . 
二 是 FG 上 下 并 形 与 HG 上 上 下方 形 之 比 和 不 同 二 一 个 下方 数 比 一 个 平方 
数 ， 


所 以 FG 与 GH 旦 长 度 不 是 公 度 的 . [XX.9; 
内 此 FG ,GB 是 仪 王 方 可 会 度 的 两 在 理 线段 ， 
所 以 FH 是 一 项 线 . [X.36] 


其 次 可 证 它 也 是 第 二 二 项 线 . 
因为 ,由 于 万 比 48 和 如同 五 上 正方 形 比 Re 上 正六 形 ; 
BA 此 4C 旭 同 EG 上 上 正方形 比 G 瑟 上 上 下 方形 ， 
所 以 取 首 末 比 , 态 比 4 如同 吾 工 自 方形 比 65 工 直 方形. .221 
但 吕 与 4C 之 比 不 同 于 一 个 平方 数 比 -个 平方 数 ， 
所 以 吾 夺目 方形 与 GH 二 正方形 之 比 不 辣 于 一 -个 平方 数 毕 一 个 平方 
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数 ; 所 [以 与 GH 荐 长 度 不 可 公 度 的 . [X.9” 
六 ,由 于 BA 比 4C 如同 FG 工 下 方形 比 GH 上 上 上 方形 ， 
所 以 FG 下 正方 形 大 于 GH 上 下 方形 . 
于 是 , 设 G 百 ,天 上 止 方形 的 和 等 于 FU 十 下 方形 ; 
所 以 由 换 比 例 ,4PB 比 BC 如 同 FG 上 方形 比 K J 让 方形 . 
.19. 挫 论 ] 
但 是 AB 与 BC 之 比如 同一 个 平方 数 引 一 个 平方 数 ， 
所 以 FG 和正 廊 形 与 二 上 正方 形 的 比 也 如 同 : -个 平方 数 比 一 个 平方 
数 ， 
因此 FG 与 KK 是 长 度 丁 公 度 的 . 1X.91 
于 是 FG 机 广 形 比 GH 上 正方 形 大 一 个 与 FG 是 可 公 度 的 线段 
五 上 针 的 下 方形 . 
又 FG, GH 足 仅 正方 可 公 度 的 两 有 理 线段 ， 
而 它们 的 每 -个 与 吾 是 长 诬 不 可 公 度 的 . 
所 以 FH 是 第 一 二 项 线 . 
证 完 
省 疡 是 -个 有 王 线 段 . 归 巫 娄 glm 二 使 gm 一? 沾 四 和 平 上 广 数 , 久 讽 
下 不 是 半 方 数 . 晶 它 与 ga 人 站 一律 个 的 比 不 等 于 两 半 方 数 之 比 . 
求 一 线段 了 , 伍 得 满足 比例 式 


pi qm = 人 :tn ， (1) 
男 求 - 线 臣 加, 他 得 满 是 比例 民 

qm am nm) = ro. (2) 
用 (DO 得 ， rp， yp 

i + 
疹 是 证 央 了 了 二 地 = Pa {m+ mi ni), 
BD 的 第 一 本 并 如 沸 
命题 51 
求 第 四 二 项 线 . 


387 


克 欧 几 昌 得 :几何 只 丰 


给 出 间 数 AC, ( 盏 ,上 月 它 们 的 和 AB 与 BC 茂 与 
4e2 的 比 都 不 同 天 个 平方 数 比 一 个 平方 数 . 


4 三 给 出 一 个 有 理 线 段 D, 并 没 EF DD 大 长 度 可 
? 公 度 的 ;所 以 EF 也 是 有 埋 的 . 
c F 设 作出 比例 ， 
8 使 得 数 BA4 tAG 如 EF | 让 撒 比 FL 上 下方 撒 ， 
H .X%X.6, 推 论 ] 
G 所 以 EF [: 正 方形 G9 下 下 方形 是 可 公 度 的 ， 
[x.6] 


所 以 FG 也 是 有 理 的 . 
现在 ,因为 B4 与 4C 之 比 不 同 于 -个 平方 数 比 一 个 半 方 数 ， 
因此 EF 上 正方 形 与 RGB 上 下 方形 之 比 不 同上 -个 平方 数 比 一 个 平方 
数 ; 
所 以 EF 让 长 度 太 丁 公 度 的 . -XxX.9] 
所 以 EF FG 是 公正 方 可 公 度 的 阿 丰 直线 段 ， 
因而 23 是 一 项 线 . 
其 次 可 订 EG 也 是 一 个 第 四 一 项 线 . 
因为 ,出 于 B4 比 AGC 如 同 EF 于 正方 形 比 Fez 上 正方 形 ， 
所 以 EF 上 下 方形 大 二 PRG 上 和 正方形 . 
于 是 设 FG ,召开 正方 形 的 和 等 于 下 正 方形 ; 
所 以 出 摘 比 . 数 AB LE BC 旭 同 吾 六 上 正方 形 比 吾 上 二 方形. 
[X.19 ,推论 ] 
但 十 AB 生 BC 之 比 不 同 十 一 个 半 广 数 [ 比 一 个 平方 数 ， 
所 以 EF 上 正方 形 与 各 直下 方形 之 比 不 同 于 -~ 个 于 方 数 比 一 个 平方 


所 以 EF 与 吾 是 长 度 不 可 会 度 的 ， [|X.9] 
是 EF 上 正方 形 比 GF 上 EE 六 撒 大 一 个 与 EF 是 不 可 公 度 的 线段 玖 
上 药 正 方形 . 

站 EF, FG 是 代 正 方 可 公 虚 的 两 有 理 线 段 ， 

且 EF 与 D 是 长 度 可 公 度 的 . 
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第 XxX 郑重 


所 以 EG 是 一 个 第 四 -二 项 线 . 


证 完 

设 是 有 惠 线 段 , 厂 斯 数 nH m+ 1 ,每 一 个 的 化 涉 等 手 两 哇 方 
数 的 比 . 

求 - 线 席 工 .使 得 满 是 比例 式 

{m+ nm = FP: wi. 
于 让 Y= vv pi 福全 i 
靖 上 是 证 册子 K+ = -一 谣 是 所 求 的 第 周二 1 页 线 . 
命题 52  】) 
求 第 五 二 项 线 . 

给 出 两 歼 AC, CB, 了 上 4B 与 它们 每 一 个 的 比 不 
同 十 一 个 平方 数 比 - -个 1 少数 “ | 

给 出 一 有 埋 线 段 万, 设 BF 与 DP 在 可 公 度 的 ,所 ; 
以 EF 足 有 埋 的 . C 

设 作出 比例 ， 8 
使 得 C4 比 4 如同 EF 上 正方 形 比 FG 上 上 出 方 形 . EE SG 


i 六 .6, 推 论 1 
但 足 C4 与 4 之 比 不 同一 个 平方 数 比 一 个 北方 数 ，; 
所 以 EF 上 下 方形 与 FG 上 正方 形 的 比 业 不 同 于 一 个 平方 数 比 一 -个 于 


方 数 . 
所 以 EE, 7G 是 仅 直 方 可 公 度 的 师 有 理 线 段 . [各 .9] 
所 以 EG 是 一 项 线 ， iX.361 


其 次 可 证 FG 也 是 第 十 一 项 线 ， 

因为 ,由 -FF C4 比 AB 如 同 EF 上 人 方形 比 FG 于 下 方形， 
由 反比 , B44 比 AC 如同 EG 止 方形 比 二 上 正方 形 ， 
所 以 GF 凸 方 形 太 十 EF 上 正方 形 . 
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者 控 几 申 得 : 几 拉 | 这 本 


及 以 由 换 比 倒 , 数 4B 比 BC 如 同 G 上 正方 形 比 吾 上 止 方 虑 . 


“多.19, 推 论 ] 
但 是 AB 与 BO 的 比 不 同 于 一 个 半 方 数 比 一 个 平方 数 ， 

所 以 FG 上 正 方形 与 召 上 正方 形 的 比 电 不 同 于 一 个 平方 数 比 :个 平 
方 数 ， 


所 以 FG 与 吾 是 长 虚 不 可 公 度 的 ， 


因此 FG 二 下 方形 比 于 天王 方形 大 


[X.9] 
上 的 正方 形 . 


-个 二 FG 是 不 开 公 度 的 线段 五 

是 GF ,FE 在 仅 正 方 可 公 度 的 网 有 埋 线 段 ， 

有 短线 段 EF 与 所 给 有 理 线 段 DD 是 长 度 可 公 度 的 . 
所 以 EG 是 :个 第 五 一 项 线 . 


证 完 
得 下 题 阶 次 .地 求 一 线段 x, 使 得 满 是 比例 式 


mi{m + R= kr, 


于 二 全 二 Ea 二 于 一 + 


让 叫 了 各 +A+ 和 就 是 所 求 的 第 五 项 线 


命题 53 


求 第 六 二 项 线 . 
给 出 两 数 AC, GB, 是 它们 的 和 4B 与 它们 每 一 个 的 比 帮 不 同上 
个 平方 数 比 - 1 


六 平方 数 ， 月 闷 给 出 一 个 担 六 上方 数 万 ,而 万 与 数 B4 ,AC 


又 给 出 一 个 有 埋 线 段 吾 , 作 出 比例 ， 

使 得 吃 比 AB 如 同 吾 上 止 方 形 比 EGG 上 止 方 拒 ; [XX.6, 推 论 ] 

所 以 是 上 下 方形 与 FG 上 下 方形 是 可 公 度 的 . [X,6] 
又 玉 晨 有 理 的 ,所 以 FG 也 是 有 理 的 . 


3%W0 


现在 ,机 上 上 五 与 4 的 比 不 同 于 一 个 平方 数 
比 一 个 平方 数 ， 用 
二 是 吾 了 上 上 于 方 搓 与 FG 上 方形 的 比 也 不 同 于 
个 平方 数 比 一 个 半 方 数 ， 
所 以 号 与 FG 是 长 度 不 可 会 度 的 ， _%.9] 8 
又 作出 比 便 .BB4 FA4GC 如同 RG 下 正方 撒 
比 GE 下 正 方形 . [xX.6 ,推论 ] 
所 以 Fe 上 上 正 产 形 与 GeG 上 正方 形 呈 可 公 
度 的 . [「X.6] 
夫 调 BG 上 正方 形 是 有 理 的 ,所 以 HG 是 有 用 的 . 
区 ,由 于 B4 与 4C 的 比 不 同和 于 -个 平方 数 比 一 个 平方 数 ， 
因而 FG 上 士 广 撒 与 GH 王 正方 形 的 比 也 不 同 于 一 个 平方 数 比 一 个 平 


方 数 ; 

所 以 FG 与 G8 是 长 度 不 是 公 度 的 . [X.9] 
于 是 FG ,GH 三 促 正方 可 公 度 的 两 有 埋 线 段 ; 

故 FH 中 一 项 线 . [各 ,36] 


其 次 ,可 证 也 是 一 个 第 六 一 项 线 . 
因为 ,由 于 DDEAB 如 同上 正方 珍 比 FG 于 正方 拒 ， 
还 有 ,BB4 比 AC 如 同 FG 上 在 方形 比 GH 上 正方 形 ， 
所 以 取 首 未 比 ,DD 比 AG 如同 吾 上 正方 形 比 6 于 由 方形 ，Vv.22| 
仙 是 已 与 4C 的 比 不 同 于 一 个 平方 数 比 一 个 半 方 数 ， 
所 以 吾 上 上 正方 蝶 与 6 FF 在 方 形 的 比 岂 不 同一 个 平方 数 比 个 于 
方 数 ， 
所 以 是 与 6 是 长 度 不 可 会 度 的 . [X.9] 
但 是 已 征明 也 与 FO 不 相公 度 ; 
所 以 向 线段 FG ,GH 的 每 个 与 B 是 长 度 不 订 公 度 的 . 
六 ,出 BA 比 AC 加 同 FG 上 正方 形 比 65 上 正方 丧 ， 
所 以 FG [正方形 天 二 GH 二 下 方形 . 
于 是 谍 GH ,下 上 于 方形 的 和 等 于 FG 上 正方 形 ; 
由 换 比 ,4 比 BC 如 同 FG 上 正方 形 比 吾 上 正方形 . [Y.19, 推 论 ] 
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和 了 殉 用时 得: 几何 后 本 


但 是 4 与 BC 的 比 不 同 于 一 个 平 广 数 比 -个 平方 数 ， 

从 市 FG 上 正方 把 与 捧 荆 旨 方 形 的 比 也 下 同 语 -个 半 方 数 比 - -个 平方 数 . 
所 以 FG 与 是 长 度 不 是 公 度 的 ， XX.9] 
所 以 FE 虐 下 六 上 珍 比 GH 上 I 下 方形 太一 个 与 FG 是 不 可 公设 的 线段 下 

上 的 正方 形 ， 
区 FG ,65 是 公正 方 可 公 度 的 两 有 理 线 段 ， 

月 它 介 每 一 :个 与 给 定 的 有 有 时 线段 下 是 长 度 不 可 公 度 的 ， 
所 以 FR 是 一 个 第 六 二 项 线 . 


证 完 
脱 商 帮 14, 人 得 一 个 的 比 不 等 十 隔 平 方 数 之 比 .和 天 给 而 一 
个 非 平方 数 放量 它 与 人 83 条 一 个 的 比 洒 等 于 黄平 声 数 .之 比 . 
求 黄 浅 丹 2,#. 司 得 注 是 两 比例 式 


pitnt ny= er. (1} 
CH Hp = (2} 
由 0 .12 后 式 得 ， = ~ Tk. 
=a A. 
站 p 


匣 归 让 国语 号 是 所 并 的 第 去 一 项 丝 。 


引 理 


设 有 两 个 正方 形 AB,BC, 使 它们 的 边 DB 与 边 BE 在 同 
一 直线 上 ,因而 FG 与 BG 也 在 同一 直线 上 .， 

作出 平行 上 四边形 AG. 

则 可 让 AC 是 下 方形 ,H DG 是 2B,BC 的 比 
例 千 项， 
而 Po 是 4C,CB 的 比例 由 5 页 ， 

因为 ,DB 等 十 ', BE 等 十 BG， 
所 以 整体 DE 等 了 - 歼 体 FG. 
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位 是 DE 等 于 线段 4 百 ,于 C 的 每 一 
HR 等 丁 线段 4 .BC 的 每 一 个 ， 11.34] 
于 以 线段 4 ,KC 从 :个 也 竺 于 线段 4 BC 竺 一 个 ， 
所 以 4C 是 -个 等 边 的 平行 四 边 形 ， 
旦 它 了 出 居 一 个 上身 角 的 ， 
所 以 4C 是 个 正方 脱 . 
,出 于 FB EF BG Wn} DB [tk BE. 
布 FB [EL BG WH AB tt DG. 


DB EL BE Mh De IE BC, V1.1] 
所 以 也 有 ,AB FH DG WN DG bE BE. [¥.11] 


于 是 DG 是 AB,BC 的 比例 中 项 . 
其 次 可 证 DC 由 是 4C BC 的 比例 中 项 . 
为 ,由 于 AD LE DE 如 加 KG [EGC. 由 本 它们 分 出 相符 ， 


中 全 [AK 比 KD 如 同 KG EE CG. [w.181] 
AK LE KD 如 同 4C ECD. 
[TL EC tH GG WH DE tt CB. EU 
所 以 也 有 ,4C 比 DC 如 同 DC tt BC. Tv.11] 


所 以 DO 是 AC ,OB 的 比例 中 项 . 
这 止 是 所 权 求 让 其 的 . 


辣 
出 


命题 54 ) 


一 有 理 线 段 与 第 一 二 项 线 和 包含 一 个 面 , 则 此 面 的 边 %Y 
是 称 为 二 项 线 的 无 理 线段 . 
为 此 ;, 误 有 理 线 段 4B8 和 和 第 一 - :项 线 4 包 合 个 面 4C， 


人 1， 了 所谓 -个 和 面 的 边 , 指 的 是 与 此 面相 等 的 由 方形 的 边 ， 
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者 欧 儿 里 得 几 们 原 林 


则 可 证 , 面 4C 的 边 是 称 为 二 项 线 的 无 理 线段 . 


因为 ,由 于 AD 是 一 个 第 一 二 基线, 设 点 五 把 它 分 为 它 的 天 段 ,是 


设 AE 是 长 段 . 
是 ,显然 AE, ED 是 仪 正 方 可 公 度 的 贡 有 嫂 线 段 ， 


而 H. AE 上 正方 撒 比 ED 上 正方 形 人 一 个 与 AE 是 是 公 度 的 线段 下 的 


正方 形 ， 
而 且 AE 与 给 击 的 有 理 线段 48 是 长 度 可 公 度 的 .| 定 尽 1.1] 
设 点 下 平分 ED. 


因为 48 上 直 方 撒 比 ED 上 正方 形 大 一 个 与 AE 是 可 公 度 的 线段 


上 的 正方 形 . 


刘 果 在 大 线段 4B 下 贴 合 一 个 等 于 ED 上 止 方形 的 四 分 之 一 ,如 


等 十 区 上 的 正方 形 , 日 和 通 少 .一 个 中 方形 的 御 形 ， 
由 AE 被 分 为 氏 度 可 会 度 的 两 段 . [XX.17] 

为 此 在 AE 上 朵 合 一 个 答 形 AG .GE 等 JEF 上 正方 形 ， 
所 以 AG 与 EG 是 长 度 可 公 度 的 . 

从 如 ;如 , 分 别 曙 出 半 行 JAB, CD 的 线段 GH .ERK,FL，, 
作出 正方 形 SN 等 了 :名 形 .A 开 , 和 正方 形 NQ 等 于 GK， [11.14: 
且 设 WN 与 NO 在 一 自 线 上 ， 

所 以 RN 二 NP 也 在 -直线 |. 


完全 画 出 平行 身边 形 SQ ;于 是 SQ 是 正方 形 . [ 引 埋 ] 
现在 ,由 上 球形 AG ,GE 等 于 EF 上 下 方形 ， 
所 以 ,AG 比 EF 如同 FE 比 EG,，, [V1.17| 
于 是 也 有 , AB 比如 EL 比 KO， [¥1.1] 


所 以 EL 是 4H ,GE 的 比例 中 项 ， 
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们 是 A 等 SN, GE 等 于 NOQ: 
所 以 本 是 SN ,NeQ 的 比重 中 项 . 
但 是 MB 也 是 SN,NG 的 比例 中 式 ; [3 引 理 | 
所 以 三 等 MMR, 十 是 它 也 等 于 PO. 
但 是 4 ,GK 分 别 竺 于 SSN, NeQ; 
所 以 整体 4C 等 二 整体 5S@, 即 MO 上 小 方 形 ， 
所 以 MO 是 AC 的 边 . 
共 次 可 计 MO 是 一 项 线 . 
因为 ,由 于 4G 与 GE 是 可 公 度 的 ， 
所 以 AE 与 线 找 4G ,GE 每 一 个 也 是 可 公 度 的 . 
提出 假设 ,4 与 4 也 是 可 公 度 的 . 
所 以 4G,GE 与 48B 也 是 可 公 度 的 . [X.12] 
六 4B 是 有 理 的 ; 
所 以 线段 4G#, GE 的 每 个 也 是 有 理 的 ， 
所 以 逢 形 AH, GK 每 一 个 是 有 理 的 . [X.19] 
从 而 4 与 GE 是 串 公 度 的 ， 
但 是 48 等 于 SN, GK 等 于 NNQ:; 
所 以 SN ,N@, 有 MN NO 上 上 正方形, 部 是 丰 理 的 且 是 可 公 度 的 . 
又 ,由 于 AB 与 ED 是 长 度 不 可 公 度 的 ， 
调 AB 与 4C 是 可 公 度 的 ,2 与 EF 是 休 公 度 的 ， 
所 以 AG 与 三 ' 也 是 串 公 度 的 ， [X.13] 
内 此 A 三 EL 也 是 人 四 公 归 的 [V1.1,X.11] 
但 是 AF 等 于 SSN, EL 等 于 RE 
所 以 SN 与 WR 出生 不 可 公 度 的 . 
,SN FE MR MI PN LE NR, [WI.1] 
所 以 PN !j NR 荐 个 可 公 度 的 ， 
但 是 PN 等 于 MN ,NR 等 于 NO 
所 以 MN 与 NO 是 不 可 公 度 的 . 
又 MN 下 正方 形 与 NO 主 正 方形 是 可 公 度 的 ， 
H 和 登 一 个 都 是 有 理 的 ， 
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吉 次 儿 虫 得 :几何 原 小 


所 以 MN ,NO 是 仪 正方 可 公 座 的 有 理 线段 . 
所 以 MO 是 一 项 线 i 久 .361, 避 已 是 AC 的 边 . 


证 完 
进 记 为 有 理 线 段 ,而 第 -一 项 钱 为 + N11 一 2. [X48i 
求证 Ri 和 全 1- 和 为 一 个 一 项 线 ， 
我 们 由 代 娄 方法 加 以 让 明 . 
PIP 11-A)= on 二 (1 二 入 二 一 入 
A ke 
= A Tl 十 入 》 十 Hn (1 一 由 
显然 ov Cra PN 二 (La 
敬 6( 了 本 + 如 了 一 这 ) 是 -个 二 项 线 . Xx.36] 


命题 6  ) 


车 由 一 个 有 理 线 段 与 第 二 二 项 线 包 含 一 个 面 , 则 此 面 的 
边 是 称 为 第 一 双 中 项 线 的 无 理 线段 . 


为 此 ,没有 理 线 段 4B 和 第 二 二 项 线 AD 包 合 和 面 A4BCD. 

则 可 证 面 AC 的 边 是 一 个 第 一 双 中 项 线 . 

因 六 ,由 于 AD 是 -个 第 一 二 项 线 , 设 点 百 分 4PD 为 蕊 的 购 段 ,县 
A 瑟 是 长 段 . 

这 时 AEE,ED 是 公正 方 可 会 增 的 两 有 理 线 段 , 
且 AE 上 正方 形 比 ED 上 正方 形 大 一 个 与 AE 是 可 公 朗 的 线段 上 的 正 
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方形 . 
且 短 线段 ED 与 AB 是 长 度 可 公 度 的 ， [X. EX .21 
设 点 百 平 分 DD, 叉 六 4B 上 败 合 向 少 一 个 正方 形 的 类 形 AG 、 
GE ,使 其 等 于 Et" 上 下 方形 ， 
所 以 AG 二 GE 是 长 度 不 可 会 度 的 ， [X.17] 
通过 0G,E,Fj|GU, EK, 平和 fAB, CD， 
面 出 正方 形 SY 等 于 平行 四 边 形 AF ,正方 形 NQ 等 -jGK， 
日 设 MN 与 NO 在 一 直线 上 ,上 是 RN 与 NP 也 在 一 自 线 上 . 
完全 如 出 止 方 形 S$S@. 
显然 ,由 前 面 欧 证 明 , NR 是 SN ,Ne 的 比例 中 项 ,日 等 于 二 , 齐 
是 MO 是 面 4C 的 边 ， 
吏 在 让 明 MO 是 第 - 冯 中 项 线 . 
由 于 AB 与 &D 是 上 长度 不 可 公 度 的 ， 
而 ED 与 48B 是 可 公 度 的 ， 


所 以 AE 与 4B 是 可 公 度 的 . -XX.13] 
又 因 为 , 4G 与 BG 是 可 公 度 的 ， 

那么 AE 与 两 线段 4G ,GE 得 -个 也 是 可 公 度 的 [15| 
但 昨 AE 与 4 十 长 度 不 可 公 度 的 ， 

所 以 AG ,GE AB 也 都 是 不 可 公 虞 的 ， [X.13] 
二 此 P4,aG 和 有 4 ,GE 是 两 对 仅 正 方 可 公 度 的 右 理 线段 ， 

所 以 两 年 形 AH ,GK 者 是 中 需 面 . [%.21| 


因此 两 正方 撒 SN ,NGQ 也 都 是 中 项 面 . 
所 以 MN ,NO 部 是 中 项 线 ， 
区 ,由 于 4G 与 6 是 长 度 可 公 订 的 ， 
于 是 MT 与 GK 也 赴 可 公 度 的 ， [WI.1,X.11] 
印 SN 与 NG 是 可 公 度 的 ， 
即 MN 上 上 正方形 与 WO 上 士 上 形 可 公 虐 . 
又 ,由 于 AEB 与 ED 是 长 度 不 可 公 度 的 ， 
而 AE 与 4G 是 是 公 度 的 ,BD 与 钙 ' 是 可 会 度 的 ， 
所 以 AG 与 EF 是 不 可 公 新 的 . [X.13] 
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各 欧 几 中 得: 玫 们 央 本 


因此 4 下 与 奔赴 不 可 公 度 的 ， 
即 SN 与 MR 不 可 公 度 , 即 PN 与 AR 不 可 公 诸 ， [WI.1,X.111 
由 MN 与 NO 是 长 度 不 可 公 度 的 . 
但 是 已 让 MN ,NO 是 两 中 项 线 ,下 是 正方 可 全 度 的 ; 
所 以 MN ,NO 是 公正 方 可 公 度 的 央 中 项 线 . 
睦 次 可 证 由 MY ,NO 和 包 合 的 本 撒 是 有 理 出 . 
因为 由 假设 ,DE 与 两 线段 AB, EF 每 一 个 是 可 公 度 的 ， 


所 以 EF 与 EK 也 足 叮 公 度 的 . [XX.12] 
又 它们 部 是 有 理 的 ， 
所 以 EL, 即 MR 是 有 理 的 . [X%.19] 


日 MR 是 矩形 MEV NO， 
但 是 , 当 以 两 个 仅 正方 可 公 度 的 中 项 线 包 含 的 祭 形 是 有 理 的 ， 
则 两 中 项 线 的 利 是 无 理 的 , 称 此 线 为 第 … 双 中 项 线 . 上 EX.37] 
于 是 MO 是 -个 第 妈 咎 项 线 ， 


证 完 
汇 为 有 理 线 玻 ,而 生 才 X.49 划 第 二 一 基线 是 一 -二 + 名， 
求 1 : + 也] 为 一 个 第 一 双 中 项 线 . 
求证 [7 二 + 如) 为 一 个 第 一 改 中 项 线 
因为 ~ el 下 + jg] = ! I ACEP+ Pv 1- A) 


(1 — 和) 二 


! : 工 
我 们 容易 蛤 订 py (+3): + Pa (4) 忌 个 第 一 发 中 项 线 . 


命题 56，) 


著 由 一 个 有 理 线 段 和 第 三 二 项 线 包 含 一 个 面 , 则 此 面 的 
边 是 一 个 称 为 第 二 双 中 项 线 的 无 理 线段 ， 
398 


第 X 从 者 


i 
A GE F p 人 
也 FRI 人 号 
为 此 , 设 有 理 线段 4B 和 第 一 一 天 线 4D 和 会 面 4BCD , 昌 忆 分 
AD 为 世 的 网 段 ,4 是 大 段 . 
则 可 证 面 4C 的 过 是 :个 称 为 第 一 双 中 需 线 的 无 型 线段 ， 
仿 前 面 的 作 图 . 
现在 ,由 开 4 是 一 个 第 二 二 基线, 所 以 4 ,8 是 促 正 方 可 公 庶 
的 两 有 理 线段 , 旦 AE 上 上 正方形 比 天 D 下 下 方形 大 一 个 与 AE 是 果 公 度 
的 线段 下 的 直方 上 洪 , 又 AE ,ED 繁 一 个 与 4B 是 长 度 不 可 公 度 的 . 
[入 . 定 交 .3]J 
于 是 依照 前 而 类 做 地 可 以 证 明 MO 是 面 4C 的 边 . 日 MN, NO 是 
仪 正方 可 公 度 的 两 中 二 线 ,所 以 WO 是 一 个 双 小 项 线 . 
其 次 可 征明 MD 出 是 一 个 第 二 双 中 项 线 . 
内 为 DE 与 48, 妈 DE 与 EK 是 长 度 不 可 公认 的， 
且 DE 与 EF 此 可 公 度 的 ， 
所 以 EF 与 EK 是 长 度 不 可 公 度 的 . [X,13] 
区 它们 部 足 有 理 的 ， 
所 以 下 ,是 要 证 方 可 公 度 的 两 有 理 线段 ， 
所 以 EL 即 MR ,是 中 项 面 . TX.21] 
而 已 是 由 MN ,NO 所 包含 的 ， 
所 以 是 形 MN .ND 中 项 面 . 
于 是 ,Oo 是 个 第 二 站 中 项 线 . .381] 
证 完 


设 户 为 有 阳线 段 , 由 六 .0 若 第 二 二 项 线 的 形 江 是 Y f+Y fw 1 一 让 


mT 一 
求证 ”pt ho ty ko 1- 加) 为 一 个 第 一 双 中 项 线 . 
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重 披 儿 蛙 得 ' 儿 何 庶 本 


HD pt hp + kn v1 A) = oN 纸 rroy 生 01 -0 


我 们 吕 输 证 往 px 于 0 ro 各 (1 刘 ) 足 一 个 第 一 友 中 国 线 


命题 57 ) 


若 由 一 个 有 理 线 段 与 二 项 线 包 含 一 个 面 , 则 此 面 的 
浪 是 称 为 主线 的 无 理 线 接 ， 


为 此 , 设 巾 有 理 线 段 48 和 第 四 二 项 线 4D 包 弃 面 4C, 且 是 分 
人 DD 为 它 的 两 段 ,AE 是 大 段 . 

其 是 证 面 4C 的 边 是 称 主线 的 匹 地 线段 ， 
因为 ,由 于 :所 是 :个 第 四 二 项 线 , 所 以 配 , ED 是 仪 让 方 可 会 度 
的 黄 有 了 理 线 段 ,H. 4 下 人 方正 方形 比 ED 止 方形 太 个 与 4E 是 不 可 
公 上 诬 的 线段 上 的 由 方形 


又 AE 与 4B 是 书 公 度 的 . [有 .定义 I.4| 
设 下 半分 DE， 

和 AE 上 由 介 种 上 形 AG、GE 等 于 下 让 方形， 

所 以 AG 与 GE 是 长 度 不 可 会 度 的 . [xX.181 


引 GH, ERK, FL F171-AB, 

日 其 余 帮 头 如 前 ,二 是 ,明显 地 WO 是 4C 的 边 
其 次 可 证 MO 是 称 为 主线 的 无 理 线段 . 
由 于 4G 与 EG 基 不 可 公 度 的 ， 
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所 以 AH 与 GK 也 是 小 可 会 度 的 , 即 SN 与 Ag 不 可 会 度 ， 
_¥1.1,X.11] 


所 以 MN ,NO 是 目 方 不 可 公 度 的 . 

名 ,由 于 AB 与 4B 是 是 公 度 的 ， 
于 是 4 疏 是 有 埋 而 ; [X.19] 
且 它 等 于 MN, NO jj 小 方 形 的 和 ， 
所 坟 MN ,NO 上 正方 丧 的 和 也 是 有 理 的 . 

又 ,由 于 DE 与 4B8, 即 三 与 ,是 长 度 椒 可 会 度 的 ， 
而 DE 与 5F 可 公 庶 ， 


所 以 EF 与 EK 是 长 度 不 是 公 度 的 . [X.13] 
因此 EK ,EF 是 仪 止 方 不 可 公 诬 的 陵 有 理 线 段 ， 
所 以 LE , 即 MR 芷 中 项 面 . TX.21] 


又 , 它 是 和 由 MN ,NO 所 也 含 的 ， 
所 以 夭 形 MN ,NO 是 中 项 面 . 又 MN, NO 工 正方 形 的 和 是 有 旭 别 ， 
只 MN ,NO 是 王 方 不 可 会 度 . 

但 是 .如果 正 方 不 可 公 度 的 现 线 段 上 的 正方 形 的 和 是 有 埋 的 ,上 市 
它们 包含 的 矩形 是 中 项 面 ， 


这 二 线段 的 和 是 无 理 的 , 称 此 级 为 主线 . "X39] 
于 是 MO 二 称 为 主线 的 万 理 线段 , 刁 它 是 疝 AC 的 边 . 
证 完 


这 个 命题 是 求证 式 pf 如 + 全 二) 的 平方 根 是 -个 士 线 (参看 和 .51]). 


wo (P+ v1+ ii - ev 3 Vi 
to Sy ti 


A 1 Ek 了 FE 一 i xk Ff A 
我 们 可 以 签订 Pw 了 | TA jp “i 2 {1 到 ) 
满 是 义 .39 的 茶 件 ,所 忆 它 们 的 之 和 中 证 线 . 


三 欧 几 生得 : 玫 何 邮 机 


命题 5 ) 


若 由 一 有 理 线段 与 第 五 二 项 线 包 售 一 个 面 , 则 此 面 的 边 
是 一 个 称 为 有 理 面 中 项 面 和 的 边 的 无 理 线段 . 


为 此 , 没 上 有 部 线段 AB 和 第 证 二 项 线 AD 包 合 面 4aC, 上 有 百 是 4 
窗 分 为 它 的 两 段 的 分 点 ,AE 是 大 段 . 

虹 可 证 面 AC 的 边 是 称 为 在 理 面 中 项 面 和 的 边 的 无 理 线 段 . 

和 以 前 的 作 图 一 样 ,显然 MO 是 面 4C 的 边 . 


那么 此 证 明 WO 是 -个 有 理 面 中 项 面 和 的 边 . 
因为 ,由 十 .AG 与 GB 是 不 可 公 上 诬 的 ， 'X.18] 
所 以 24 玉 与 HE 也 是 不 可 公 歧 的 ， 1.1,X.11] 


好 MN I 于 方 形 与 NO 上 正方 形 此 不 可 公 度 的 ， 
所 以 WN ,NO 是 正方 不 可 会 典 的 . 
多 ， 出 于 AD rs 一 个 第 五 一 基线 ， H. ED 是 小 段 ， 


所 以 ED 与 4B 是 长 度 不 可 公 度 的 . [X. 定义 IL.5] 
但 是 AE 与 ED 不 可 公 度 ， 

所 以 AB 二 AB 也 是 长 度 不 可 公 度 的 ， 3 
因此 AK, 妇 MN, NO 上 正方 形 的 和 是 中 项 面 . EX.21] 


半 办 为 ,DE 与 4B, 即 与 EK, 司 长 度 不 可 公 度 的 ， 
而 DE 与 EF 是 册 公 度 的 ， 
所 以 EF 与 EK 也 是 叮 公 度 的 . [X.12] 
又 EK 是 有 建 的 ; 
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所 以 酌 , 即 8, 即 算 形 MN .NO 也 中 在 理 的 ， [X.19] 
于 是 MN ,NO 昨 正 方 椒 可 会 度 的 线段 ， 
它们 上 正方 形 的 利 是 中 项 血 , 但 由 它们 包含 的 矩形 是 有 理 呵 . 
所 以 MO 是 有 埋 而 中 项 面 和 的 边 [, 答 ], 量 它们 是 而 4C 的 地. 
证 完 
这 个 俞 题 显 求 式 PEP + 地 + 和 的 平方 机 是 :个 由 项 面 有 由 而 和 的 边 . 


因为 Plier Hw 1+A)= ex 二 (I+ +) 


+p vi 专 Cv + 一 A), 


我 们 可 以 验 让 en (二 TY on fv [+ 一 v4) 满 中 XX. 各 的 条 
件 ,所 以 它们 之 和 是 有 寺 击 中 项 面 利 的 过 . 


命题 59， ) 


若 由 一 有 理 线段 与 第 六 二 项 线 包 舍 一 个 面 , 则 此 面 的 这 
是 称 为 两 中 项 面 和 的 边 的 无 理 线段 . 


4 GE F hp 
8 HE EC 


为 此 , 设 量 有 有 进 线 段 AB 和 第 六 一 项 线 AD 包含 由 ABOD , 凡 版 百 
分 AD 为 它 的 两 段 , AE 是 大 段 . 

岂可 证 ac 的 边 吕 两 中 项 面 利 的 边 . 

利 以 前 作 图 一 样 . 

于 是 明 中 地 ,NBD 是 4C 的 边 ,H. MN NO 是 止 方 不 可 公 度 的 . 

现在 ,由 于 再 4 与 428 是 长 度 不 可 公 度 的 ， 
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了 OO ee 


三 黎 儿 里 得 :几何 虎 本 


所 以 4 ,4B 是 仅 正 方 下 公 虚 的 两 有 环 线段 ， 


所 以 AK, 即 MN ,NO 上 下 方形 之 和 ,是 中 项 面 . [X.21] 
由 二 ED 与 4B 是 长 度 不 可 公 度 的 ， 

所 以 FE 与 EK 也 是 不 可 公 度 的 ， [X.13] 
所 以 二 ,EK 是 仪 止 方 可 公 度 的 两 有 理 线 段 ， 

所 以 EEL, 妈 MR, 凤 妹 撒 MN .NO 是 中 项 而 . [X.21 
着 于 ,AB 与 EF 是 不 可 会 度 的 ， 

于 是 AE 与 EL 也 是 不 可 公 度 的 . [VI.1,X.11] 


介 是 AK 是 WN ,NO 上 下 方形 的 和 ， 
后 和 是 算 形 MN NO, 所 以 WN, NO 上 正方 形 的 和 与 矩形 ME ,NO 是 
不 可 公 度 的 . 

而 它们 者 是 中 项 间 , 月 MN ,NO 是 正方 不 可 公 度 的 . 

所 以 有 OO 此 两 中 项 南 和 的 边 [X.41] ,日 它 是 AC 的 边 . 


证 完 
这 个 命题 足 求证 5 参 耕 X.531pfep+ Ap) 的 平方 条 足 一 个 两 路 项 面 利 的 
边 . 
内 为 Pl RP + A) = ov ) (有 二 


十 ov 证 {vk 一 网 此 一 二) 


我 们 可 以 验 丰 ea (Ye K+ 一 入) 与 Pa 站 (yh 
满足 X.41 的 茉 件 ., 所 以 它们 之 和 是 两 中 项 面 和 的 边 . 


下 理 .，) 


如 果 一 个 线段 分 为 不 相等 的 两 段 , 则 两 段 上 正方 形 的 和 
大 于 由 两 段 和 包含 的 引 形 的 二 售 . 
设 4B 是 一 个 线段 , 它 被 点 C 分 为 两 不 等 线段 , AC 是 大 段 ， 
加 本 证 A2C, CB 上 止 六 撒 的 和 大 于 二 售 的 矩形 4C CC . 
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为 此 使 号 平分 AB. 


4 PE 昌 这 时 ,由 上 于 一 线段 在 点 DD 被 分 为 相等 
的 两 段 ， 


区 在 点 局 被 分 为 不 等 的 两 慨 . 
所 以 矩形 AC OB 加 CD 上 让 方形 等 于 4 上 下方 形 ， [1.5] 
天 是 定形 AC .CB 小 AD 上 小 方形 ， 
所 以 二 倍 的 算 形 4C、CB 小 于 AD 上 正方 形 的 二 倍 . 
但 是 4AC ,CB 工作 方形 的 和 等 于 AD. DC 上 iE 方形 的 和 的 二 倍 . 
所 以 4C, CB 于 正方 形 的 和 大 于 一 倍 的 抽 形 4C 、CB. [6.91 
证 完 


帝 题 0 ) 


如 果 对 一 个 有 理 线 段 上 贴 合 一 奸 形 使 其 与 一 个 二 项 线 上 
的 正方 形 相 等 , 则 所 产生 的 宽 是 第 一 二 项 线 . 
设 AB 是- -个 一 项 线 ,C 分 4B 为 它 


的 两 段 , 旦 4C 足 大 段 , 给 出 有 理 线 段 DE， mp KM NN yo 
在 DE 下 贴 台 - -二 形 DE.FG 等 TAB 上 | 
的 正方 形 , 产 生出 DG 作为 宽 . 
则 可 证 DG 是 第 - -一 项 线 . E HOT FF 
因为 , 若 在 IE 下 贴 合算 形 DE 使 其 A © _p 


等 盾 AC 于 上 正方形 .了 等 于 BC 上 上 正方形， 

则 余 量 , 即 一 倍 矩 形 4C 、CB 等 上 WE 
设 六 平分 MG ,又 设 NO 平行 十 MT 或 GE. 
这 样 - -来 ,两 逢 j 形 MO ,NF 的 每 一 个 等 Jj- 知 形 AC .CB. 
项 在 ,出 于 AB 是 一 个 二 项 线 , 廿 口 分 AB 为 它 的 两 段 ， 


所 以 AC ,CB 是 仪 正 方 丁 公 度 的 两 有 再 线段 ， 1 X.36] 
所 以 AC、CB 上 正六 形 都 是 有 理 的 且 和 被 此 可 公 度 ， 
从 而 AC .CB 上 正方形 的 和 也 是 有 理 的 . [X.15] 
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攻 欧 几时 得 : 儿 何 原本 


这 个 和 等 于 了 ;所 以 地 是 有 肆 的 . 
且 它 是 贴 侣 于 在 理 线段 DE 1- 的; 


所 以 DM 是 有 理 的 ,日 与 DE 是 长 度 可 公 诬 的 . .20] 
又 由 于 AG,OB 是 仪 下 方 可 公 度 的 两 有 理 线 段 , 所 以 二 售 的 算 形 
AC .CBE , 即 MF ,是 中 项 面 . -XX.21] 


又 蕊 是 贴 合 于 有 直线 段 AL 上 ; 
所 以 MG 也 足 有 理 的 ,有 与 及, 即 三, 是 长度 不 可 公 度 的 - 


[X.22] 
但 是 WD 也 是 有 埋 的 ,用 与 DE 是 长 度 可 公 度 的 ， 
所 忆 DM 与 MG 是 长 度 不 可 公 度 的 . | X%.13| 
而 它们 都 是 三 理 的 ; 
所 以 DM ,MG 是 公正 方 可 公认 前 两 月 惠 线 段 ,内 此 DG 是 二 项 线 . 
[X.36] 


共 次 可 让 明 DG 出 是 - -个 第 -一 项 线 . 
由 于 矩形 AC .CB 是 4AC,CB 上 两 正方 形 的 比例 中 项 ， 
-多 .53 后 之 引 理 ] 

所 以 MO 电 足 35 ,三 的 比例 中 项 . 

i, DH EH MO WM MO tt KL, 
Bl, DE FE MN 如 同比 半天; -V1.1j 
所 以 矩形 DK .KM 等 二 MN 王 正 方形 . TVI.17] 

又 ,由 于 AC,0B 上 前 两 正方 形 是 可 公 度 的 ， 
于 是 DH 与 诺 也 是 可 公 度 的 ， 


因而 DE 与 EW 也 是 可 公认 的 . VI.1,X.11] 
六 .由 于 4AC,CB 上 正方 形 的 和 大 于 二 倍 怎 形 4C、“ 轨 ， 

[3 理 ] 

所 以 DE 也 大 于 MF'. 于 是 DW 大于 MG. [Wi.1] 


人 矩形 DE KM 等 上 MIV 开 正方 考 ， 
即 等 于 MG .正方形 的 网 分 之 一 , 且 DK 与 KM 是 串 公 度 的 ， 
但 是 ,如 果 有 两 不 等 线段 ,人 在 大 线段 二 幅 合 一 个 缺少 一 止 方形 且 等 
于 小 线段 上 止 方 形 的 四 分 之 一 的 定形 , 苦 分 大 线段 之 两 部 分 是 长 度 可 
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公 度 的 , 则 天 线段 上 下 方形 比 小 线段 上 上 卜 方 有 形 太 一 个 与 大 线段 种 叮 公 
度 的 线段 上 的 目 方 形 . 1X.17] 

所 以 DM 上 下 方形 比 MG 上 由 方形 大 -个 与 DM 是 相公 度 的 线段 
上 的 下 方形. 

区 JI ,GE 部 是 有 理 的 ， 
而 大 线段 DN 与 已 给 的 有 理 线段 DE 是 长 典 可 公 度 的 . 

所 以 DG 是 一 个 第 一 一 项 线 . |%X. 定 义 I.1] 

证 完 

从 此 命题 开奖 的 凡 下 六 个 个 题 ,分 别 旺 和 -有 列 -59 的 闭 命 题 . 我 们 炒 证 %.36-41 
的 无 理 线 许 上 人 的 上 方形 分 着 等 于 一 个 有 理 线段 和 第 .第 一 .第 .种 站 ,第 三 以 
上 第 六 二 项 线 怕 成 的 众 撒 . 

X.60 为 若 gs 为 有 埋 线 段 .p+ Vv I 罗 为 二 质 线 [X. 拓 1 .求证 


{P+ BOY 为 第 一 二 项 续 . 


o 
取 = 个 线段 x ,yy ,2 使得 满 呈 : 

OA = Day = ho -282 k .72. 
,Ro 显然 为 原 .项 线 晤 段 的 平 六 ,而 2y kk. 中. 十 两 眉 愧 成 的 知 拱 的 二 情 ， 


于 十 (rt) ta (+ 


欧 几 里 得 分 黄 测 计 明 ,首先 注 (w+ y)+2% 是 -个 一 项 线 ,再 证 它 蚌 一 个 第 - 
二 需 线 . 

1 因为 yi 本 古训 ,? 是 有 埋 的 二 吕 公 度 ,所 以 如 + 或 者 ot+ Vy) 
是 个 有 再 向 . 


因此 frz+a 是 有 里 的 虹 人 e+ Wo. fi 
其 次 28 oy je 是- -个 中 天 面 .于 吡 a 23x 中 中 项 向 . 

村 此 22 足 有 理 的 , 仙 2% 一 5. (21 
出 人 ,2 人 证 + 二 22 十 公 里 记 有 形 中公 诬 的 商 丰 埋 线段 . (3) 
所 区 f+ 由)+22 性 一 个 二 项 线 . .6 
2. 因 为 :R03: = Ro Ro. 

于 足 XE = og: oy, 

Xi FY 
或 者 ay = 4 = 1 (20) (4) 


奏 欧 儿 昌 符 - 儿 何 原本 


站 ,起 吕 公 度 的 ,于 是 acrszg 是 可 公 谋 的 ,所 以 垃 一 划 (5) 

由 IE + 有 2 2 Ro Bwt Hy>22, {6) 
2 

但 是 xr4= 二 的 (7) 


[3 


所 由,(57 ,CFI 和 %.17 有 
(二 (8) 
I 3 ,C607 ,8), CIRAE, + 0) +22 是- 一 个 第 -一 项 线 . 


fx+3+223 的 实 际 形 式 为 2 kj. 


命题 61  ) 


如 果 对 一 人 有 理 北 段 贴 合 一 矩形 与 一 个 第 一 双 中 项 线 上 
的 正方 形 相等 , 则 所 产生 的 宽 是 第 二 二 项 线 ， 
设 AB 是 一 个 第 一 双 中 珊 线 ， 点 已 分 
AB 为 它 的 黄牛 , AC 是 大 段 , 又 给 出 有 型 万 KM Ne 
线段 PDE, 在 DE 工 贴 台 敌 有 形 DF 等 了 AB 
上 的 正方 形 , 产 : 中 的 DG 作为 党. 
草 可 证 ,De 是 一 个 第 二 一 项 线 . HL 
按照 阅 面 作 同 样 的 图 . aA © yp 
这 时 ,由 于 4B 是 分 于 点 局 的 一 个 第 
一 双 中 项 线 ， 
所 以 AC ,GB 是 公正 方形 可 会 度 的 二 中 项 线 ， 
壬 它们 板 成 一 个 有 理 和 矩形 . [X.37] 
二 是 AC ,CB 上 三 方形 也 是 中! 项 而 . iK.21] 
所 以 DL 是 中 项 面 . ix.15 和 23 ,推论 ] 
又 它 被 由 全 于 用 线 段 DE 上 ; 
所 位 MD 丰 有 了 理 的 日 与 DE 是 长 度 不 可 公 度 的 . [X.22] 
另外 ,因为 一 倍 的 卸 形 AC .CB 是 有 理 的 ， 
于 是 MF' 也 是 有 理 的 . 
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交 它 是 作 在 右 理 线段 ML 上 ; 
所 以 WG 出 是 有 埋 的 日 与 有 ,好 DE ,是 长 度 串 公 度 的 ; (%.20] 


所 以 PW 与 MG 是 长 度 不 可 公 度 的 . "区.13] 
六 它们 是 有 埋 的 ; 

所 以 DM ,MG 是 位 直上 可 公 朗 的 有 埋 线段 ; 

于 是 DG 四 一 项 线 . TX.36] 


其 次 可 证 明 DG 也 是 -- 个 第 二 三 项 线 . 
因为 ,由 于 AC,GB 上 于 方形 的 和 大 于 二 信和 的 第 形 AC .CB， 
于 是 DL 也 大 于 HE, 从 而 DM 出 大 于 MG. [Wi.1] 
及 ,由 于 AC 上 下 方形 与 GB 上 正方 形 是 可 公 度 的 ,与 王 也 
是 可 公 庶 的 ， 
因此 DE 与 KW 也 是 可 公 度 的 . [VI.1,X.11] 
又 算 开 DK ,KM 等 .FWN Ti 方形， 
所 以 五 W 上 上 目 方 形 此 HG 正方形 太 - -个 与 DW 址 可 公 度 的 线段 上 的 


正方 形 . [X.17) 
区 WG 与 DE 是 长 认可 公 度 的 . 
所 以 DG 十-- 个 第 二 项 线 . [%. 定 义 .21 
证 完 
芒 g 为 人 到 线段 ,局 p+ 拉 p) 是 - -个 第 双 员 项 线 1x.37], 
-] 于 1 
求证 人 20 名 站 是 -个 第 一 -项 线 ， 
他 
本 Eo a. - 
因为 a Pl = R(t +2k]. (1) 


了 


开间 + 和 与 二 .2 天 是 反正 方 可 公主 的 有 埋 斌 段 ， 


好 好 


隐 见 忠 得 证 晤 了 了 


国府 它们 的 和 是 三 二 钱 ; 上 直流 可 让 明 (1) 中 的 黄 部 分 以 碟 og 适合 针 . 定 光 和 内 2 的 
茶 件 ,本 而 它 也 是 忽 一 一 项 线 ， 


三 欧 儿 蛙 得 : 儿 何 诛 汪 


命题 62 ) 


如 果 对 一 个 有 理 线段 贴 合 一 矩形 与 一 个 第 二 双 中 项 线 上 
的 正方 形 相等 , 则 所 产生 的 宽 是 第 三 二 项 线 . 
没 AB 是 -个 第 二 双 中 项 线 ,点 C 分 


p G AB 为 两 级 ,4C 是 太 段 , 全 设 DE 为 有 有 者 
线段 ,在 DE 上 巾 合 年 形 DF 等 于 A4B 上 芍 
Fp 正方 形 , 产 生出 的 DG 作为 宽 . 


HL GO 则 可 证 DG 是 -个 第 三 二 项 线 . 
4 € 8 按照 前 面 同样 的 作 图 . 
十 是 ,由 于 AB 是 分 村 点 0 的 第 二 双 
中 项 线 ， 
所 以 AC ,CB 是 仪 正方 可 公 度 的 二 路 项 线 ， 
胖 它 们 所 包含 的 第 形 是 中 项 面 ， “KX.38] 
于 是 AC, OB 上 正方 形 的 和 也 是 中 刺 面 . ix.15 和 23, 推 论 ] 


而 , 它 等 于 DDL; 所 以 DE 志 中 项 而 . 
又 它 是 作 在 有 理 线段 DE 上 上， 
所 以 MD 也 是 有 理 的 , 目 与 DE 是 长 度 不 可 公 度 的 . “XX.22] 
同 理 ,MG 也是 有 理 的 ,用 与 IE, 芭 与 DE ,是 长 度 不 可 公 度 的 ; 
所 以 线段 DM ,MG 的 每 个 是 有 建 的 ,日 与 DE 是 氏 度 不 可 公 度 的 . 
又 ,由 于 AC 与 CB 是 长 度 不 是 公 度 的 ， 
H. ACE GB | 同 AC 上 正方 形 比 畦 形 AC GB， 


所 以 46C 王 下 方形 与 矩形 4C ,GB 也 是 不 可 公 上 拱 的 ， “xX.11] 
因此 AC ,CB 上 下 方形 的 和 与 二 信和 的 知 撒 AC OB 是 不 可 公 度 的 ， 
-XxX.12,13] 
也 就 是 ,DL 与 MF 是 不 可 公 谋 的 ， 
因此 DN 与 MG 也 是 不 可 公 虚 的 . [VI.1,X.11] 
而 ,它们 是 有 理 的 ; 
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第 X 蔡甸 


所 以 DG 是 二 项 线 . 

其 次 可 证 明 它 也 是 第 二 一 项 线 . 

在 此 ,类 似 前 述 ,我 们 可 以 断定 DM 大 上 MG ， 
上 县 DE 5 KM 是 可 公 度 的 . 

又 ,年 形 DK、KM 等 十 MN 上 和 正方形 ; 
所 以 DM 上 正方 形 比 MG 上 正方形 大 一 个 与 EM 是 可 公 度 的 线段 上 的 
正方 形 . 

而 且 线 段 DM ,MG 的 每 个 与 DE 都 不 是 长 度 可 公 度 的 

所 以 DG 是 -个 第 革 二 项 线 . [xX 定义 01.3] 

1 证 完 


人 1 
入 = 为 有 埋 线 段 , 有 和 和 二 本 是 - -个 第 二 双 中 项 线 [X.381, 


求 (sore) 是 个 第 一 一 项 线 ， 
Eb] 
L | Aip 2 让 寺 + 六 
:| ， K+ 个 一 | 二 交 “| l 
内 为 (Pt 他) = 人 {入 (0 


欧 几 里 得 证 明 站 生生 半生 与 382 是 仅 贞 广 站 公 度 的 有 奸 线 段 ,因而 它们 的 


和 是 一 项 线 ; 过 这 明了 (四 的 两 部 4 分 以 及 有 昔 钱 段 . 适 合共 . 定 忠 1.3 的 条 件 ,内 而 
安 还 基 第 二 . -十 线 


命题 63 ) 


如 果 对 一 个 有 理 线 段 上 贴 合 一 矩形 与 一 个 主线 上 的 正方 
形 相 等 , 则 所 产生 的 宽 是 第 四 二 项 线 . 

设 49 足 :个 主线 ,点 0 分 AB 为 它 的 两 段 ,4C 太 于 人 ( 忆 , 又 设 
DE 是 -个 有 星 线 段 ,在 DE 上 上 贴 台 一 和 窍 形 产 等 于 AB 上 上 正方形, 产 
生出 的 DG 作为 宽 . 

则 吕 证 DG 是 第 四 二 项 线 . 

dll 


增 喷 几时 得: 玫 何 原本 


站 KM AN 按照 而 面 辐 样 的 作 图 . , | 
于 是 ,由 于 AB 是 分 于 点 C 的 一 个 证 
i 网 所 以 AC, OB 是 正方 不 可 公 度 的 了 两 线 
[a 三 各 ,月 它们 上 上 正 产 开 的 和 是 有 坦 的 ,而 出 
c 它们 所 包 人 舍 的 搜 形 是 中 项 画 . .%.39] 
4 B 出 村 这 时 4C, GB 上 王 方 拒 的 和 是 和 
理 的 ， 
所 以 DL 是 有 埋 的 ; 
所 以 DW 岂 是 有 时 的 旦 与 2 是 长 度 可 公 度 的 . [XxX.20] 


又 ， 出 于 一 借 的 第 形 4C .CCB , 即 WP 是 中 项 面 ， 
是 凸 合 于 有 理 线 段 ML 三 的 ， 


所 MG 也 是 有 理 的 日 与 了 8 是 长 度 不 可 公 讼 的 ， [%.22] 

所 以 DM 与 MG 是 长 度 不 可 公 度 的 . [XxX.13, 
所 以 DM ,MG 足 仅 下 方 可 公 度 的 丰 理 线段 . 

四 此 DG 是 二 项 线 . [XX.36] 


其 次 可 证 明 PG 也 是 一 个 第 四 一 项 线 . 

类 似 前 血 的 方法 ,我 们 能 够 证 明 DM 大 于 MG ,有 定形 DK .KM 等 
于 AN 上 小 方形 . 

由 于 ,这 时 4C 上 下 方形 与 CB 下 正方 形 是 不 可 公 度 的 ， 
所 以 DH 与 谍 也 是 不 可 公 度 的 ， 
因此 DK 与 KM 也 是 不 可 公 度 的 . [¥1.1,X.11] 

但 续 , 如 泉 有 两 个 不 相等 的 线段 , 且 在 太 绕 段 昨 合 一 缺少 一 个 开 方 
形 用 等 于 小 线段 上 正方 形 的 中 分 之 - :的 第 形 , 旦 它 分 它 为 不 可 会 度 的 
两 部 分 ， 
则 天 线段 上 上 正方形 比 小 线段 二 正方形 大 一 个 与 大 线段 不 可 会 度 的 线段 
上 的 正方 形 ; [X.18] 
所 以 DM 上 正方 形 比 WG 上 正方 形 大 一 个 与 DM 是 不 可 公 度 的 线段 F 
的 正方 拒 . 

又 DM ,MG 是 公正 方 可 公 度 的 两 有 理 线段 ， 
而 BM 与 所 给 定 的 有 至 线段 5 足 可 公 度 的 . 

二 下 了 


第 省 名 


有 以 DG 是 :个 第 四 一 项 线 . [证 当班-4] 
证 完 
: 天 PA 
着 为 有 于 线段 ,二 4- 
” J 14+ 8 vv 二 
: 一 一 ， CO 一 ，2 
a- lie i 下 四 在 
是 一 个 主线 .X91 Hh 一 -一 + 一 1- 一 一 ) 
< 本 让 GAN w+ 11+ 


四 -个 第 四 二 珊 线 ， 


因为 ! {1+ 2 小 


oY w+ 2 江干 
= [Lt -一 ] 【1 
5 + 大 
防 儿 时 得 证 明 也 与 一 襄 臣 仅 正 方 可 公 朗 的 有 理 线 段 ,办 向 它们 的 和 
可 十 站 


二 一 项 线 ; 还 让 明 了 的 丙 部 分 以 疏 有 有理 线 段 e 通 台 和 . 定 交 1.4 的 条 件 , 因 而 它 
还 昨 第 四 -项 线 . 


命题 64 ) 


如 采 对 一 个 有 理 线段 贴 会 一 给 形 与 一 个 有 理 面 中 项 面 和 
的 边 上 的 正方 形 相 等 , 则 所 产生 的 窝 是 第 五 二 项 线 ， 

p KM NG 迹 AB 是 一 个 有 理 面 中 项 面 科 的 边 ， 

点 局 分 4B 为 它 的 两 段 , AC 大 于 CB ,XX 

这 DE 是 一 个 有 理 线 段 ,在 DE 二 贴 合 定 


E Hi oF 形 DF 等 于 4B 十 下 方形 ,产生 出 的 DG 
4 C Bp 并. 交代 . 


则 可 证 DG 是 - -个 第 并 二 时 线 . 
按照 前 而 闻 样 的 件 医 |. 
于 是 ,由 于 4B 是 分 于 人 点 的 中 项 有 理 耐 的 过 ,所 忆 AC ,CB 是 于 
方形 不 可 公 度 的 两 线段 ,它们 了 上 上 正六 有 形 的 和 是 咎 项 面 ,但 中 由 它们 人 售 
的 算 形 是 有 理 的 . XX.40] 
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各 虚 儿 由 和 于 打上 后 本 


这 时 ,由 于 AAC,CB 上 下方 形 的 和 是 中 项 向 ,所 以 DL 是 中 项 面 ， 


所 以 DM 是 有 理 的 日 与 DE 是 长 度 不 吕 公 度 的 ， [X.22] 
区 ;由于 一 倍 的 许 形 4C ,CB, 即 1. 是 有 理 的 . 

所 训 WEG 是 有 理 的 十 与 DE 可 公 度 . [X.20] 
于 三 DY 与 MG 是 不 可 公 庆 的 . [X.13] 

所 以 DM ,MG 是 仪 中 站 可 公 丢 的 两 有理 线段 ，; 

因此 DG 是 一 项 线 . [XX.36] 


其 次 可 证 明和 它 也 是 一 个 第 五 二 项 线 . 

上 沁 为 类 似 地 能 铝 证 明和 此 形 DK .KM 等 于 MN 上 止 方形 ,于 DK 与 
KM 足 氏 度 不 可 公 度 的 ， 
所 以 DM 上 正方 堪 比 HG FI 上 方形 太一 个 与 DM 足 不 可 公 度 的 线段 上 
的 正 方形. [X.18] 

而 DM ,MG 是 仅 正 六 相公 度 的 ,日 小 线段 WG 与 DE 是 长 度 可 公 
度 的 . 

所 以 De 是 一 个 第 三 二 项 线 . -XXX, 定 尺 末 .5] 

证 完 


若 a 为 有 理 线 段 , 一 一 人 一 一 ww 1+ 和 + 下 
vy DFE + A) 


+ 一 一 和 一 VTY 忆 一直 是 一 个 中 需 有 地 而 的 边 . 求 证 
v 21 + 好》 
二 (YY + ry 人 tk 一 天 
二 DC++ 有) 
一 个 第 妆 一 项 线 . 
1 A 一 一 一 p 7 2 
1 + ’ 1+ 上 + 站 + lt 
内 为 二 war ? “281T 下 天 2 
A 1 1. ) 
le 全 
网 几 里 得 证 明了 一 全 41j 足 仅 机 方 可 公 度 的 有 再 线 段 , 因 市 它们 


ry + ke) jz Kk:) 
的 和 是 一 硕 线 ; 记 迹 且 玫 (0 的 隔 部 分 以 及 有 理 线 段 g 适合 义 . 定 关 二 .5 和 的 条 件 , 轩 
而 它 述 址 第 五 一 项 线 ， 
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命题 65 ) 


如 果 对 一 个 有 理 线 段 贴 合 一 算 形 与 一 个 两 中 项 而 和 的 过 
上 的 正方 形 相等 , 则 所 产生 的 宽 是 第 六 二 项 线 ， 
设 4B 是 .个 两 中 项 面 和 的 边 ,点 C 
» KM N J 分 4B 为 两 段 , 义 没 DE 起 有 理 线段 , 串 在 
DE 上 贴 全 和 矩 形 DF 等 于 4B 上 上 正方形 , 产 
生出 的 DG 作为 宽 . 


E HL Go * 岂可 证 DG 是 第 六 二 项 线 . 
4 Cp 按照 前 面 同样 的 作 图 . 


于 是 ,由 于 AB 是 分 于 点 局 的 两 中 项 

面 和 的 这, 所 以 AC, CB 丰 下 方形 水 可 公 

度 的 了 尘 线段 ,它们 上 正方 形 的 和 是 中 项 褒 , 由 它们 包含 的 短 形 量 中 卉 
而 用 更 有 管 们 二 正方 形 的 和 与 以 它们 包 音 的 条 形 是 不 订 会 度 的 ， 
[XK.41] 


因此 , 依 昭 以 前 的 证 明 , 两 第 形 LL ,MF 者 是 中 韦 贸 . 
又 它们 是 贴 合 有 理 线 段 DE 上 的 ， 
所 以 每 -个 线 册 DN ,WG 是 有 理 的 日 与 DE 是 长 度 不 可 会 虚 的 ， 
[XX .22] 
又 ,出 于 4AC,CB 上 正方形 的 和 与 一 倍 的 矩形 4AC .CB 是 不 可 公 度 
的 ;所 以 DL 与 MF' 是 不 可 公 度 的 . 


因而 DM 与 MG 也 是 不 而 公 度 的 ，; [V1.1T,X.11] 
所 以 DM MG 是 公正 方 可 公 接 的 两 有 理 线 段 ; 
因此 DG 是 一 项 线 . ‘XxX.36] 


其 次 可 证 明 它 也是 -个 第 六 二 项 线 . 
类 似 上 地 ,我 们 又 能 让 明知 形 DE ,R04 等 NN 上 下 方形 ,HDE 与 
KM 是 长 度 相 可 公 度 的 . 
问 理 , DM 上 正方 形 比 MG 上 正方 形 太 一 个 与 DM 是 长 度 不 可 公 
二 下 5 


各 区 儿 电 社 : 几 何 晨 本 


度 的 线段 上 的 止 方 撒 . 
又 线段 DH ,WMG 两 首 与 所 给 定 的 有 理 线 段 DE 部 不 趾 长 度 可 公 度 


的 . 
所 以 DG 是 一 个 弟 信 一 项 线 . XX. 是 交 TI.6] 
证 完 
Tp 1 
下 = 为 肌理 线 身 ， 人 lt = + 
42 ||+ "2% 11+ 
既 个 两 中 面 和 的 过 , 求 让 
1 ( 呈 站 2 i ) 
TY w+ NN 二 


足 一 个 第 六 - 甘 线 . 


1 ，- 1 :2 
Ti 1 A4 点 
[ 末 为 ( + + 1- ) 
os \ v2%Y v lrk 2 ww I+ 
237 了 
=? (+ 让 (1) 
Ss vw] 
网 儿 电 得 证 明了 了 妆 与 全 是 人 下方 可 公 度 的 有 理 线 医 ， 
百叶 十 


上 纺 而- 的 和 中 一 项 线 , 环 所 妆 的 两 闻 分 以 虑 有 理 线段 a 送 合 %. 守 关 [1.6 
的 共和 件 .因而 它 壕 是 饶 六 一 项 线 . 


靖 题 66 


与 一 个 二 项 线 是 长 度 可 公 度 的 线 投 本 身 也 是 二 项 线 , 且 


是 同 级 的 . 
迹 AB 是 一 个 二 项 线 , A CD 与 
4 E B 45 是 长 度 可 公 度 的 . 
F p 则 可 证 CD 是 一 项 线 晶 与 4B 是 
同 级 的 ， 
因为 ,由 于 AB 是 一 个 二 项 线 , 设 在 点 百 分 45B 为 它 的 两 段 ,日 AE 
是 大 上段 


第 六 者 


于 是 AEF,EB 是 仪 正 方 可 公 度 的 陆 有 埋 线 段 ， [ x .36| 
作 引 比例 ,4B EE CD 如 AE 比 GCF， LV1.12] 

所 以 也 在 , 余 基 BB 比 余 呈 了 如 同 4 [CD. .19] 
但 是 28 与 CD 是 长 度 串 公 座 的 ， 

所 以 也 有 AEB 与 CF, EB 与 FD 也 都 是 长 度 可 公 度 的 . [X.11 
而 AE ,EB 是 月 埋 的 ,所 以 CPP ED 也 是 有 理 的 . 
x AE EOF WH EB LE FD. [¥.11] 
所 以 由 刚 比 ,AB Fk 8B 如 四 CF EE FD. [¥.16] 
但 是 AE ,EB 是 仅 正 方 可 会 度 的 ， 

所 以 CRP, 也 是 仪 正方 可 公 度 的 . [X11| 
区 它们 是 有 至 的 ,所 以 CD 是 二 项 线 . i X36] 


上 其 次 可 证 明 它 与 AB 是 同 级 的 ， 

国 为 4 到 上 正方 形 比 EB 上 正方 形 大 -个 与 4 或 者 是 可 公 度 的 
或 者 是 不 可 会 度 的 线段 上 的 正方 形 . 

如 果 ,这 由 | 4 吾 寺 正方 形 比 各 上 正方 搓 大 -个 与 BE 是 可 公 虚 的 
线段 上 的 下 方形. 

加 CF 工 止 方 据 也 将 比 FB 上 下 方形 天 一 个 与 5 也 是 可 公 庶 的 


线段 上 的 止 上 方形， [X.14] 
又 如 果 AE 与 给 定 的 有 理 线 段 是 可 公 度 的 ,那么 CF 与 给 定 的 有 
理 线 段 馆 是 可 公 度 的 . [ X.12] 
因此 线段 4B, CD 缘 为 第 -二 项 线 , 即 它们 足 回 线 的 ， 
[ 半 . 定 多 JI.1] 
但 是 ,如 果 EB 与 给 定 的 有 直线 段 是 可 公 度 的 , 则 DPD 与 给 定 的 有 有 
理 线 段 也 是 可 会 度 的 ， iX.12] 
因此 CD 二 4B 是 同 级 的 ， 
它们 都 尾 第 二 一 项 线 . LX. 窟 省 .2] 


但 是 ,如 果 线 段 AE ,EB 的 每 -个 与 所 设 有 理 线 段 都 不 是 可 公 度 
的 , 则 线段 CF .FD 得 一 个 与 所 设 有 建 线段 出 是 不 可 公 谋 的 ， 
[X.13] 
由 此 AB ,CD 都 是 第 二 二 项 线 ， [X. 定 广 开 .3] 
417 


竹 欧 几乎 得 :几何 原本 
但 十, 如 果 4P 上 正方 形 比 FEB 上 上 中 方形 太一 个 与 45 是 不 可 公 度 
的 线段 二 的 正方 形 ， 
刚 CF 二 正方 形 比 ED 上 正方 形 也 天 一 个 与 CPP 是 不 可 公 度 的 线段 上 
的 正方 撒 . [X.14] 

又 ,如 果 AE 与 所 设 有 埋 线 段 是 可 公 度 的 ， 
那么 OF 与 所 设 有 理 线 段 出 是 可 公 度 的 ， 


因而 4B ,CD 都 是 第 四 一 坏 线 . [X. 定 义 [1.41 
得 是 ,如 时 5 与 所 设 有 理 线段 是 可 公 度 的 ,那么 到 也 是 如 此 ， 
从 而 两 线段 AB, CD 部 在 第 五 二 项 线 . [XxX. 定 着.5] 


因此 与 一 十 线 是 长 度 可 公 度 的 线段 是 问 级 的 二 项 线 . 
证 完 


命题 人 7 ) 


与 一 个 双 中 项 线 是 长 度 可 公 度 的 线段 本 身 也 是 双 中 项 
线 , 且 是 同 级 的 . 

说 AB 是 双 中 基线 ,又 OD 与 AB 是 长 度 4 EE hp 
uf 公 度 的 . c Fy 

则 可 证 CD 是 双 中 请 线 , 量 与 4B 是 同 级 


的 |. 
国 为 ,出 AB 是 双 中 项 线 , 没 它 企 点 百 攻 分 为 亡 的 目 个 中 项 线 ， 

所 以 4E ,EB 是 公正 方 可 会 度 的 两 中 奈 线 . [和 .37 ,38 
作出 比例 ,使 得 28 比 CD 如 同 AE 比 CF'; 

所 以 也 有 余天 EB 比 余 其 FD 如 四 AB 比 CD. [¥.19] 
但 号 AB 与 CD 是 长 度 直 会 度 的 ， 

所 以 AFE, BB 分 别 与 CF, FD 是 可 公 度 的 ， iX.11] 
但 是 4 ,EB 是 路 项 线 ， 

所 以 CF ,FD 也 是 中 项 线 . [X23| 
及 因为 ,AE 比 EB 如同 CF 上 比 FD， [W.11] 
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而 AE, EB 是 促 让 并 可 会 度 的 ， 
那么 CF ,FD 也 是 低 止 可 会 度 的 . [X.tll 
相 是 ,已 证 明了 它们 是 中 项 线 ; 
所 以 OD 是 双 中 项 线 . 
其 次 可 和 证 它 与 4 也 同 足 级 的 . 
因为 ,AF 比 EB 如 同 CF EFD. 
所 以 也 有 ,AE 上 正方 形 比 昨 形 全 .EB 如 同 GF 上 下 方形 比 秆 形 CF AD; 
出 更 比 ;, 有 4 如 上 出 方形 比 CG 上 止 方形 刘 同 抽 撒 4.EB 比 俱 形 CF、 
ED. fy.16] 
但 是 4E 二 正方 形 与 GF 上 正章 形 是 可 公 度 的 ， 
所 以 矩形 AE .EB 与 矩 拒 CF .FD 也 是 可 公 讼 的 . 
姐 果 种 形 AE .EB 是 有 理 的 ， 
则 短 形 GCF、FD 也 是 有 理 的 ， 


因此 ,CD 与 45 各 是 一 个 第 一 双 中 项 线 ， [X.37] 
但 居 , 如果 知 形 AB .EB 是 中 项 面 ， 
则 矩形 GCF、FD 也 是 中 项 面 . [X.23, 推 论 ] 
因此 4 ,CD 都 是 第 二 双 中 项 线 . {xX.38] 
由 于 这 个 理由 ,CD 与 24B 是 同 级 的 效 中 坏 线 . 
证 完 
命 亚 辐 ) 
与 一 主线 可 心 度 的 线段 本 身 也 是 主线 ， 
证 AB 是 一 个 主线 ,又 (与 4 是 可 公 度 的 . 
则 可 证 CD 足 主 线 . 4 1C 
设 AB 在 点 豆 分 为 它 的 山 段 ， F 
所 以 AFF, EB 是 下方 不 可 公 度 的 随 线 段 ,而 它们 上 上 正 方形 E lp 
之 积 旦 在 理 的 ,但 是 出 它 人 所 包含 的 托 形 是 中 项 面 . 8 


[XX.39] 
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者 防 氏 再 往 :J 儿 何 吕 本 


按照 前 面 同样 的 作 图 . 
是 ;内 为 AB 比 CD 好 辐 AE 比 CGF, 是 如 间 EB 【此 FD， 
所 以 也 有 ,AB FGF 如同 EB [FD. [¥.11] 
但 是 AB 与 CD 是 可 公 度 的 ， 
所 以 AE ,EB 分 别 与 CF, FD 也 是 可 公 度 的 . [X.11] 
中 AE EE CF WI EB 比 FD, 
由 更 比 , 有 4 比 6 如 辐 CF 比 FD， VW¥.16] 
由 合 比 ,有 有 4B LBE 加 CD FD， iV.18] 
所 以 也有 , 3B 上 止 方形 IE BE 下 正方 形 如 同 CD 上 正方 形 比 DF 上 下 
方形 . ' V1.20] 


类 似 地 ,能够 让 明 , AB 上 正方 形 此 4 上 正方 形 也 如同 如 上 IF 
方形 比 CF 上 正方 形 . 
所以 也有 ,4 召 上 正方 形 比 4 下 ,58B 二 让 方形 的 和 好 问 CD 上 正方 
形 比 CF, FD 上 正方 形 的 和 ， 
由 更 比 , 广 4 上 止 方 撕 比 GDP 下 下 方形 加 | 同 AB,EB 上 正方 形 的 和 上 比 
OCF, FD 上 正方 形 的 和 . _V.16] 
但 是 AB 上 证 方形 与 CD 上 正方 形 基 可 公 度 的 ， 
A ,EB 上 正方 形 的 和 与 CF, FD 上 和 方形 的 和 也 是 可 公 度 的 . 
区 35 上 下 方形 的 和 是 有 理 的 ， [XX.39] 
所 以 CCF, FD 上 正方 形 的 和 是 有 理 的 ， 
类 僻 地 ,也 有 二 信 的 算 形 4 再 .5 与 瑟 倍 的 知 形 CPP ,FD 足 可 公 度 
的 . 
又 一 倍 的 矩形 AE ,EB 是 中 项 面 ， 
所 以 一 倍 的 第 形 CF ,FD 也 是 小 项 面 . [X.23, 推 论 ] 
有 CF, FD 让 正方 形 水 串 公 度 的 两 线段 ,同时 ,它们 上 正方 形 的 
和 基 有 理 的 ,由 它们 和 包 售 移 距 撒 是 小 项 面 ; 
所 以 丈 体 是 称 为 主线 的 无 理 线 段 . [|X%.39| 
所 以 与 主线 可 公 度 的 线段 是 主线 . 


证 完 
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命题 69 ) 


与 一 有 有理 面 中 项 面 和 的 这 可 公 度 的 线段 也 是 有 理 面 中 项 
面 和 的 边 . 

设 AB 是 有 霸 面 中 项 面 和 的 边 , 又 CD 与 4B 可 公 度 . 

则 可 证 CD 也 足 有 理 面 中 项 而 和 的 边 . 


AIC 


所 以 AE, EB 是 正方 堪 不 可 公 度 的 线段 ， 
日 它们 上 正方 形 的 和 大 中 项 面 ， 
但 是 由 它们 所 包含 的 矩形 是 有 理 面 ， [X.40] 
按照 前 面 间 样 的 作 攻 . 
能 够 糯 似 地 让 明 CF, FD 是 正方 不 可 公 度 的 . 
日 AE, EB 下 目 方 形 的 利 与 6 到 开 止 方 撕 的 利 是 可 公 度 的 ， 
又 第 形 AE .EB 与 矩形 CF ,AD 足 可 公 度 的 . 
所 以 CE. FD 上 I 下 广 形 的 和 也 是 中 项 而 ， 
以 及 妹 形 CF .FD 足 有 埋 的 . 
所 以 CD 是 一 个 有 埋 { 向 中 项 向 和 的 边 . 


五 
E iD 
8 


命题 70: ) 


与 一 两 中 项 面 和 的 边 可 公 度 的 线段 也 是 两 中 项 面 和 的 边 ， 
设 4B 是 黄 中 项 身 和 和 的 边 ,HH CD 与 4 是 可 公 度 的 . 
则 叮 证 CD 也 是 一 个 两 中 项 面 和 的 边 ， 
因为 ,由 于 4 是 两 中 项 而 和 的 边 , 设 它 在 点 吾 分 为 它 的 由 段 ， 
所 以 4 ,下 B 足 正方 不 可 公 度 的 两 线段 ， 
皇 它 们 上 正方 形 的 和 是 中 项 面 ,由 它们 所 包 舍 的 矩形 是 中 项 面 ， 
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三 欧 儿 咎 得 : 岂 何 碑林 


而 丹 4 玫 , 吾 在 上 正方 形 的 和 与 掉 形 AE .EB 是 不 可 会 度 的 . 


.X41 | 
按照 前 面 同样 的 作 图 . 
可 以 类 似 地 能 够 证 明 CE, FD 也 中 正方 不 可 公 


度 的 , 面 AEB, BB 上 下 方形 的 和 与 CE, FD 上 上 正方形 
的 和 是 可 公 度 吃 ， 


F 
Elp 
.和 形 AE .EB 与 全 撒 OCF、FD 是 村 公 度 的 ， 


于 是 CF, FD 上 方形 的 和 及 算 形 CF .FD 都 是 中 项 
面 . 


此 外 CF, FD 上 正方 形 的 和 与 第 上 形 CF .FD 是 不 条 公 度 的 . 
所 以 CD 是 一 个 两 中 项 面 和 的 边 . 


入 
绰 


命题 34 


如 果 一 有 理 面 和 一 中 项 面相 加 , 则 可 产 生 四 个 无 理 钱 段 ， 


即 一 个 二 项 线 或 者 一 个 第 一 双 中 项 线 或 者 一 个 主线 或 者 一 个 
有 理 面 中 项 面 和 的 边 ， 


| 
~ 并 


设 AB 足 有 理 面 .CP 是 中 项 面 . 


则 PE 4D 面 的 " 边 " 是 一 个 二 项 线 或 省 中 第 - 双 由 项 线 或 者 在 一 
个 主线 或 者 下 一 个 有 理 面 中 项 面 和 的 边 . 
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因为 28 大 于 或 小 于 OD. 
首先 , 没 AB 大 于 CCD. 
给 定 一 个 有 雪线 段 EE, 让 BF 上 巾 合 一 个 馆 形 BG 等 于 AB, 产 牛 
出 作为 充 的 EH ; 
又 在 EF 上 贴 合 一 个 算 形 HI 等 于 有 0, 产生 出 作为 宽 的 HK. 
这 时 ,由 于 AB 是 看 理 面 , 且 等 于 EG， 
所 以 EGG 也 旺 有 理 而 . 
区 它 是 贿 合 上 上 的 ,产生 出 作为 宽 的 EEE， 
所 以 EH 是 有 理 的 ,出 与 EF 是 长 度 可 公 度 的 . -xX .20] 
又 六 为 CD 是 中 项 面 , 且 等 林 UH， 
所 以 Hf 也 是 中 贰 面 ， 
又 它 是 贴 合 在 有 理 线段 EE 上 ,产生 出 作为 宽 的 HK:; 


所 以 HK 屋 有 埋 的 ,月 与 EF 是 长 度 不 可 公 度 的 . 「X.22] 
及 由 于 ,CD 是 中 项 面 ,而 4 如 是 有 理 面 . 所 以 AB 与 (9 起 不 可 会 
度 的 ， 


于 是 EG 与 下 也 是 不 可 公 度 的 - 
但 是 ,EG 比如 问 EH 比 HK: 
BB EH HK 也 是 长 度 不 是 公 度 的 . | .111 
又 二 .者 都 是 有 理 的 ; 
所 以 EH ,HK 是 公正 方 可 公 度 的 由 有 旦 线段 ， 
所 以 EK 是 一 个 被 分 于 点 如 的 一 项 线 ， [XX.36] 
又 由 于 AB 大 于 CD,W 4B 等 于 BG ,CD 等 于 H， 
所 议 EG 也 大 于 ;所 以 EB 也 太 于 HK. 
于 是 EH 上 正方 形 比 HK 上 由 方形 太一 个 与 BI 或 是 长 此 可 公 度 
的 或 首 硅 不 可 公 度 的 线段 上 的 正方 形 . 
首先 谎 E88 上 中 方形 比 HE 上 自 方 撒 太 一 个 与 EH 是 长 虐 可 公 度 
的 线段 上 的 正方 形 . 
更 从 因为 大 线段 HE 与 给 定 有 珊 线 段 &F 让 长 度 可 公 度 的 ， 
所 以 EK 芷 一 个 第 一 一 项 线 ， [X, 定 六 JI 
但 百 上 证 有理 的 ; 
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乔 深 呈 生 入 -几何 这 本 


久 如 时 由 一 个 有 埋 线 段 与 第 一 二 项 线 包 含 -- 个 引 形 面 , 则 此 向 的 “ 边 ” 
正二 硕 线 . Tx.54] 
所 以 下 的 " 近 " 是 一 项 线 ,因此 AD 的 * 边 "也 是 二 项 线 . 
其 次 , 设 BT 上 止 方 拒 比 有 上 下 方形 天 一 个 与 开本 十 不 可 会 度 
的 线段 上 的 让 方形 ， 
内 为 兵 线 段 BH 与 给 出 的 有 妇 线 段 EF 是 长度 可 公 度 的 ， 
所 以 EK 是 --- 个 第 由 二 项 线 ， 0. 定 儿 二 .41 
得 是 五 已 是 有 埋 的 ， 
区 如 吕 肯 有 十 线段 和 第 四 一 项 线 包 会 一 个 抽 形 面 , 则 此 面 的 “ 边 "是 称 
为 主线 的 无 理 线段 ， [其 .57， 
所 以 而 FT 的 “ 边 "是 主线 ， 
因此 和 而 45 的 " 边 "也 是 十 线 . 
其 次 , 设 AB 小 于 OD: 
从 而 EG 也 小 于 天 ,于 是 EH 也 小 于 HK. 
现在 HKE 上 正方 形 比 EH 上 古方 形 太 -个 与 HE 或 是 可 公 度 的 或 
时 不 可 公 度 的 线段 上 的 止 方 形 . 
首先 , 语 IK 上 吴广 形 比 BH 上 下 方形 大 一 个 与 HK 是 长 度 可 公 
度 的 线段 上 的 正方 形 . 
现在 小 线段 EH 与 给 出 的 有 环线 段 EF 是 长 度 可 公 庶 的; 
所 以 EK 是 一 个 第 .二 十 线 . .定义 11.2| 
但 基 EF 是 有 塌 的 ， 
又 如 果 由 有理 线 段 和 第 一 二 项 线 包 舍 - -个 矩形 面 ， 
则 此 面 的 " 边 是 - :个 第 一 盘 中 项 线 ， [xX.551 
所 以 曾 盏 的 "过 "是 -个 第 - -台中 项 线 . 
于 是 而 4D 的 "和 边 " 也 是 个 第 -一双 中 项 线 ， 
其 次 , 设 HK 上 于 方 形 比 HE 上 正方形 大 一 个 与 BE 是 不 下 公 度 
的 纵 自 上 的 正方 肛 . 
现在 小 线段 EF 与 给 绸 的 有 理 线 段 三 是 可 公 度 的 : 
所 以 EK 三 一 个 第 五 “项 线 . [X., 冠 六 王 .5] 
但 是 EF 是 有 理 的 ; 
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半 姐 果 由 有 夷 线段 和 第 二 二 项 线 包 会 一 个 短 形 摧 , 则 此 亩 的 ? 边 ” 居 - 
个 有 者 面 中 项 面 和 的 边 ， [X.5] 

所 以 面 FT 的 “过 "上 大 - :个 有 理 南 中 项 而 和 的 过 ,于 是 面 AD 的 
* 罗 "也 是 有 腊 身 中 项 首 和 的 边 . 

以 上 就 是 本命 是 所 此 证 的 . 


也 
省 


命题 72 ) 


若 把 两 个 彼此 不 可 公 度 的 中 项 面相 加 , 则 可 产生 两 个 无 
理 线段 , 即 或 者 是 一 个 第 二 双 中 项 线 或 者 是 一 个 两 中 项 面 和 


的 大， 
4 
E F 
| ee 
5 D 二 于 


为 此 , 设 彼 此 不 可 公 度 的 两 中 项 画 AB 与 CD 机 可 . 

则 可 证 面 AD 的 * 边 "或 者 是 个 第 二 又 中 项 线 或 者 是 一 个 此 中 项 
面 和 的 廊 . 

因为 4B 大 丁 或 者 小 CD. 

首先 , 进 4B 大 本 CD 

给 出 右 理 线段 EF, 直 在 EF 上 熙 合 一 个 全 上 形 EG 等 于 4 ,产生 出 
作为 宽 的 EH,H 算 形 再 等 于 CD, 产 咎 出 作为 宽 的 HK. 

现在 ,由于 向 3B,CD 部 是 中 堪 面 ， 
所 世人 EG .HI 由 部 其中 项 面 . 

日 它们 者 是 贴 合 于 有 理 线 段 形 工 的 第 形 , 产 牛 出 作为 宽 的 EH， 
HK. 
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和 三 吹 儿 出 得 :几何 电 本 


所 以 线段 本 FF HE 的 得 一 个 是 有 肆 的 ,H.! EF 呈 长 度 不 可 公 丢 的 ， 
[%.22] 
又 国 为 4B 与 CD 不 可 公 度 , 旦 48B 等 于 BG, CD 等 |， 
所 以 EG 与 天 也 是 不 可 公 度 的 . 


但 是 ,EG EE HI Ui EH tb HE: [WI.1] 
所 网 EB 与 HK 是 长 度 不 可 会 度 的 . [x,.H] 
[是 本, 瑟 久 和 证 促 正方 可 公 庶 的 两 有 理 线段 ; 
所 以 EK 是 一 项 线 . [X.36] 


但 是 ,EH 上 下 方形 比 BHK 上 上 庄 广 形 太一 个 与 EB 或 者 是 叶 公 度 的 
或 者 是 不 可 会 度 的 线段 上 的 正方 形 . 

首先 , 设 EH 下 止 方形 比 五 区 上 正方 彤 人 - -个 与 了 是 长 度 可 公 
度 的 线段 上 的 正方 形 . 

现在 线段 ,HK 的 每 一 个 与 所 缩 由 的 有 埋 线 段 吾 忆 是 长 虐 不 可 
公 度 的 ， 


所 以 EK 是 一 个 第 一 二 项 线 . [名 . 定 兰 IT.3] 
但 是 EF 是 有 蛙 的 ; 

区 如 果 出 在 如 线段 和 第 三 一 项 线 亿 会 一 个 生 形 面 , 则 此 和 而 的 "过 "是 - 

个 第 - 双 中 项 线 ; | X,56] 


所 以 与 本 , 如 40, 的 "过 "是 一 个 第 一 双 中 项 线 . 

其 次 证 EH 上 机 方形 比 HK 上 正方 撒 太 一 个 与 EH 是 不 可 会 诬 的 
线 乒 上 的 正方形 . 

现在 线段 EH ,HK 每 一 个 与 EF 是 长 度 不 可 公 度 的 ， 


所 以 EK 一 个 第 六 二 项 线 . 区. 定 II.6] 
但 是 ,如 果 由 有 再 线段 种 第 六 二 项 线 包 含 :个 十 形 而 ， 
出 该 而 的“ 边 " 是 一 个 两 中 天 向 和 的 迪 ， | 长,59 


因此 面 4D 的“ 边 " 也 是 ~ 个 两 中 环 晰 和 的 过 . 
证 完 


二 项 线 和 它 以 后 的 无 理 线段 既 不 同 于 中 项 线 , 久 彼此 不 相间 . 
因为 如 果 在 一 个 有 理 线段 上 赂 合 一 个 与 中 基线 上 小 方 懂 相 等 的 矩 
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形 , 则 产生 世 的 宽 是 有 埋 的 ,有 与 原 理 线段 是 长 度 不 可 公 度 的 ， 


X.22 
但 是 ,如 虹 在 -个 有 理 线 段 下 贴 台 一 个 与 一 项 线 上 正方 形 相 等 的 

和 媒 形 , 则 产 牛 出 的 宽 足 第 一 一 项 线 . [XX.60] 
如 果 在 有 理 线段 上 贴 合 一 个 与 第 - 双 中 项 线 上 正方 形 相等 的 年 

形 , 风 产生 出 作为 宽 的 线段 是 第 二 二 .项 线 . LR.61! 
如 举 在 有 蛙 线 段 上 贴 台 :个 与 第 二 双 中 基线 上 止 廊 形 相 等 的 守 

形 , 则 产 牛 出 作为 宽 的 线段 是 第 三 二 项 线 . [X.621 
如 上 虹 在 有 理 线 段 二 巾 合 一 个 与 主线 上 眉 方 形 相 等 的 捧 形 , 则 产生 

山 作为 宽 的 线段 在 第 四 二 项 线 . [X.63] 
如 果 在 有 理 线段 于 贴 合 一 个 与 有 理 而 中 项 面 和 的 边 上 正方形 相等 

的 宕 形 , 则 证 形 另 :- 边 是 第 五 二 项 线 . [X.64] 
如 果 在 有 理 线 段 上 央 合 一 全 与 两 中 项 击 和 的 边 上 正方 形 相 等 的 证 

形 , 则 产生 出 作为 宽 的 线 投 是 第 六 一 项 线 . “KX.65] 


同时 上 面 所 述 的 那些 产生 出 作为 宽 的 线段 既 与 第 -个 在 理 线段 不 
同 , 遇 又 被 此 不 同 :与 第 一 个 有 埋 线 段 不 同 , 荐 由于 它 是 有 理 的 , 且 浆 彼 
此 不 同 , 巧 央 为 它们 不 同 级 ;因此 所 得 的 这 些 无 理 线段 是 彼此 不 同 的 . 


命题 73 ) 


若 从 一 有 理 线段 减 去 一 与 此 线 仅 正方 可 公 度 的 有 理 线 
段 , 则 余 线 段 为 无 理 线段 , 称 为 余 线 . 
为 此 从 有 建 线段 AB 减 友 与 4B 公正 方 
4 6 可 公 度 的 有 埋 线 段 BC 
则 可 证 余 芋 4C 是 称 其 为 余 线 的 无 理 线 


国 为 ,由 本 AB 与 BC 是 长 度 不 可 会 度 的 ， 

疝 旦 4 如 比 BC 如 网 4 上 正太 形 比 是 形 AB BC, 

所 以 2B 上 上 上 方形 与 短 形 AB、BC 是 不 可 会 度 的 . [XX.11] 
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者 忆 儿 中 科 ， 此 向 际 本 


但 是 AB, BC 上 正方 形 的 和 与 4 上 由 方形 居 可 公 度 的 . 
[X.15] 
府 二 售 的 答 形 4B .BC 与 征 形 4B .BC 是 可 公 度 的 . ix.6| 
区 由 玉 ,4P BC 上 让 方形 的 利 竹 于 二 和 依 年 形 4B .BC 连同 C4 下 
正方 形 的 和 ， [II.7] 
所 以 4P .BC 上 正太 形 的 和 与 余 熏 4C 上 小 方形 是 不 可 公 度 的 . 
[X.13,16] 
但 是 4 ,BC 上 正方 形 的 和 是 有 孝 的 ， 
所 以 AC 是 无 理 的 . [X. 定 实 4] 
它 称 为 余 钱 . 
证 完 


识 ,为 有 有 则 线段 ,日 汉 ~ 
于 是 一 y,[N 为 wy= :my 
yy 
BE + 2 Et). 
市 2+ 术 芋 有 于 的 ,所 以 (ry 六 以 态 (x 一 站) 帮 是 无 埋 的 . 
余 线 了 -区 拉 形 蕊 为 -Yi, 它 和 二 项 线 六 + 和 是 方程 
— 2+ EP + n=O 


的 根 ， 


命题 74 ) 


若 从 一 中 项 线 减 去 与 此 线 仅 正方 可 公 度 的 中 基线, 且 以 
这 两 中 项 线 包 含 的 算 形 是 有 理 面 , 则 所 得 余 晤 是 无 理 的 , 称 为 
中 项 线 的 第 一 余 线 . 
为 此 从 中 项 线 4B 减 去 与 4B 仅 正 方 
A 9 8 可 公 度 的 中 项 线 BC , 且 证 形 AB、BC 是 有 
理 的 . 
则 可 证 余 晶 4C 是 无 理 的 ,并 称 其 为 中 项 线 的 第 : 余 线 
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因为 4 ,BC 是 中 项 线 ， 
所 以 4B,BC 上 相 并 形 也 部 是 中 基 面 . 
但 是 二 信和 的 矩形 AB .BC 是 有 惠 的 ; 
用 以 AB ,BC 二 止 方 上 形 的 和 与 二 倍 算 牛 AB .BC 是 不 可 公 度 的 ， 
所 以 一 们 矩形 AB 、BC 与 余 量 AC 于 下 方形 也 是 不 可 公 度 的 ， 
[参看 11.7] 


由 上 上 ,如果 整 个 的 和 与 一 贰 之 一 不 可 公 度 ， 


则 三 来 二 三 是 不 可 会 度 的 . [X.161 
位 是 一 信和 利 形 4B 、BC 是 有 理 的 ; 
所 以 AC 上 于 方形 是 无 理 的 ,所 以 AC' 是 碟 理 的 . .其 . 定 这 -和 ] 


它 被 称 为 中 项 线 的 第 一 余 线 . 
证 完 
这 时 之 ,有 X. 好 中 所 求 得 的 形式 ,分 别 为 寺 P,kP. 欧 儿 旱 得 让 明了 4 
47 昆 一 个 万 阳线 段 ,把 它 称 为 第 一 中 需 余 线 ， 
它 各 第 一 弄 中 项 线 AP RD 二 方程 
4 


的 根 . 


命题 证 】 


若 从 一 个 中 项 线 减 去 一 个 与 此 中 项 线 仅 正方 可 公 度 又 与 
原 中 项 线 包 含 的 奸 形 为 中 项 面 的 中 项 线 , 则 所 得 余 量 是 无 理 
的 作为 由 让 一 

为 此 从 中 项 线 4B 碱 太 一 个 与 4B 公正 万 可 会 度 的 中 项 线 CB,H. 
算 ! 形 4B .BC 是 中 项 面 . i X .28] 

刚 可 证 余 遇 AC 旺 无 理 的 ,并 称 其 为 中 境 线 的 第 二 人 尔 线 ， 

为 此 ,给 定 一 个 有 理 线段 到, 在 DI 上 贴 合 一 类 形 DE 等 上 4B， 
BC 工 正方 形 的 和 , 产 牛 出 作为 宽 的 DG， 
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各 敬 儿 里 得 .几何 原本 _ 
A © 8 
D Fo 
| | 五 
在 DI 上 站 合 DH 等 于 二 信和 的 年 形 AB .BC ,产生 作为 宽 的 DF'， 
所 以 余 性 FE 等 丁 AC 上 正方 形 . [1.71 
现在 ,出 于 AB, BC 上 正方形 都 是 中 项 面 而 量 是 可 公 谋 的 ， 
所 以 DE 也 是 中 项 而 . 1X.55.23 ,推论 ] 
有 又 它 是 贴 合 于 有 理 线 段 下 上 上 的 惠 彤 , 产 牛 出 作为 宽 的 DG ， 
所 以 DG 是 有 惠 的 后 与 再 是 长 嵌 不 吕 公 度 的 ， 1X.22] 
丸 由 于 和 矩形 4B .BC 是 中 项 上吊 ， 
所 以 二 倍 的 此 形 4B 、BC 也 是 中 项 由 . [X.23 ,推论 ] 


且 它 等 十 BH; 所 以 BH 也 是 中 项 面 . 
叉 它 是 贴 人 于 有 理 线段 DF 于, 产生 出 作为 宽 的 DF， 

所 以 DF 是 有理 的 ,而 与 下 是 长 度 不 可 公 度 的 . [x.22] 
区 因为 4, BC 是 仅 止 方 可 公 霸 的 ， 

所 以 4 与 BC 是 长 度 不 可 会 度 的 ; 

国之 4B 上 正方 形 与 定形 4B BC 也 是 不 可 会 度 的 ， 
但 是 48B, BC 上 止 方形 的 和 与 4 上 古方 形 是 可 公 度 的 . 


[X.15] 
上 一 售 的 抹 形 4B .BC 与 知 撒 AB .BC 是 可 会 度 的 ; LX.6] 
所 以 二 信和 的 和 矩 形 48 .BC 与 4B,BC 上 正方 撒 的 利 是 不 可 公认 的. 
[XX.13] 


但 是 DE 等 FAB, BC 工 下 方形 的 和 ， 
卫 DH 等 于 二 信 年 形 AB 、 BC; 
所 以 DE 与 DH 是 不 可 会 度 的 . 
但 是 DE 比 BH 如 间 GP 比 DF， LVI.1] 
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所 以 GD 与 DF 二 不 可 公 度 的 . [XX.111 
区 GD ,DF 者 是 有 理 的 ; 
所 以 GD ,DF 是 仅 正 方 可 公 度 的 两 有 理 线段 ,所 以 FG 是 一 个 余 线 . 
但 是 ,5 是 有 理 的 ， 
而 由 有 理 线段 利 碟 下 线 段 包 含 的 托 丧 是 无 理 的 ， [从 X.20 排出] 
上 其 "过 "是 无 理 的 . 
又 4 是 后 的 " 边 ” ,所 以 AC 是 无 理 的 . 
40 被 称 为 中 项 线 的 第 二 余 线 ， 


证 完 
这 甲 x 有 .28 中 所 求 得 的 撒 蕊 ,分 其 为 记 ,A367 柳 儿 虫 得 证 明了 
二 PP 一 4A3p7k# 是 一 个 无 埋 线 段 ,把 它 称 为 第 二 中 项 余 线 . 
它 和 第 一 双 中 项 线 和 PyA3PAEI 蚌 方程 


4 一 2 下 二 ap + EA} 0 


的 机. 


- 售 题 76 ) 


某 从 一 个 线段 上 减 去 一 个 与 它 是 正方 不 可 公 度 的 线段 ， 
县 它们 上 正方 形 的 和 是 有 理 的 ,但 是 以 它们 和 包含 的 矩形 是 中 
项 面 , 则 所 得 余 量 是 无 理 的 , 称 为 次 钱 . 

为 此 从 线段 4B 减 友 与 4B 是 正方 不 可 
公 度 的 线段 BC,H. 满 足 段 定 的 条 件 . 了 C B 

-XX.33] 

则 可 让 余 其 AC 是 称 做 次 线 的 无 直线 段 . 

因为 ,由 本 AB, BC = 正 方形 的 和 旦 有 理 的 ,而 -二 们 利夫 AB .BC 
是 中 项 面 ， 
所 以 AB, BC 开 正 方形 的 利 与 一 倍 和 定形 4B .BC 是 不 可 公 度 的 . 
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各 网 几时 得 :几何 赂 本 


又 , 变 史 后 ,AB, BC 开 正 方形 的 种 与 余 庆 、 

妈 4C 上 正方 形 ,是 不 可 公 订 的 . [11.7,X.61] 
但 是 AB, BC 上 正方形 邦 是 有 型 的 ; 

所 以 A 工 正 方形 是 无 理 的 ; 

所 以 余 蛋 AC 二 无 理 的 . 


尼 被 称 为 次 线 . 
证 完 
斌 有 在 [%.33_ 中 了 折 玉 得 的 形式 , 凤 
i 
2 四 + 
欧 几 单 得 证 明了 三 一 下 站 - 攻 - 。 荐 -- 个 无理 线段 . 
YY + 二 


拒 它 称 为 次 线 . 
它 和 主线 


Ls 让 万 
一 ;+ 一 一 - 十 -一 -二 一 是 方 种 
2 vl+tk i ww 十 下 
3 丰 “P+=0 
1+ 六 


的 入 


命题 77 ) 


车 从 一 个 线段 上 减 去 一 个 与 此 线段 正方 不 可 公 度 的 线 
了 段 , 且 该 线段 与 原 线 段 上 正方 形 的 和 是 中 项 面 , 但 以 它们 血 售 
的 矩形 的 二 们 是 有 理 的 , 则 余 量 是 无 理 的 , 称 其 为 有 理 面 中 项 
面 差 的 边 . 

为 此 从 线段 AB 工 减 去 一 个 与 4 下 正方 不 可 公 度 的 线段 瑟 C ,有 
满足 所 给 的 条 件 . | % .34] 

则 可 证 余 基 4C 是 上 述 的 无 埋 线段 . 

因为 ,出 于 AB,BC 上 正方 堪 的 和 是 中 项 面 ,而 一 们 矩形 AB 、BC 
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刀 有 理 的 ， 
所 以 4B,BC 上 正方 形 的 和 与 一 倍 的 在 天.4B 、BC 中 个 上 
可 公 度 的 ; 
所 以 余 基 , 即 AC 上 上 止 方形 ,与 一 倍 的 永 形 AB、AC 也 是 c 
不 可 公 度 的 . [UH.7,X.16: 昌 


又 次 售 的 年 形 4B .BC 是 有 型 的 ; 
所 以 AC 上 正方 形 足 无 理 的 ; 
所 以 4C 是 秽 惠 的. 

把 4C 称 为 有 理 面 中 项 面 差 的 边 . 


所 
出 


这 电 王 ,入 是 入 .34 中 所 求 的 形式 . 基 


y 一 -一 ”一 
-££ 一 ww + 了 二 下 vt ok. 
w 20 + A vw 21 + ke 
欧 玫 旱 得 证 明了 
~- ? 人 - 山地 
一 二 二 一 -一 一 1+ 生 + 二 是 一 个 无 埋 线 段 ， 
7 281 + ww CT+ 2) 


把 它 称 因 趾 识 主 有 理 面 闫 的 边 . 
它 和 有 理 面 站 项 站 和 的 边 豆 方程 


4 2 4 
了 Vir 人 + 


= 


的 报 . 


命题 78 ) 


车 从 一 个 线段 减 去 与 此 线段 是 正方 不 可 公 度 的 线段 , 且 
该 线段 与 原 线 段 上 正方 形 的 和 是 中 项 面 ,又 由 它们 包含 的 引 
形 的 二 倍 亦 为 中 项 面 ,而 且 它 们 上 正方 形 的 和 与 由 它们 包含 
的 给 形 的 二 悦 是 不 可 公 度 的 , 则 余 量 是 无 理 的 , 称 为 两 中 项 面 
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熏 欧 于是 得 : 儿 何 原 涉 


为 此 从 线段 4B 减 去 与 4B 是 止 片 不 
下 可 公 度 的 线段 BC ,日 满足 所 给 的 条 件 . 


D 人 7 
“XX.35] 
则 可 证 余 基 4C 称 为 两 中 怖 面 莽 的 边 
7 - HH 的 万 理 线段 . 
4 B 给 定 一 个 有 蛙 线 段 DI， 


件 DTI 虐 耻 合 一 DE 等 -AB,BC 上 下 方形 
的 和 ,产生 出 作为 宽 的 DG， 
名 外 形 五 了 等 于 一 倍 年 形 4 .BC. 
所 以 余 量 到 等 于 AC 上 正方 形 ， "II.7] 
是 AC 基 等 :J EF 的 正方 形 的 边 ， 
现在 .由 4B,AC 上 正方 形 的 和 是 小 项 而 日 等 于 DE， 
所 以 DE 是 中 项 击 . 
区 它 是 贴 公 于 有 理 钱 段 DBT 上 ,产生 出 作为 宽 的 DG: 
所 以 DG 是 有 理 的 , 且 与 DY 呈 长 度 不 可 公 度 的 . [入 ,22 
因为 二 信 的 知 形 4B .BC 是 中 玻 面 生 等 于 DH， 
所 以 DH 是 中 项 面 . 
又 它 是 由 人 台 于 有 理 线 段 BF 上 的 ,产生 出 和 作为 宽 的 DF'; 
所 以 DF 也 基 且 肆 的 ,和 且 与 DI 是 长 度 不 可 公 度 的 ， [有 .22] 
又 :由 于 4B,BC 上 正方 形 的 和 与 一 倍 第 形 4 ,BC 是 不 可 公 肢 
的 ,所 以 DE 与 也 是 不 可 公 度 的 . 


但是 DE 比 瑟 本 如 DG EDF; LW¥I.1] 
所 以 DG 上 DF 时 不 可 公 度 的 ， [X.1]] 
又 随 音 上 邦 是 有 埋 的 ; 


所 以 GD ,PP 二 经 正方 可 公 度 的 防 丰 时 线段 . 
因此 FG 是 一 个 余 线 . 
又 FH 是 有 理 的 ， 
但 是 由 一 个 有 理 线段 和 一 个 余 线 包 合 的 矩形 是 无 理 的 ， 
[从 X.20, 推 出 ] 


日 它 的 * 边 "是 无 埋 的 . 
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又 AO 是 EF 的 “" 边 ””， 
所 以 AC 是 无 理 线段 . 


它 被 称 为 两 中 项 面 差 鹏 边 ， 
证 完 
这 里 ,是 其 . 怒 中 所 求 的 形式 , 即 
人 jj 4 『 Ek 
HN 
1 “一 一 一 tb 一 -- 一 -一 
网 二 i k BA 国 -阳线 
瓯 几 里 得 证明 三 一 1+ 一 -1 姨 一 个 无 弄 线 
: 2 本 vw 1+k2 
段 ,把 它 称 为 两 中 项 向 蔡 的 边 . 
了 一 一 一 上 -- - 
， > A 下 At 
名和 两 由 项 向 和 的 过 “全 了 于 + + 和 -一 一 是 方 种 
+ lt 
» 2 
一 i? = 全 


的 根 ， 


.命题 79。 ) 


仅 有 一 全 有 理 钱 段 可 以 附加 到 一 个 余 线 上 ,能 使 此 有 理 
线段 与 全 线段 是 公正 方 可 从 度 的 . 


设 AB 是 一 个 余 线 .BC 旦 加 到 .AB A 8 Gp 
上 上 的 附加 线段 ， 
所 以 ac CB 是 促 正 方 可 公 度 的 两 有 理 线段 . i X.73] 


则 可 证 没有 别 的 让 理 线段 可 以 附加 到 4B 上 ,使 得 此 有 理 线 段 与 
全 线段 仅 正 方 吕 公民 
如 果 可 能 . 设 BD 是 附加 的 线段 ， 
所 芒 4 ,DB 由 是 仪 正 方 本 会 度 的 两 月 理 线 披 . [X.73. 
现在 ,入 于 AD,DB 下 正方 形 的 而 比 一 倍 征 形 AD、DB 所 超过 的 
二 也 是 4AC,CB 下 正方 形 之 和 比 一 倍 年 形 4C .CCB 所 超过 的 量 ， 
册 为 二 者 赵 出 同一 个 量 , 即 AB 上 正方 形 ， 
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所 以 ,至 更 后 ,4.058 上 于 方 形 的 和 比 40.58 正方 开 的 和 所 超 讨 
的 量 是 一 人 的 年 形 45 .DB 比 一 倍 的 条 形 4C .CB 所 超过 的 量 . 

人 4 ,DB 下 正方 形 的 利 比 AC, CB 上 正方 形 的 和 超出 一 个 吾 理 
册 ; 这 是 因为 雌 肯 都 是 有 埋 面 ， 
所 以 是 信和 定形 AD 、DB 比 二 倍 诈 形 4C CB 所 赵 过 的 其 也 为 一 个 下 理 
而 :这 是 不 可 能 的 ， 
因为 机 者 都 是 中 项 和 而 ， -X.21] 
区 一 个 中 项 面 与 一 个 路 项 而 之 差 不 炉 有 理 面 . iX.26] 

所 以 没有 势 外 有 有理 线段 附加 到 AB 上 ,使 得 此 有 有理 线 段 与 全 线段 
是 种 正 方 可 公 度 的 ， 

所 以 公有 一 全 有 了 理 线段 附加 到 -个 对 线 上 .能 使 得 此 有 星 线 段 与 
全 线段 是 仅 正 方 林 公 度 的 . 


证 完 
加 在 余 线 士 舶 上 有 有 埋 线 茂 , 使 得 此 线 量 下 线 之 和 为 仅 止 方 可 公 度 的 , 称 所 夫 的 
线段 为 余 线 的 附 基 线段 ， 余 线 拍 附 加 线段 的 和 为 全 线段 .以 下 全 是 类 伺 昌 舌 . 
这 个 谷 是 的 证 明 等 价 于 众所周知 的 术 尽 根 的 理论 . 即 如 果 a 一 :6=xw-y， 
那么 ,a = 四 = 站 以 以 姑 杂 ja -vb=y -yy 邮 公 a= xX.b= ¥. 
让 明 的 廊 法 对 应 于 %.42 的 让 曲 . 以 下 %. 娩 -%.84 也 部 类 所 地 采用 以 下 说 
这 . 


全 -个 余 线 能 用 丙种 形式 苹 而 : 即 评 一 站 各 2 一 ,其 路 .大 伐 止 广 可 公 
计 的 卫 有 韩 线 段 ,x ,yy 出 足 怒 此， 
村 为 y= . 
所 以 + ry. 
日 县 ! + 人 2 了 + 余人 各 是 在 惠 拘 .于 基 它 任 的 莽 十 有 有 理 面 . 
男 一 方向 ,24g :25 都 足 中 项 向 ， 


所 入 了 两 中 需 面 的 差 吕 有 如 的 :这 是 不 可 能 的 . .X.26] 
内 市 鳄 是 得 证 


命题 80 ) 


仅 有 一 个 中 项 线 可 以 附加 到 一 个 中 项 线 的 第 一 余 线 上 ， 
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形 是 丰 昌 的 
为 此 , 设 4B 是 -个 中 项 线 的 第 一 余 线 ， 4 GD 
艾 设 BC 是 加 到 4B 工 的 附加 线 找 ， 
所 以 AC ,CB 是 仅 正 上 六 可 公 度 的 两 中 项 线 , 避 知 形 AC ,CB 是 有 理 面 . 
[X.34 
则 可 证 没 右 曙 外 的 中 项 线 加 到 AB 上 ,能 使 得 中 项 线 与 全 线段 是 
反正 方 可 从 度 的 ,日 它们 包含 的 持 撕 是 有 理 面 . 
如 果林 能 , 设 DB 也 是 这 样 地 附加 上 点 的 线段 ， 
所 以 4D ,DB 也 是 仅 正 方 可 公 度 的 两 中 项 线 , 日 年 形 4 、 DB 足 有 埋 
喇 |， [X.74]】 
现在 ,由 于 AD,DB 了 正方 形 的 和 比 一 倍 的 征 形 4D 、DB 所 起 这 
的 量 出 后 4C,CB 上 正方 形 的 和 比 一 倍 的 第 形 4C (3 所 超过 的 量 ， 
因为 它们 趋 出 网 -个 量 , 即 48 二 止 方形， “I.7] 
所 以 , 显 更 后 ,4 ,DB 工 册 广 形 的 和 比 AGC, CB 二 下 方形 的 和 所 超过 
的 其 也 二 二 倍 的 答 形 2D .DB 比 二 售 的 什 形 4C ,QB 所 起 过 的 生 . 
但是 一 倍 矩 形 4D .DB 比 一 倍 矩 形 AC .CB 超出 一 个 有 理 面 ， 
区 内 为 两 者 部 足 有 理 面 . 
所 以 24D,DB 上 下 方形 的 和 比 AC,CB 上 正方 形 的 利 也 起 过 个 
在 印 臣 :这 是 不 可 能 的 . 


I 为 网 省 莉 是 中 项 向 ， LX.15 和 和 23, 推论 |] 
开 一 个 中 需 面 不 会 比 “ 个 中 项 而 大 一 个 有 埋 面 、 [X.26 

从 而 命题 得 证 
证 完 


命题 81  ) 


仅 有 一 个 中 项 线 附 加 到 一 个 中 项 线 第 二 余 线 上 ,能 使 此 
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重 欧 儿 纪 得 .于 何 邮 本 


中 项 线 和 全 线段 是 仅 正 方 可 公 度 , 且 它 们 包 售 的 矩形 是 一 个 

中 项 面 ， 

4 8 ©_p 设 AB 是 -一 个 中 项 线 的 第 一 余 线 ,用 BC 
是 加 到 AB 上 的 附加 线段 ,所 惧 AC, CB 是 仪 


F E 
I 已 正方 可 会 度 的 两 中 项 线 , 浆 托 形 AC ,CB 中 一 
个 中 项 上面. [X.75] 
则 可 让 没有 上 站 外 的 中 项 线 附 加 到 AB 上 ,使 得 
eo a 此 中 项 线 与 全 线 息 是 仪 正 方 可 公 度 的 ,日 由 它 
们 包含 的 算 撒 是 一 个 中 项 面 . 
如 果 可 能 , 虚 BD 也 是 这 样 地 附加 .去 
i N 的 ， 
所 以 AD,DB 也 是 仪 正方 可 会 度 的 两 中 项 线 ， 
这 样 合 撒 4D .DB 的 中 项 面 . [X.75] 


纺 定 一 个 有 理 线段 &F, 有 在 Ef" 上 巾 合 一 个 等 于 AC,CB 下 正方 
形 的 和 的 矩形 EG .产生 出 作为 宽 的 EM ; 
又 从 路 减 去 HG 等 于 一 倍 知 形 AC CB, 产生 出 作为 宽 的 HM， 
所 以 余生 三 等 于 4B 上 上 正方形， 「H.7? 
因此 4 是 开 的 "过 ”， 
头 设 仁 下 PP 上 巾 台 一 个 研 等 于 4PD,PB 上 上 正方 撕 的 和 ,产生 出 作 
为 宽 的 EN. 
但 十 BL 也 等 于 AB 上 正方 形 ， 
所 以 余 基 下 等 于 一 信 短 形 4D.、DB. [H.7; 
现在 ,因为 4C ,CB 缉 足 中 项 线 ， 
所 以 AC, CB 上 正方 撒 也 都 是 小 项 面 . 
且 它 们 的 和 等 于 BG， 


所 以 EG 也 是 中 项 面 . [XxX.15 和 23, 推 论 : 
而 它 是 巾 合 和 有 理 线 段 EF 上 ,产生 出 作为 宽 的 BEN; 

所 以 EM 是 存 理 的 量 与 EF 是 长 度 不 可 公 度 的 . [|X.22. 
又 由 于 第 花 4C .CB 是 中 项 面 ， 

一 悦 的 拓 形 4C 、CB 也 是 中 项 面 . [X.23 ,推论 ] 
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艾 它 等 于 IG; 所 以 HG 也 是 中 堪 面 ， 
又 它 旦 贴 全 于 有 理 线 段 BE |, 产生 出 作为 宽 的 HM ， 

所 以 HM 出 是 有 址 的 , 且 与 BF 是 长 度 不 可 公 度 的 ， -及 ,22 
艾 册 于 ,4C,CB 足 仅 正方 可 公民 的 . 

所 以 4C 与 CB 是 长 度 不 可 公 度 的 . 


但 是 ,AGC 比 CB 如 网 4C 上 下 方形 比 扯 形 AC, CB:; 
所 以 AC 于 正方 形 与 从 撒 AC ,CB 是 不 可 公 度 的 . [%.11] 
但 是 .AC ,CB 上 上 上 方形 的 和 与 a&C 于 正方形 是 马 会 度 的 ， 
而 二 售 芍 矩形 4C .CB 与 守 形 4C、CB 是 可 公 度 的 ， [X.6. 
所 以 A&C ,CB 上 正方 形 的 和 与 二 信和 咎 形 AC ,CB 是 不 可 公 度 的 . 
-X.13] 


又 EG 等 于 AC,CB 上 止 方形 的 和 ,而 GH 等 于 二 倍 知 形 AC 、 CB; 
所 以 EG 与 HG 是 人 椒 可 公 度 的 ， 


但 是 , EG t 比 HG 如 同 EM 比 HM， EV¥I.1] 

所 以 EM 与 MH 是 长 度 不 可 公 度 的 . [X.11] 
且 两 痊 部 是 有 理 的 ; 

所 以 EM, MH 是 公正 方 吉 公 度 的 两 有 理 线段 ; 

所 以 EH 是 :个 余 线 , 旦 HWM 是 附加 在 共 上 的 线段 ， [X.333 


类 位 地 ,我 们 能 够 还 明 BN 也 十 附加 让 BH 上 的 线段 . 

所 以 有 人 不同 的 线段 附 吉 到 个 余 线 上 ,吉它 们 与 所 得 的 全 线段 
公主 访 可 公 度 的 :这 是 不 可 能 的 . 

证 


吉 


命题 82 ) 


公有 一 个 线段 附加 到 一 个 次 线 上 ,能 使 此 线 与 全 线段 是 
正方 不 可 公 度 的 , 且 它 们 上 的 正方 形 的 和 是 有 理 的 ,而 以 它们 
亿 仿 的 给 形 的 二 人 悦 是 中 项 面 ， 

设 4B 足 一 个 次 线 , BC 是 附加 到 AB 上 的 ， 
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各 欧 帮 中 得 :几何 上 木 


所 以 AC, 0B 中正 方 不 可 公 度 的 ,又 它们 上 


的 止 方形 的 和 征 有 理 的 . 市 用 以 它们 包含 1 c_p 
的 短 形 的 二 信息 中 项 | 有. [XX.76] 


则 可 证 没有 号 外 的 线段 附加 到 4B 上 ,能 满足 同样 的 条 件 
如 打 可 能 , 设 BD 是 如 此 附 押 的 线 段 ， 
i 以 ADP ,DB 也是 满足 前 述 条 件 的 止 六 不 叮 公 浇 的 两 线段 . 
XX.76 | 
现存 . 央 为 4 ,EDB 上 正方 形 的 和 比 4C,.CB 上 正方 形 的 和 所 越 
过 的 世 也 是 二 悦 第 形 4P ,DB 比 二 合生 形 AC ,CB 所 超过 的 点 ， 
而 AD,DB 上 征 方 形 的 和 比 4C,6CB 上 目 方 彤 之 和 超过 的 量 为 个 有 
理 面 . 
的 为 商 寿 都 是 有 是 面 ， 
所 以 一 信 和 宗 形 4D .DB 起 过 二 和 信 短 形 AC ,CB 的 进 为 一 个 在 理 面 : 
这 是 不 可 能 的 ,因为 两 者 部 是 中 项 面 ， X.26] 
所 以 公有 一 个 线段 杀 加 到 -个 次 线 上 ,能 个 此 线段 与 全 线段 是 正 
方 不 可 会 诬 的 , 旦 它们 于 的 正点 形 的 和 是 有 环 的 , 亨 以 它们 包含 的 秆 丧 
的 一 箭 是 中 项 呐 ， 


证 


出 


命题 83 ) 


仅 有 一 个 线段 附加 到 一 个 有 理 面 中 项 面 差 的 边 上 ,能 使 
该 线段 与 全 线段 是 正方 不 可 公 度 的 , 且 在 它们 上 的 正方 形 的 
和 是 中 项 面 , 而 以 它们 和 包含 的 矩形 的 二 们 是 有 理 面 . 

设 4B 是 -个 有 翰 面 小 项 而 益 的 边 ， 


BC 是 附加 到 2B 上 的 线段 ; A _。. ep 
所 以 AC, OB 是 应 广 不 可 公认 的 两 线段 , 口 
满足 前 述 条 件 ， _X.77; 
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则 可 证 没有 另外 的 线段 能 附 击 到 AB 于 ,上 朋 谢 足 同样 的 条 件 . 
因为 如 果 吕 能 , 设 BD 是 如 此 附 如 的 线段 ， 
所 以 AD ,DB 也 是 正方 不 可 会 度 的 ,HH 满足 口 给 条 件 . | X% .77] 
是 ,如 像 前 而 的 情 沈 一 样 , AD ,DB 上 的 正方 拱 的 入 人 比 AG, CB 
工 的 下 方形 的 和 的 超过 的 基 也 基 二 倍 矩 形 AD 、DB [ 此 一 信 秆 拱 AC.、 
CB 所 越过 的 些 ， 
而 一 傍 息 形 4D .DB 比 二 倍 算 形 4C.( 呈 所 赵 过 的 基 为 -个 有 理 面 ， 
因为 二 首部 是 有 理 的 . 
所 以 AD, DB | 正方 形 的 和 比 AC,CB 下 机 方形 的 和 的 超过 最 也 为 一 
个 有 理 而 ;这 上 尼 不 可 能 的 ,因为 两 者 都 是 中 项 而 . 
所 以 没有 别 的 线 投 附 肌 到 AB 上 , 甘 论 线段 与 全 线段 是 让 方 不 可 
可 的 ,区 它 与 整个 线段 满足 前 述 的 条 件 ; 
所 凡人 一 个 线段 能 这 样 的 附加 上 去 . 


命题 8 ) 


仅 有 一 个 线段 附加 到 一 个 两 中 项 务 差 的 廊 上 ,能 使 该 线 
经 与 全 线段 是 正方 不 可 公 度 的 , 且 它 们 上 的 正方 形 和 的 和 是 中 
项 面 , 以 它们 包含 的 竹 形 的 二 倍 既 是 中 项 面 ,又 与 它们 上 正方 
形 移 和 不 可 公 度 . 

设 4B 是 -个 两 路 项 面 关 
4 2 4 的 边 , 且 BC 是 附加 人 钊 4 1. 的 
下 ma 线段 ， 


E N 所 以 AC,CB 是 下 方术 呆 公 度 
的 阿 线 段 ,日 满足 前 述 的 条 件 . 
F I [XX.78] 


则 可 让 没有 另外 的 线段 
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者 欧 几 里 得 -几何 不 本 


可 到 AB 上 ,是 满足 前 述 条 件 . 

因为 ,如 捍 可 能 , 设 BD 是 如 此 般 加 的 线段 ， 
所 以 AD ,DB 也 是 正方 不 可 会 度 的 ; 
日 AD、DB 上 止 方 撒 的 和 是 中 项 面 .二 倍 的 矩形 4D .DB 是 中 项 出 ,又 
AD ,PB 上 古方 形 的 和 与 二 信 的 年 形 .AD、DB 中 不 可 公 度 的 . 

“区 .781] 

给 定 个 有 理 线 段 EV', 在 BF 十 映 合 BG 等 于 CC 于 止 方形 
的 利 , 产 牛 出 作为 宽 的 EM ; 
六 住 EM 上 巾 合 -于 HG 等 于 一 倍 的 怎 彤 CC ,产生 出 作为 宽 的 
HIM: 
所 以 余 导 , 妈 AB 十 正方形 [4.71, 等 于 FL; 
所 以 48 是 与 LE 相等 的 正方 形 的 边 . 

如, 在 了 FI | 上- 贴 合 于 EI 等 于 AD,DB 上 上 正方形 的 和 , 产 牛 出 作为 宽 
的 EN. 

但 是 ,AB 上 正方 形 岂 等 于 砚 ,， 
F 以 你 量 , 即 一 倍 的 矩形 AD .DB[TI.7 ,等 于 HI. 
现在 ,内 为 4C,CPB 上 正方 形 的 和 是 中 项 面 凡 等 于 有 BG ， 

所 以 EG 也 是 中 项 而 ， 
又 , 它 是 贴 侣 于 有 理 线 段 王 ' 上 的 .产生 出 作为 宽 的 ET; 
所 以 EM 是 有 理 的 , 旦 与 EF 是 长 度 不 可 公 度 的 . [X.22] 
又 内 为 二 悦 的 征 形 AC .CB 是 小 项 面 . 电 等 于 HG， 
所 以 HG 也 是 中 项 黄 ， 

中 , 它 是 贴 合 于 有 埋 线 段 BF 上 ,产生 出 作为 宽 的 HY， 
所 以 HWM 是 有 埋 的 ,有 与 EF 是 氏 度 不 可 会 度 的 . [LX.22， 

因为 4C ,CB 工 正 方形 的 利 与 二 傍 的 定形 4C ,CB 是 不 可 公 度 的 ， 
BG 与 HG 也 是 不 可 公 度 的 ， 


可 


是 EM 与 MI 也 是 长 接 不 可 公 度 的 . [WwT.1 ,和 .1 
又 两 者 都 是 有 理 的 ; 

所 以 EN ,ME 是 仅 正 方 可 公 度 的 有 理 线 段 ， 

所 以 EH 是 : -个 余 线 ,是 HM 是 附加 到 它 上 的 线段 ， [X.731] 
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类 仅 电 ,我 们 能 够 证 明 BE 也 是 一 个 余 线 ,HTIN 足 附 各 强人 它 和 上 


的 . 

所 以 有 小 同 的 有 理 线 段 愉 如 到 一 个 余 线 上 , 旦 与 全 线段 是 仪 于 方 
可 会 度 的 :这 妃 经 让 骨 是 趟 可 能 的 ， [X.79] 

因此 没有 另外 线段 能 附加 到 4B 上 上. 

所 以 仅 有 一 个 线段 能 附加 到 AB 二, 妾 该 线段 与 全 线 版 中 正方 林 
可 会 度 的 , 旦 它们 上 上 平 六 有 形 的 和 是 中 项 面 , 以 它们 和 包 合 的 此 形 的 一 倍 是 
中 项 面 , 旦 它们 上 正方 形 的 和 与 几 它 们 也 会 的 算 形 的 “二 俏 足 不 可 公 度 
的 . 


证 


Bl 
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第 es 郑 


定 义 JI 
一 一 一 一 一 妇 


1. 给 定 - :个 有 型 线段 和 - -个 余 线 ,如 果 什 线段 下 正方 形 比 附加 上 
去 的 线段 上 正方 形 大 一 个 与 全 线段 是 长 度 可 公 度 的 一 个 线段 上 的 正方 
形 .日 全 线段 与 络 定 的 有 理 线 自 是 长 度 可 公 度 的 .把 此 余 线 称 力 第 一 余 
钱 、. 

2. 但 车 附加 线段 与 给 定 的 有 建 线 段 必 长度 可 公 谋 的 ,而 全 线段 下 
正六 有 形 比 附 吉 线段 工 正 方形 大 -个 与 全 线段 村 公 度 的 -个 线段 上 的 于 
方形 ,把 此 余 线 称 为 第 二 余 线 . 

3. 但 蔡 全 线段 吧 附 加 线段 两 省 与 给 定 的 有 埋 线 段 部 年 长 度 不 下 公 
度 的 ,及 全 线段 二 正 方形 比 附 加 线 抽 正方 形 大 一 个 与 全 线 生 吕 公 度 
的 一 个 线段 二 的 目 方 形 ,把 王 余 线 称 六 第 三 余 线 . 

4. 又 坟 全 线段 上 下 方形 比 附 扣 线段 于 正方 堪 大 一 个 与 企 线段 本 可 
公 度 的 :个 线段 上 的 和 正方形, 此 外, 如 打 全 线 筷 与 给 定 的 有 蚜 线 段 是 长 
诬 可 公 度 的 ,把 此 余 线 称 为 第 四 余 线 . 

5. 游 附 如 线段 与 已 知 有 理 线段 导 长 度 可 公 度 的 ,把 此 俱 线 称 为 第 
五 余 线 . 

名 . 各 全 线段 政 附加 线 癸 阿 者 与 给 定 有 有 理 线段 部 是 长 度 不 可 会 度 
的 ,把 此 俱 线 称 为 第 六 余 线 . 


余 线 的 附 员 线段 与 全 线段 的 总 文人 参 月 居 , 阳 后 的 注 ， 


》 
版 


设 给 定 一 个 有 理 线段 4, 并 项 BG 与 4 是 区 度 可 公 度 的 ; 
所 以 BG 也 是 有 理 的 . 

给 定 琴 个 平方 数 DE ,EF, 多 它 们 的 关 了 DD 不 是 平方 数 ; 

计生 DF 的 比 不 同 于 一 个 平方 数 比 -个 和 下方 数 . 
设 作出 丰 例 .了 3D LE DF 如 同 BG 上 平方 形 比 GC 开 正 方形 ; 
[X%.6. 排 论 ] 

所 以 BG 上 IF 方 形 和 与 GC 于 正方 形 是 可 公 度 的 . [LX.6] 

但 是 BG 和 于 方形 是 在 归 的 ; 
所 以 GC 上 正方形 正 旺 有 理 移 ;从 而 GC 也 是 有 建 的 . 

又 ,由 于 ED 比 DF 不 同 于 一 个 平方 数 比 :个 平方 数 ; 
所 以 BG 下 正方 形 与 GC 上 止 方 形 的 比 也 不同 乒 :个 平方 数 比 一 个 平 
方 数 ， 


所 以 BG 与 GC 是 长 度 不 可 公 度 的 . [X.91 
又 其 者 者 让 有 有理 的 ， 

所 以 BG .GC 中 公正 方 可 公 度 的 两 有 嫂 线 段 : 

因此 B80 时 一 个 余 线 . .73] 


其 次 可 证 它 也 是 一 个 第 一 余 线 . 
为 此 ,次 吾 上 止 方形 是 BG 上 正方 形 与 GCC 上 正方 形 的 差 . 


三 虐 玫 衬 得 :有 几 们 诛 丰 


现在 ,由 于 ED 比 FD 四 辐 BG 二 正方形 比 Ge [FE 方形， 
所 以 由 摘 比 得 ,7 与 下 如 阿 6 小 下 方形 比 严 上 正方 形 . 

但 让 ,DE 辐 EF 的 比如 同一 个 平方 数 比 一 个 平 六 数 ， 
内 为 每 一 个 是 平方 数 ， 
所 以 GB 上 由 并 形 与 囊 上 正方 形 之 比如 同一 个 半 广 数 比 一 个 平方 数 ; 
上 上 是 BG 与 吾 足 长 席 吕 公 虚 的 . LX.9] 

又 BG 了 上 正方形 比 GG 上 不 方形 大 一 个 与 BG 是 长 度 可 公 度 的 一 
个 线 眉 | 的 止 方形 . 

又 全 线段 BG 与 给 定 的 有 理 线段 4 是 长 度 叮 公 度 的 . 

所 以 BC 是 -个 第 … 余 线 . .定义 II.1] 

于 足 第 一 余 线 已 求 出 . 


证 完 
晓 部 和 j 岂 和 有 理 线 段 站 长度 可 公认 的 . 
设 0 是 玉 方 数 . 市 202 一 Rn? 不 中 平方 数 . 
令 阅 泪 星 2 = (1} 
于 是 ro I 


最 么 居 一 评 = 六 一 各 1- 入 是- 一 个 第 一 余 线 . 

峙 海 1 山区 三 有 于 的 ,全 与 遍 不 可 公 度 ,因此 本 ,x 都 导 有 理 的 HH~， 
于 足 (入 - z) 是 一 个 余 线 ， 

2. 刀 果 扩 = 息 电 -和 邯 么 有 (得 和 和 = 和 站 :3 
夭 而 站 = 、， 本 人 -和 与 各 是 攻 度 可 公认 的 . 


tA, 
所 以 训 一 了 = 记 一 抬 1 让 电 一 个 第 一 余 线 . 
坚 然 它 和 第 一 一 硕 线 印 + 各 1 -32TX.48 吕方 种 
Tr + A k= 0 
的 亿 . 


命题 86 


求 第 二 余 线 . 


第 义 共 而 


设 给 定 - :个 有 用 线段 4, 开设 GC 


~-4 与 4 是 长 度 可 公开 的 ， 
站 G 所 以 GC 是 有 埋 的 ， 
了 _. 给 出 两 个 平方 数 DE , EF， 
Et Dp 又 它们 的 差 DF 不 中 平方 数 . 
| 设 作 王 比例, FD 比 BE 如 同 CG 二 在 方 
形 比 GB 上 正方 形 . [X .6, 推 论 ] 
所 以 GG | 下 方形 与 GB 上 直上 形 是 可 公 度 的 ， [x.6} 


亿 征 GG 上下 止 方 形 是 有 理 的 ; 
所 以 GB 上 正方形 也 是 有 于 的 ;所 以 BG 出 是 有 理 线 诺 . 

出 于 GC 上 于 六 撒 与 588 虐 征 方形 的 比 不 语 于 一 个 平方 数 比 
一 个 平方 数 ， 


二 是 CG 与 BG 是 长 度 不 可 公 庶 的 . [KK .9] 
而 两 者 都 中 有 理 的 ， 

所 以 CG ,GB 是 仅 正 方 果 公 度 的 两 用 线 眉 ， 

天 是 BC 是 一 个 余 线 . [XX.73] 


共 次 可 让 它 也 是 一 个 第 二 余 线 ， 

设 旦 上 江 方 形 是 BG 上 [正方形 比 GC 革 正 方形 所 超过 的 黄 . 

这 时 ,机 于 BG 上 上 正方形 此 Ge 上 不 方形 如 隔 数 8D 比 数 DF， 
所 其 出 换 比 .BG 让 方形 比 玉 [正方 撒 如 同 DE 比 .EF. 

[¥.19, 推 论 ] 

中 册 数 DE', EE 邦 是 平方 数 ,所以 BG 上 下 方形 与 五 上下 方 撒 的 
比 刘 同一 个 半 方 数 比 一 个 平方 数 ， 
因此 BG 与 如 是 长 度 可 公 度 的 . [XxX.9] 

而 BG 1 小 方 形 比 GC 二 中方 形 太 :个 吾 上 上 正方 形 ， 
所 以 BG 上 J 于 方形 比 GC 下 正方 形 大 一 个 与 BG 是 长 度 可 公 度 的 线段 
疆 仍 正方 撒 ， 

附则 谎 段 CG 与 给 定 的 有 理 线段 4 是 串 公 度 的 ， 

所 以 BC 是 个 第 一 余 线 . [六 .定义 [II.21 

于 是 第 -- 余 线 蕊 六 出 . 
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粳 芍 儿 昌 入 儿 何 知 丰 


证 完 
证 局 5 的 注 相 [9]. 
今 下 油 灶 [mR 
[有 由 他 二 和 = 各 
vm nA 
恢 儿 电 得 证 明了 - 如 = 了 和 二 如 是 一 个 种 一 余 线 . 
四 然 它 和 第 一 一 项 线 -一 1 + 和 1X.49 是 方 各 
a -2p=0 
-3 la 
的 根 . 
命题 87 ) 
求 第 三 余 线 . 
给 定 一 个 布 理 线段 4&, 此 二 个 
数 百 ,BC,(D 插 止 者 的 比 不 同 于 4 
个 六 方 数 比 -一 个 平方 数 ， pp c 
但 是 , GB 和 BD 的 比如 同一 个 于 方 KE 
数 比 一 个 半 六 数 ，  _ 玉 
没 作 出 比例 ,5 上 比 BC 如 同 4 上 BP rc 


下 方形 比 FG .4. 正 上 方形， 
对 使 BO 此 CD 和 如同 FG 上 正方 形 比 GH LIE 形 .1X.65, 推 论 ] 
这 刊 , 有 于 号 比 呈 2 由 回 4 上 正方 形 比 PR 上 正方 形 ， 
所 以 及 上 下 方形 与 PG 上 正方 形 是 可 公 度 的 . 1 .6] 
但 是 及 下 正方 形 是 有 理 的 ， 
所 以 FG 上 下 为 拱 也 是 有 于 的 ; 丁 是 FG 是 有 有 理 的 . 
对 由于 ,EB 与 BC 的 比 不 同 于 - -个 平方 数 比 一 个 平方 数 ， 
所 书 A 上 正方 形 与 FG 于 正方 形 的 比 也 不 同 于 一 个 平方 数 比 一 个 平方 
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第 X 准 者 


数 ; 

于 是 A 与 FC 是 长 席 不 可 公 度 的 . [X.9] 
肥 因 为 ,BC 比 CD 如 5 FG 二 于 方形 比 6G5 J 正方 形 ， 

所 以 FG 上 正方 撒 与 GF 上 让 方形 是 可 公 度 的 -xX.6l 


但 是 FG 了 上 正方 形 是 有 埋 的 . 
县 而 6 有 上 正方 形 世 是 有 埋 的 ,于 是 G8 是 有 理 的 ， 

叉 因 为 ,BC 与 CD 的 比 不 同 士 一 个 平方 数 比 一个 平方 煞 ， 
所 以 FG 上 上 上 是 方形 比 GH 上 正方形 也 不 同 二 一 个 平 产 数 比 一 个 平方 
数 


凡 此 Pa 与 G8 是 长 度 不 可 会 度 的 . [X.93 
脆 两 者 部 是 有 埋 的 ; 

所 以 FG ,GE 忠 仅 正 廊 可 会 度 的 两 有 霸 线 段 ， 

车 此 FH 是 :个 余 线 . ,73 | 


其 将 可 证 它 也 是 一 个 第 .: 余 线 ， 
盯 汶 ,由 于 召 比 BC 如同 4 上 正方 卉 比 FG 二 由 方形 ， 

又 ,BC 比 CD 如 同 FG 下 正方 形 比 HG 上 上 止 方形 ， 

所 以 ,上 坡 省 未 比 ,EB 比 CD 如 同 A 上 上 JF 方形 比 HG 下 下 方 撒 . 

[LY¥.22| 
但 是 五 与 OD 的 比 不 同 于 一 个 平方 数 比 一 个 平方 数 ， 

所 以 A 上 止 方 形 与 G68 上 不 方形 的 比 不 同 于 一 个 平方 数 比 个 平方 

数 ， 

凡 些 是 与 6 是 长 度 相 可 会 度 的 . [X.91 
所 以 线段 FG ,GB 部 苇 给 汪 的 有 理 线段 4 不 是 长 度 可 公 上 比 的 ， 
现在 汕 六 于 正方 形 是 FEG 上 正方 形 比 GH 上 让 方 弄 所 辐 过 的 荆 . 
这 时 ,由 于 BC 比 GD 如 同 FG 上 正方 形 比 GI 上 正方 形 ， 

所 以 由 换 比 例 ,BC 比 BD 好 [Is] FG 上 正方 形 比 乓 上 下 方形、 

Lv .19, 推 论 ! 
但 是 BC 与 BD 的 比如 同一 个 平方 数 比 -个 半 方 数 ， 

所 以 FG 上 正方 形 与 KK 上 下 方形 的 比 电 如 同 :个 平方 数 比 .个 平方 

数 . 


[ 
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三 哆 上 由 行 : 儿 何 基 本 


所 以 FG 与 天 是 长 度 可 公 度 的 ， .X.9| 
峙 FG 上 正方 形 比 65 下 下 方形 大 个 与 是 可 会 度 的 线段 上 的 正 
方形 . 

又 FG ,GH 部 与 所 给 定 的 有 理 线段 4 不是 长 度 可 公 度 的 ， 
所 以 FH 是 -个 第 三 余 线 ， x 定 光 III.3] 

于 足 第 一 余 线 己 作出, 


证 完 
设 疡 中 一 个 有 用 线段 . 取 -个 数 Po af- 2) 任 商 者 的 比 不 等 于 一个 
干 方 数 I 比 一 个 半 疗 数 . 
今 开 ,四 满 中 Pi m= 和 


让 是 T=0 .pn 
YY 站 
y= .~ oY mk v 1A 


时 儿 蛙 得 证 明了 -= 4 一 1 一 让 是 一 个 第 二 余 线 . 
它 和 第 下 二 项 线 mvRE0 + 所 dw 【一 总 .501 基 方程 
2 2 A = 人 0 
的 惧 . 


命题 38 


求 第 四 余 线 ， 


A 县 
HH 


好 
F 


E 


给 定 -个 有 理 线 段 A. 闵 设 BG 与 忆 丰 长 度 可 公 诬 的 ， 
所 以 BG 也 是 有 则 线段 . 
设 给 定 两 个 数 DF, FE, 且 使 共和 DR 与 歼 DF, EF 每 一 个 的 比 不 
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第 人 兰 看 


加 于 :个 平 方 数 比 -个 平方 数 . 
设 作 出 比例 ,2 要 比 如 同 BG 于 方形 此 GC 上 正方 形 ， 
LX.6. 推 论 | 
所 以 BG 上 目 廊 形 与 GC 上 正方形 是 可 公 度 的 . [%.61 
但 十 BG 上 正方 形 是 有 理 的 ， 
上 所 以 Ge 上 上 正方形 也 是 有 有 理 的 ,从 而 GC 是 有 理 的 . 
现在 ,因为 DE 与 EF 的 比 小 同 于 一 个 平方 数 比 个 平 卢 数 ， 
所 局 BC 虐 止 方形 与 GO 上 正方 形 的 比 也 不 同上 个 乎 万 数 比 一 个 平 
广 数 ， 


所 以 BG 与 GC 是 长 度 不 可 公 度 的 . “xX.9| 
区 丙 者 都 是 有 理 的 ,用 以 BG ,GC 是 仪 止 方 可 公 度 的 两 有 埋 线 段 ， 
[车 此 BC 是 :个 余 线 . [X.73] 


现在 设 吾 上 正方 形 是 至 B 上 止 方 形 比 GC 上 二 方形 所 碾 过 的 其 ， 
人 这 HH ,DE LE EF WN BG Li jE GC 工 正 方形 . 
所 以 由 换 [E, RD LDF 如 GB 上 正方 声 比 百 上 正方 形 . 
[v.19. 推 论 ] 
但 是 ED 与 DF 的 比 不 同 于 一 个 平方 数 比 一 个 平方 数 ， 
所 以 GB 二 下 方形 与 太 于 正 方形 的 比 丰 加 十 一 个 平方 数 比 一 个 平方 
数 ， 
所 以 BG 与 吾 是 长 新 不 可 公 度 的 . iX.9] 
又 BG 上 下 方形 比 GC 上 正方 形 大 一 个 五 上 上 正方形， 
所 以 BG 在 方形 比 GO 上 下 方形 大 一 个 与 Po 是 不 可 公 度 的 线段 上 
的 止 方形 . 
又 整体 BG 与 所 给 定 的 有 理 线 段 4 是 长 度 可 公 度 的 . 
所 以 BC 是 一 个 第 四 余 线 . LX. 定 六 1.4] 
于 是 第 四 余 线 己 求 山 . 


证 完 
汶 各 生 岂 知 的 有 理 线 段 P 是 长 许可 公 并 的 , 取 隔 数 次 .使 (各 二) 与 后 ， 
nn 的 每 一 个 的 比 丰 等 于 一 个 平方 数 比 一 个 平方 数 . 
全 底 满 是 比 从 |im 二 R= ， 


三 欧 儿 里 得 :几何 原本 


了 胸 风 时 得 评 十 了 各 一 全 = 机 一 — 是 一 个 第 四 休 线 . 
”1 十 
吉利 第 四 - 王 线 和 + 了 51 是 方程 
2 — 2 + =0 
的 根 . 


命题 89 


求 第 五 余 线 . 

给 定 -个 有 理 线段 4 ,又 设 0G 与 44 是 长 度 BID 
公认 的 ,所 以 CG 是 在 理 的 . 

给 定 丙 数 DF,FE ,日 使 DE 与 线段 DF, 上 
的 告 一 个 的 比 不 同 于 一 个 平方 数 比 一 个 平方 数 ; F 
设 作出 比例 ,FE 比 BD 如 同 CG 上 十 方形 比 6 “ 

上 上 正方形. E 
所 以 GB 上 下 方形 也 最 有理 的 ， [X.61 

从 WW BG 也 是 布 理 的 ， 

现在 ,由 于 DE 比 EF 如 同 BG 下 正方 形 比 GC 上 正方形 ， 
而 BE 与 EF 的 比 不 同 斑 一 个 半 方 数 比 一 个 平方 数 ， 
所 以 BG 上 下 GC 上 正方 形 的 比 不 同 于 一 个 平方 数 比 - -个 平方 
数 ; 于 三 BG 与 旦 长 度 不 可 公 度 的 . XxX.9]| 

又 者 部 是 有 昌国 所 BG ,GC 是 仪 正 廊 可 公 度 的 崎 有 于 线段， 
因此 BC 是 - -个 余 线 . 

其 次 可 让 它 是 个 馆 虐 余 线 . 
因为 , 荐 设 吾 上 正方 形 是 BG 上 和 方形 比 GC 上 正方 形 所 超过 
这 时 ,由 于 BG 上 正方 形 比 GC 上 上 上 正方形 如 同 DE 比 EF， 
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第 X 状 二 


所 雇 ,由 换 比 ,ED 比 DF BG 二 正方形 比 在 于 平方 形 ， 
LY.19 推论 |] 

但 是 ED 与 DF 的 比 涉 同 于 一 个 平方 数 比 一 个 平方 数 ， 
所 以 BG 上 正方 形 与 豆 [正方形 的 比 术 同 十 一 个 平方 数 比 一 个 平方 
数 ， 
所 以 BG 与 号 是 长 度 不 可 公 度 的 ， [XxX.9] 

又 BG 工 止 方形 比 GO 工 身 方形 大 一 个 里 上 下 方形 ， 
所 以 GB 直方 撒 比 GC 工 赴 广 此 太一 个 与 GB 是 长 度 不 可 公 度 的 线 
段 上 的 正方 形 . 

区 ,附加 线段 CG 与 所 给 定 的 有 埋 线 段 4 是 长 度 可 公 度 的 ; 


所 以 BC 中 -一 个 第 五 余 线 . i 定义 II.5] 
于 是 第 王 余 线 已 作 盾 |. 
证 完 


流放 X1 的 注 树 癌 . 
全部 请 中 比例 并 了 = 了 


[是 = i Wi pp TTA. 
厂 世 出 答 证 明了 和 证 > 的 , 守 - 直 = + 名 足 一 个 第 二 余 给. 
放下 一 项 线 和 + 可. 和 2 三 方程 


2 的 棋 . 


命题 0 


求 第 交 余 线 . 

答 定 一 个 有 起 线段 4 ,又 三 个 数 百 , BC ,CD 两 两 之 比 不 同 于 一 个 
平方 数 比 一 个 平方 数 , 又 设 CB 与 BD 的 比 也 不 同一 个 平方 数 比 
个 平方 数 . 

没 作出 比例 ,五 比 BC 如 同 4 上 睫 广 形 比 FG 上 上 正方形， 

区 ,BC 比 CD 如 辣 FG 上 正方 形 比 GH 上 正方 形 . [X.6, 推 论 ] 
5 


者 欧 几 里 得 ， 几何 如 全 


现 作 ,因为 吾 比 BC 如同 直上 上 正方 


形 比 FG 上 目 方 形 ， 4 - 
所 以 4 上 正方 形 与 到 上 平方 形 足 可 fF 一 人 一 一 6 
公 度 的 ， [|X.6) Ko 

但 是 A 二 正方 形 是 有 理 的 ， 


所 以 FG 天 正方 撒 也 是 有 理 的 ,从 而 BC 
FG 也 是 有 惠 的 . 
及 因为 ,EE 与 BC 的 比 涉 同 于 一 个 平方 数 比 一 个 平方 数 . 
所 以 有 止 方形 与 FG 王 自 广 拱 的 比 不 同 于 一 个 平方 数 比 一 个 平方 数 ， 


于 是 4 与 FG 是 长 度 不 串 公 度 的 ， [X .81 
再 痢 由 于 ,BC 比 丰 如 加 zz 上 年 方形 比 6 上 直方 虞 ， 
所 以 FG 上 下 方形 与 G5 上 正方 形 基 可 公 度 的 . [X.9] 


但 是 FG 上 直方 上 形 是 有 理 的 ， 
所 以 GH 下 正方 形 世 是 有 埋 的 , J- 是 6 也 是 有 理 的 . 
又 田 上 BC 与 CD 的 比 不 同 于 一 个 平方 数 比 一 个 平方 数 ， 
所以 FG 下 正方形 与 GH 工 止 方形 的 比 不 同 于 一 个 平方 数 比 一 个 平方 
数 ; 


于 是 FG 二 GH 起 长 度 不 可 公 度 的 . -x%.9] 
又 此 者 都 是 有 娃 的 ， 

所 以 FG, GH 蛙 仅 正方 可 公 度 的 有 理 线 段 ; 

因此 FE 十 一 个 余 线 i 总 .731 


其 次 可 证 它 也 是 - -个 第 六 余 线 . 
因为 吾 比 再 C 如 同上 十 方形 比 FG 上 下 方形 . 

.BC 比 CD I 同 FG 上 下 方形 比 G8 二 下 方形 ， 

琉 首 未 比 , 玉 比 CD 外 同 4 上 上 正方形 比 G 了 上 正方 堪 . LY¥.22] 
但 是 , 吾 与 GD 的 比 不 同 于 一 个 六 广 数 比 一 个 半 方 数 . 

所 以 A 上 上 正方形 与 GH 上 赴 六 上 撒 的 比 也 不 同 于 一 个 平方 数 比 一 个 于 

方 数 ， 

所 以 2 与 GH 是 长 度 不 叮 公 度 的 ， [xX.9] 

内 此 线 FG, GH 的 每 -个 与 有 理 线段 4 不 足 长 度 可 公 度 的 . 
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现存 , 设 下 上 正方 形 是 ECG 于 正方形 比 GB 上 凸 六 形 所 超过 的 ， 
这 时 ,由 于 BC 比 CD 如 同 FG 上 上 止 方 形 比 6 正方形. 
巾 换 比 , CB [LE BD 组 回 FG 王 正方 形 比 下 上 下 方形. VW.19, 推 论 ;， 

从 是 G8 与 BD 的 比 不 同 于 一 个 平方 数 比 一 个 平方 数 ， 
用 以 FG 的 正方 形 与 下 上 上 止 广 形 的 比 不 同 于 一 个 于 方 数 比 一 个 平方 
是 FG 与 下 是 攻 度 不 可 公 度 的 . -XX.9] 

FG LA GH 上 让 方形 人 一 个 天 下 正方 形 ; 
所 以 FEG 上 正方 形 比 (向 上 正方 形 天 个 与 FG 是 长 度 不 可 公 度 的 线 
段 上 的 正方 天. 

又 ,线段 FG ,GH 的 每 一 个 与 所 给 出 的 有 理 线段 不 评 可 公 度 的 ， 
"AF FH 足 一 个 第 六 余 线 ， [Xx, 定 多 10.6] 

是 第 六 余 线 已 作出 . 


证 完 
证 是 有 埋 线 段 , 职 数 5.(Hm+ m,n 彼此 之 比 不 等 于 一 个 平 力 数 | 一 个 
和 下方 数 ,m+ 与 mr 之 比 也 不 等 一 个 半 并 数 比 一 个 半 六 数 . 
今 工 名 滑 丰 比例 户 :二 况 } = 问 7 


于 旦 六 = pa 至 从 ki; y= pa 0 


聊 儿 四 得 证 明子 癌 - 2=v 癌 -是 一 个 第 六 余 线 . 
它 和 第 惟一 项 组 vy f+ YAP[N.53] 赴 六 程 


dD hs + A 
的 根 . 


命题 91 ) 


车 一 个 面 是 由 一 个 有 理 线 段 与 一 个 第 一 余 线 所 和 包含 的 大 
形 , 则 该 面 的 " 边 "是 一 个 余 线 . 
为 此 , 设 算 形 AB 是 由 有 理 线 段 AC 与 第 - -条 线 AD 所 包含 的 . 
55 


本 欧 儿 册 得 , 蕊 全 记 本 


则 可 证 AB 面 的 " 边 " 基 一 个 余 线 . 
六 为 4AD 是 一 个 第 一 余 线 , 洪 DG 是 它 的 附加 线段 ， 

所 以 4 ,GD 是 促 正 方 可 公 度 的 两 有 理 线段 . 1 .73] 
调用 ,全 线段 4G 与 所 给 出 

的 有 好 线段 4C 是 可 会 度 的 , 且 

4G 上 正方 形 比 GD 下 直方 拒 大 4 


Db 五 F G 
不 与 4G 是 长 度 可 公 度 的 线段 | | ] | 
于 的 正方 搓 ，,X .定义 4.1| 
C 五 i I 五 
N P 


下 此 ,如 毕 在 AG 于 巾 人 台 - 
个 等 于 DG 上 正方 形 的 四 分 之 - 


i 
日 缺少 一 正方 形 的 年 形 , 则 它 被 5 io 
分 为 叮 公 度 的 陵 段 .， [X%.17] ” 


设 点 思平 分 DG ,在 AG 上 幅 
会 -个 等 FEBGB E 止 方形 有 缺少 R TM 
-一 个 正方 形 的 入 形 AF'、PG， 
所 以 AF 三 FG 址 可 公 度 的 ， 

吧 过 点 EF,G J EH,II, GK 和 FAC. 

现在 ,因为 A4F 与 FG 是 长 度 可 会 度 的 ， : 
BW AG 与 线段 4 FG 的 答 -- 个 也 是 长 典 丁 公 度 的 ， i .15] 


但 是 AG 5 4AC 是 可 公 度 的 ; 
所 以 每 -个 线段 AF,FG 与 4C 是 长 度 叫 公 度 的 . -x.12] 


而 AG 是 有 上 霸 的 ， 
所 以 AF,FG 也 是 有 理 的 ， 


内 此 每 一 个 线段 A1,FK 也 是 有 理 的 . i 义 .19] 
现在 ,由 -J DE 与 BG 是 长 庶 可 公 度 的 ， 
所 以 DG 与 千 个 线段 DE ,EG 也 是 长 度 可 公 度 的 ， [Xx.15. 


但 是 DG 是 有 理 的 二 与 4C 是 长 度 木 可 公 度 的 ， 
所 以 得 个 线段 DE ,EG 也 是 有 建 的 且 与 AC 长 度 不 可 会 度 ， 
, .13] 
国 此 每 - -个 短 形 DH ,EK 是 中 项 面 . TX.211 
现在 作 正 方形 LM 等 于 ,月 从 中 减 去 与 它 有 共同 骨 LPWM， 
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HH 等 J FE 的 正方 形 NO， 

所 以 酌 正 方形 END 有 失 线 的 对 前 线 ， 

PR 是 它们 的 对 角 线 ,并 作 活 |. 「Y1.26 
国 为 几 AF, FG 亿 会 的 逢 彩 等 十 瑟 G 让 的 下 方形， 

所 以 4FP 比 有 7 WI EG FE RG. [v1.17] 
位 是 AF 比 R Wo) AT LE EK, 

YEG EH FG #0 EK I KFT; [V1.1] 

所 以 EK 夺 AIT ,KF 的 比例 中 贰 . ‘11] 
但 是 ;生出 已 经 让 明了 MN 也 是 LW ,NO 的 比例 中 卉 ， 

区 .33 后 引 理 | 


上 月 AT 等 jj 正方 彤 LM, KF 等 NO; 所 以 MN 也 等 于 EK. 

但 是 EK 等 于 DH,H. MN 等 于 4X00; 
所 以 DK 等 于 折 尺 撒 UVW 与 NO 的 和 . 
但 是 AK 也 等 于 下 方形 LM ,NO 之 和 .从 而 余 量 4B 等 于 ST. 

但 是 ST 等 于 LN, 所 以 LN 上 人 下 方形 等 于 AB， 
[HE LN ! 是 4 的 这 

其 次 可 让 LN 是 :个 余 线 . 

轩 为 每 一 个 矩形 和 ,BK 足 有 吾 的 ,日 它们 分 别 等 于 CT， NO， 
所 以 每 个 于 方形 LM NO , 即 分 别 为 工 P, PN 上 的 正方 形 , 也 是 有 理 的 ; 
因此 每 一 个 级 段 LP, PN 也 是 有 理 的 . 
叉 由 于 ,7 再 号 中 项 各 , 且 等 于 LO, 所 以 LO 岂 是 中 项 面 . 
这 时 ,出 于 LO 是 中 项 耐 ， 
而 NO 足 有 二 的 ,所 以 2O mw 不 呆 公 些 ， 


但 是 LO 比 AO 5 LP HE PN, ,¥[.1] 

所 以 LP PN 让 长 度 不 栈 公 度 的 . -X11] 
电 两 首 玫 是 有 理 的 ; 

所 以 了 P.PNV 是 仅 止 方 可 公 度 的 两 有 再 线 段 ; 

上 是 LN 站 -个 余 线 . -XX.73] 


日 它 吓 面 #8 的 * 边 ”所 以 [有 4 的 “过 "是 一 个 余 线 ， 


者 欧 儿 围 得 "几何 原 沾 


设 PP 是 有 导线 段 . 第 一 余 线 为 本 一 各 1 一 和 X95, 求证 


PCP- 1 下) 吕 - 个 余 线 . 
i | 
2 


入 WwW PEE 一 WY IA PY (AD pa (01-4). 


我 们 可 忆 补 其 | Eo 2 (1 1) 起 一个 余 线 . 


心 和 一 基线 ov Er to 年 (1 ALX.541 是 方程 


X20 A = 
的 根 ， 


命题 929 ) 


若 一 个 面 是 由 一 个 有 理 线段 与 一 个 第 二 你 线 和 包含 的 给 
形 . 则 该 面 的 * 边 "是 一 个 中 项 线 的 第 一 余 线 
设 面 A48B 是 由 有 肆 线 段 4C 
和 第 二 余 线 4D 所 包含 的 . 
则 引证 而 AB 的 “ 边 " 旺 
个 中 项 线 的 第 一 余 线 . 
为 此 , 设 DG 是 加 到 AD 上 
的 附 邵 线段 ,所 以 4G,GD 是 仪 
正方 可 会 庆 的 有 理 线 段 ， 
[X.73] 
里 附加 线段 DG 与 所 给 出 的 有 
理 线 绕 4C 是 可 公 度 的 ， 
而 全 线段 4G 上 止 方形 比 GD 
上 止 方 形 太 一 个 与 AG 是 长 度 可 公 诬 的 线段 上 的 止 方形 ， 
[| 基 .定义 4H.2] 
中 ,这 时 4 上 正方 形 比 GD 于 正方 形 人 :一 个 与 4G 可 会 度 的 线 
段 上 的 正方 形 ， 
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所 以 ,如 果林 4G 上 贴 合 一 个 等 于 GD 上 上 正方形 的 四 分 之 一 日 缺少 一 

正方 形 的 矩形 ， 

则 它 分 AG 为 丁 公 抬 的 两 段 . [X.17] 
没 点 如 半分 DG ,在 AG 上 巾 合 一 个 等 于 BG 上 斑 方 懂 且 馈 少 一 下 

方形 的 逢 形 AF FG, 于 是 4F 与 FG 是 长 度 可 公 度 的 ， 

所 以 AG 与 每 一 个 线段 AF, FG 也 是 长 度 可 公 度 的 . [X.15] 
们 是 AG 是 有 理 的 所 与 4C 是 长 诬 不 可 公 度 的 ， 

所 以 每 一 个 线段 AF, FG 也 是 有 理 的 日 与 0 是 长度 不 串 公 度 的 ， 


[XxX.13] 
从 击 每 一 个 和 窍 形 A1, FK 是 中 项 而 ， [21 
再 者 ,风力 DE 与 BG 是 可 公 度 的 ， 
所 以 DG 与 每 一 个 线段 ,BG 也 是 是 公 度 的 ， [X.15] 
但 是 DG 与 AC 是 长 度 可 公 度 的 . 
所 以 每 一 个 拖 形 D5, EK 是 有 上 肆 的 ， “XKX.19] 


现在 作 二 方形 LM 等 AT, 于 减 太 等 于 FE 与 LM 有 有 公共 骨 
LPWM 的 正方 形 NWD ,所 网 END 的 对 角 线 相同 . 
设 PR 是 它们 的 对 角 线 ,诗作 图 . | ¥1.26] 
这 国生 二 47 ,FE 都 是 中 卉 而 上 分 别 等 于 LP,PN 二 正方 埠 ， 
那么 LP, PN [I 上 方形 也 者 旦 中医 而 [， 
所 以 LP, PN 也 是 低下 方 让 公 度 的 两 中 项 线 . 
有 因为 贞 形 4F .FG 等 下 BEG 上 下 方形， 
所 以 4 tH EG 如 朵 PCG tt FG, [Ya.17] 
I AF FEE EG HH AT HE EK. 
H EG HFG Mm ER LE FE, [WI.11] 
所 EE 吕 AT ,FE 的 比例 中 (项. [¥.11] 
但 是 , WN 也 是 商 让 方形 ZI NO 的 让 例 中 项 ， 
而 47 等 上 ZI ,TEL FEK 等 于 NoO， 
所 以 MN 出 等 J ERK. 
但 是 DE 等 于 EK,H. 10 等 于 MN， 
所 以 整体 DK 等 于 折 尺 撒 UVW 与 NO 的 科 . 
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者 区 几时 得 : 儿 休 原本 


因为 整体 AK 等 十 LM ,NO 的 利 ， 
六 DK 等 十 折 凡 形 UVW 与 wo 的 和 ， 
所 以 余 量 2B 等 于 9. 
但 是 TS 等 于 LN 上 正方 彤 ; 
所 以 LN 上 正方 形 等 二 而 AB; 因 此 LN 等 上 面 4B8 的 " 边 . 
其 次 吕 证 ,LN 旦 一 个 中 项 线 的 第 一 余 线 . 
因为 ,由 于 EK 是 有 理 线 段 ,是 EK 等 于 17.0， 
所 以 LO , 即 征 形 LP、PN ,是 有 里 的 . 
但 已 让 NO 是 一 个 中 项 面 ， 
所 以 LO 5 NO 是 不 可 公 度 的 . 


往外 ,LO LE NO lo] LP HPN. -WI.1] 
所 以 LP,PN 中 长 度 不 可 公 庶 的 . [X.11] 


所 以 LP ,PN 是 仅 正 方 可 公 度 的 两 中 项 线 ， 

下 出 它们 了 包含 的 征 形 LO 是 有 的 ， 

所 以 LN 是 一 个 中 十 线 的 第 一 余 线 . | X.74] 
艾 它 等 于 而 AB 药 “ 边 ”. 
所 以 调 AB 的 * 边 "是 一 个 中 项 线 第 余 线 ， 


证 完 
波 记 起 有 理 线段 ,第 一 余 线 为 下- 二- 1X.86] ,求证 
Tx 
vf pf 如 各) 是 一 个 第 一 中 项 个 线 . 
' 一 


站 Fr : i 
为 Oy 2 


J 1 ! 
畏 厂 本 站 " : 三 工 十 A 1 : 在 ] 一 让 2 He 
本 以 还 明 Py -3 ( 1 4) 一 | ) 是 “个 第 一 中 项 二 纯 . 


2 I+4A 

g/l+AY kia 
re oy 并 J | 
E 和 第 一 权 中 项 线 Py > { [| + HA (1=4) .%.55| 
引 广 程 4 一 二 A 下 让 二 吕 的 根 . 
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命 枉 93 ) 


落 - 一 个 面 是 由 一 个 有 理 线段 与 一 个 第 三 余 线 包 合 的 纸 
形 , 则 该 面 的 “这 "是 一 个 中 项 线 的 第 二 余 线 . 

为 此 , 渴 第 形 4B 是 由 有 更 
线段 4C 和 第 一 余 线 4 所 包 舍 
的 . 

则 可 证 新 AB 的 "过 ?是 一 个 
中 项 线 的 第 一 余 线 . 

设 DG 是 加 到 AD 上 的 附加 
线段 ,那么 4G ,GD 是 仅 正 方 避 
公 讼 的 两 有 理 线段 ,又 每 一 个 线 
段 4G ,GD 与 所 给 出 的 有 理 线段 
AC 不 是 长 度 可 公 度 的 ,而 全 线段 
AG 上 下 方形 比 附 加 线段 DG 上 
正方 形 大 一 个 可 a4G 是 可 会 度 的 线段 上 的 止 方形 ，-X. 定 交工 .3| 

由 于 这 时 AG 上 上 正方形 出 GD 上 正方形 大 个 与 4 是 可 会 麻 的 
线段 上 的 下 方形 ， 

所 以 ,如 果 在 4 上册 合 一 个 等 于 DG 上 正方 形 的 凸 分 之 一 中 缺少 - 
下 方形 的 矩形 ,; 则 它 分 AG 为 可 公 度 的 师 段 . Tx.17] 

设 点 吾 平 分 DG ,在 AG 上 贴 合 - -个 等 于 EG 上 I 汗 方 形 生 缺少 一 十 
方形 的 竹 : 形 , 设 它 是 夭 形 AF FG. 

设计 ,FG 作 EY, FI, GE 半 行 和 AC. 

所 了 AF, FG 是 串 公 度 的 ， 


于 是 A 与 FE 也 是 可 公 庶 的 . [WE.1,X. 1] 
出 于 AF, FG 是 长 度 可 会 度 的 ， 
所 以 AG 与 得 一 个 线段 4P FG 也 是 长 度 林 公 度 的 ， [X.15] 


但 是 DG 是 有 理 的 瑟 4C 足 长 诬 不 可 公 度 的; 
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三 欧 儿 出 得 : 蕊 们 际 林 


于 是 AF, FG 也 都 是 月 理 的 日 与 4C 是 长 度 不 可 公 度 的 .， [XX%.13] 


于 是 则 外形 A ,FE 都 是! 路 项 向 . [XX.21] 
革 册 本 DE 与 EG 是 长 度 可 公 度 的 ， 
所 以 DG 与 每 -个 线段 DE ,EG 也 中 长 度 可 从 度 的 ， [X.15] 


但 是 GD 是 有 理 的 日 与 4C 是 长 度 不 可 公 度 的 ， 
所 以 每 一 个 线段 7 ,PRG 也 是 有 理 的 ， 


日 与 4C 是 长 诬 不 可 公 度 的 . [X.13° 
因此 是 外形 DE .EK 者 是 中 项 向 . [X.21: 


各 因为 4G ,GD 是 仪 止 方 可 公 虞 的 ， 
所 以 46 与 GD 呈 上 长度 不 中 公 度 的 . 

由 十 4G 5 4P 是 长度 可 公 红 的 ， 
区 DG 与 EG 是 长 度 可 公 度 的 ; 


所 以 4F 与 EG 是 长 度 不 吓 公 诸 的 . [X,131 
但 是 ,AF 比 EG 如 [Bj AT 比 EK，, IY. 
所 以 47 与 ER 是 不 可 公 度 的 . [X.11, 


现在 作 正 方形 LM 等 于 AI， 
并 从 中 沽 去 正方 形 NO 等 于 FFE, 全 它 与 LM 有 相同 的 角 ZW， 
所 以 LM4 ,NO 有 共 线 的 对 闻 线 . 


设 PR 是 它们 的 对 角 线 ,于 作 图 ， : VI.26| 
现在 因为 町 形 AF.FG 竺 于 BG 上 正方 形 ， 

Wri, AF EE EG Wo EG tt FG. _wIL.17] 
但 是 AF EG 好 加 AI 比 EK， 

而 ,EG tt FG 如 同 EK FE， [¥.1] 

这 样 就 有 ,4 HEK M0 EK FE， [11 


所 以 EK 是 AT,FK 的 比例 路 项 . 
但 是 WN 出 是 是 正方 形 LM ,NO 的 比例 中 项 ， 
由 4 等 上 EM FEK 等 J-NO ,所 以 EK 也 等 1MIN. 
但 是 MN 等 LO. 是 EK 等 DH: 
所 以 整体 DK 也 等 于 折 尺 形 UVW 与 NO 的 和 . 
但 是 AK 也 等 于 LM ,NO 的 和 和 ， 
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所 以 余 起 4B 等 于 ST, 即 LN 上 正方 形 . 因此 LN 等 于 而 2B 的" 廊 ”. 
其 次 是 让 ,LN 是 一 个 中 虎 线 的 第 二 余 线 
因为 已 证 47 ,FR 荐 中 弄 面 ,有 旦 分 别 等 于 LP,PN 上 正方 堪 ， 
所 以 LP, PN 上 正方 形 也 都 是 中 项 所 
从 市 每 个 线段 LP ,PN 是 中 项 线 . 
又 因为 咎 FRK 是 可 会 度 的 ， [Ww1.1,X.L1] 
所 以 7 FFAES PN ye 
取 因 为 已 让 丰 与 EK 不 可 公 
所 以 LM 和 
oP LP | 站 广 撒 与 于 形 5P.BPN 不 可 公 度 . 
二 是 LP 与 PN 也 是 长 度 不 可 公 度 ; i¥I.1,X.11| 
岂 以 LP, PN 是 仪 正方 下 公 度 的 随 中 需 线 . 
其 次 可 证 它们 也 包含 一 个 中 项 而 ， 
册 为 已 证 EK 是 一 个 中 项 抽 , 旧 等 于 知 形 LP PN， 
所 以 第 形 LP .PN 也 足 中 项 面 ， 
于 是 LP, PN 是 仅 正方 可 公 度 的 两 由 项 线 . 且 它们 包含 一 个 中 硫 面 . 
以 LN 是 一 个 中 项 线 第 二 余 线 ， “XX.75] 
且 它 是 等 十 4B 的 * 边 ”. 
所 入 身 AB 的 "过 " 旺 -个 秆 项 线 第 二 余 线 . 


证 


浊 


设 疡 中 有 部 线段 ,第 一 余 线 是 ip -Ap 1 和:X87]. 


可 以 开明、 pe(V Pv RP) 0 +4) pr 人 (1 一 A) 是 -个 
第 一 中 项 余 线 ， 


它 和 第 一 下 中 项 线 pay De 于 (lx. 56_ 下方 襟 


+ 
的 要 . 


看 欧 几 里 得 :几何 原本 


著 一 个 面 是 由 一 个 有 理 线段 与 一 个 第 四 余 线 和 包 仿 的, 则 
该 面 的 “过 "是 次 线 . 
为 此 , 设 面 4B 是 由 一 个 有 
理 线段 4C 与 一 个 第 四 余 线 AD 
也 含 的 . 
则 可 证 面 AB 的 * 边 "是 次 
设 DG 是 对 AD 的 附加 线 
括 ; 
所 以 AG, GD 是 代 止 方 可 公 许 
的 两 有 理 线段 .4G 与 所 给 出 的 
有 理 线 线段 AC 是 长 度 可 公 度 
的 ,区 全 线段 AG 上 上 正方形 比 附加 线段 DG 上 下 方形 太一 个 与 4G 是 长 
度 趟 可 公 度 的 线段 千 的 正方 声 . [X. 定 六 01.4] 
出 于 这 时 AG 上 正方 形 比 GP 于 正方 形 大 -个 与 4G 是 长 度 不 可 
公 度 的 线段 上 的 正方 形 ， 
所 以 如 时 在 AG 上 上 贴 侣 一 个 等 于 DG 上 下 方形 的 四 分 之 一旦 筷 少 - 正 
方形 的 第 形 , 它 把 AG 分 为 不 可 公 度 的 疝 段 ， [XX.18| 
设 点 五 半分 DG , 且 在 4G 上 贴 合 一 个 等 于 BG 正方 形 且 缺少 一 
下 方形 的 矩形 ， 
且 没 它 是 矩形 AF FG; 所 以 AF 与 FG 是 长 度 不 可 会 度 的 . 
过 点 ,FG 5 EH, FI, GE F 生 TAC, BD. 
于 是 ,这 时 2G 是 有 昌 的 用 与 4C 是 长 认可 公 旧 的 ， 


所 以 整体 AK 是 有 理 的 . TIX.19] 
久 因 为 ,DG 与 4 是 长 度 不 可 公 度 的 , 且 两 者 都 是 有 理 的 ， 
所 以 DK 是 中 项 面 . [XX.21] 
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又 因为 ,4F 和 FG 是 长 度 不 可 公 度 的 ， 


所 以 让 与 FE 了 出 是 不 可 公 度 的 . [WI.1,X.1L1] 
现在 作 正 方形 LM 等 于 2&7 ,从 中 减 去 和 下 方形 NO 等 于 FPR, 器 它 与 
LM 有 相 辣 角 LPM .所 以 ,LM ,NO 的 对 急 线 相间 . “VT.26 1] 


设 PR 是 它们 的 对 朋 线 ,并 作 图 . 
于 是 ,因为 矩形 4F ,FG 等 于 BG 上 让 方 虎 ， 


所 BB ,AF tt EG HT EG Ht FG. [WI.17] 
但 是 , AF 比 PG 如 同 47 EE， 

而 日 EG tE FG 和 如同 BE 比 FEK: [V1.1] 

所 以 EK 是 A1 ,FE 的 比例 中 项 . [¥.11! 
但 是 WN 也 是 两 止 诈 形 LM ,NO 的 比例 中 项， 


日 AT 等 于 LM, FXK 等 于 NO; 
所 以 EK 也 等 于 MN. 
但 是 DH 等 于 EK, LO 等 于 MN， 
所 以 整体 DK 等 于 折 尺 形 UVW 与 NO 的 和 . 
取 轩 为 整体 AE 等 于 下 方形 LM ,NO 的 和 ， 
而 晶 . DK 等 于 折 尺 形 UVW 与 止 方形 NO 的 和 ; 
于 起 余 量 AB 等 于 ST, 节 LN 上 正方 形 ; 
所 以 LN 等 十 面 AB 的 “ 边 ”. 
以 下 本 证 LN 时 所 谢 次 钱 的 无 理 线段 ， 
因为 AK 是 有 理 的 旦 等 于 上 LP, PN 上 正方形 的 利 ， 
所 以 LP, PN 上 正方 形 的 和 是 有 理 的 ， 
又 因为 DK 是 中 项 面 ,日 甫 等 于 二 倍 的 怎 形 PP ， 
斯 以 二 信和 的 秆 形 LP .PN 是 中 项 面 ， 
现在 已 证 47 与 fFK 是 不 可 公 度 的 ， 
所 以 LP 上 下 方形 与 PV 于 正方 形 也 是 不 可 公 度 的 ， 
所 以 了 PP 是 正方 形 不 可 公 度 的 两 线段 , 甘 它 们 上 正方 形 的 和 
是 有 理 的 ， 
但 是 由 它们 包含 的 矩形 的 一 倍 是 中 项 面 ， 
所 以 LN 是 所 谓 次 线 的 无 理 线段 ， [X.76] 
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® 欧 几 里 得 :几何 原本 


用 它 等 于 面 48 的 “ 边 
王 是 曾 4B 的 " 边 " 是 深 线 ， 


设 产 忠和 理 线段 ,第 四 余 线 为 如- ATX- 名 "可 以 证 明 
十 


vy (wy 0 生生 下 站 
它 和 主线 pA (+ -二 ) + ox 本 (1 -2 ) .357 吕方 程 
-21022040 

的 根 . 


命题 :95 ) 


车 一 个 面 是 由 一 个 有 理 线 般 与 一 个 第 五 余 线 包含 的 , 则 
该 面 的 "“ 边 ”是 一 个 有 理 面 中 项 面 差 的 边 ，. 

为 此 , 浪 画 AB 足 由 有 埋 线 
段 4C 和 第 五 余 线 AD 位 含 的 . 

央 可 证 面 AB 的 “ 边 " 是 一 
个 有 旺 面 由 项 曾 美 的 边 . 

设 DG 是 对 2D 上 的 附加 线 
役所 以 A ,GDP 旺 仅 止 方 可 公 
度 的 两 有 型 线段 ,附加 线段 GD 
与 所 给 定 的 有 肆 线 段 4C 是 长 度 
可 会 度 的 .而 全 线段 4G 上 的 正 
方形 比 者 加 线段 DG 上 的 正方 
形 太一 -个 与 4G 是 不 可 公 度 的 线 
段 上 的 止 方形 . [X%. 定 闵 IL.5] 
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所 以 , 刘 果 在 4 上 贴 合 一 个 等 于 DG 主 于 方 拒 的 四 分 之 -的 十 
缺少 :正方 撒 的 读 形 , 则 它 分 46 为 不 可 会 度 的 号 段 ， [xX.18] 

设 点 站 平分 DG ,在 AG 贴 合 :个 等 EG 上 上 正方 形 且 缺少 :正方 
形 的 矩形 ， 
设 它 是 入 形 AF .FG ,所 以 AF 与 FG 是 长 度 不 可 公 度 的 . 

因为 AG 与 G4 是 长 度 不 可 公 度 的 ,日 师 者 都 是 有 有 理 的 ， 


所 以 AK 是 中 项 面 . [X.2311 
妈 因 为 , DG 起 有 理 的 日 与 AC 是 长 度 可 公 组 的 ， 
从 而 DK 是 有 理 的 . x.19] 


现在 作 正 方形 LM 等 于 47. 减 去 止 方形 NO 竺 于 FE,HES LM 

右 相 同 角 LPM， 

所 以 LM ,NO 的 对 前 线 相 同 . “V1.26] 
设 PR 是 它们 的 对 角 线 , 洗 作 图 . 
类 位 地 ,我 们 能 够 证 明 LN 与 面 AB 的 “ 廊 " 相 等 ， 
共 次 可 让 LN 是 个 有 理 面 中 项 面 准 的 边 ， 
因为 已 让 4 下 是 中 需 面 且 等 于 7P, PN 上 小 方形 的 和 ， 

于 是 LP,PN 上 正方 上 形 的 和 是 中 项 匣 ， 

区 因为 ,ZE 是 月 理 的 且 等 于 一 倍 的 年 形 7 PN， 

于 是 后 者 也 是 有 理 的 . 

区 由 王 4 与 3 是 不 可 公 度 的 ， 

所 以 LP 上 下 方形 与 PN 上 正方 形 岂 是 不 呆 公 度 的 ; 

所 以 工 P,P 是 正方 形 不 可 公 度 的 两 线段 ， 

日 包 们 上 正方 形 的 和 是 中 项 而 , 提 才 它们 名 含 的 矩形 的 一 倍 足 有 理 的 . 
所 以 余 旺 LN 是 称 为 有 理 面 路 项 赂 差 的 边 的 无 理 线 段 . 


“%.77] 
日 它 等 上 上面 4B 的“ 边 ". 
所 以 面 AB 的 “ 边 " 是 一 个 有 替身 中 坝 面 差 的 边 . 
证 完 


证 所 是 有 珊 线 役 , 弟 开 余 线 为 项 、1+a- 9 可 以 泪 时 


Vp /TTA MW) = NE AVL) ov (1 有) 是 - -个 
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中 项 三 存 埋 面 美的 边 . 


它 与 有 有 埋 遍 中 项 疡 和 的 边 A 生 (vt YA 世 (. 人 TTA) 
[xX.58] 是 方程 
2 A+ 0 
的 要 


命题 96 . ) 


车 一 个 面 且 由 一 个 有 理 线 段 与 一 个 第 六 余 线 包含 的 , 则 
该 面 的 “ 廊 “ 是 一 个 两 中 项 面 差 的 这 . 
为 比 , 设 面 AB 是 出 有 理 线 


段 4C 种 第 六 余 线 AD 包含 的 ， | 
则 证 面 4B 的 "过 "是 一 个 | | ] Wl 
两 小 项 两 差 的 按 . 下 


进 DG 是 对 AD 上 上 的 附加 线 
段 . 所 以 AG, GD 是 仅 正 方 可 公 
搁 的 两 有 埋 线 段 , 它 们 的 每 一 个 
与 所 给 定 的 有 理 线 段 AC 不 是 长 
度 可 公 度 的 , 上 全 线段 AG 下 下 
方形 比 附 加 线 乒 De 上 上 正方 形 大 
一 个 与 4G 是 长 度 丰 可 会 度 的 线 
段 上 的 止 方形 . .X. 和 定义 TH 

琴 为 4G 下 正方形 比 GD 上 正方 形 大 一 个 与 4G 是 长 度 不 可 4 会 度 
的 线段 上 的 正方 形 ， 

所 以 ,如 果 在 4G 上 由 全 一 个 等 于 DG 上 正方 形 的 四 分 之 -及 缺 少 一 
正方 形 的 矩形 , 则 它 分 4G 为 不 可 公 度 的 两 段 . [和 .18， 
对 4G 贴 合 一 个 等 于 BG 上 止 方形 日 缺少 一 止 方 形 的 矩形, 设 它 是 朱 
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所 以 4 天 与 PT 是 长 度 不 可 公 度 的 . 
但 是 , AF 比 FG 如 [5 A EFK, [VI.1] 
所 以 A 与 FE 尽 不 可 公 度 的 . LX.11] 
区 因为 4G ,AC 是 仪 正 方 可 公 度 的 两 有 理 线段 ， 
所 以 AK 中 中 项 面 . [X.21] 
又 因为 ,4C ,DG 是 长 度 不 可 公 度 的 有 有理 线段 ， 
所 以 DK 也 是 中 项 面 . TX.21] 
现在 ,AG ,GD 是 仅 正 方 可 会 度 的 ， 
所 以 AG 与 GD 是 长 度 不 可 公 度 的 . 
但 是 ,4G 比 GD 加 5 AK 比 ED:; [v1.11 
所 以 AK 与 KD 是 小 可 公 度 的 . [¥.11] 


现在 作 正 方形 LM 等 了 AI, 又 作 正方 形 NO 等 于 PK,H 它 与 LM 
有 相同 角 LPM ， 
所 以 LM ,NO 的 对 角 线 相同 ， [YI.26] 

设 PR 是 它们 的 对 角 线 ,证 作 图 . 

其 深 , 依 上 文 类 和 似 的 方法 ,我 们 能 够 证 明 LN 与 向 2B 的 "过 " 相 


还 可 让 LN 中 一 个 两 中 项 面 莽 的 边 ， 
因为 ,已 证 得 AK 是 一 个 中 项 耐用 等 于 了 PP 上 止 方形 的 和 ， 
所 以 LP, PN 上 正方 形 的 利 是 一 个 中 项 苘 . 
区 已 证 得 DK 是 中 项 面 册 等 于 二 倍 的 所 拒 工 P PN， 
所 以 . 倍 矩 形 LP .PN 也是 中 项 面 . 
又 因为 局 证 得 AK 与 DK 是 不 串 公 度 的 ,LP,PN 上 正方 形 鸭 种: 
二 售 的 个 形 LP .PN 也 足 不 可 公 度 的 . 
六 因为 ,A 与 FE 足 不 可 公 度 的 ， 
所 以 LP 上 正方 形 与 PRw 上 正方 撒 也 是 不 可 公 度 的 ， 
于 是 LP, PN 是 下 方形 不 可 公 度 的 线 投 ， 
日 使 它 信 土 正 方形 的 和 是 中 项 面 ， 
而 由 它们 包含 的 人 箱 撒 的 二 信和 是 中 项 面 ;市 且 它们 工 下 六 塔 的 和 与 出 它 
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们 包含 的 矩形 的 二 僧 是 不 可 公 度 的 . 

所 以 LN 是 一 个 称 之 为 两 让 项 别 差 的 边 的 无 理 线 段 ; [X.78] 
日 它 等 于 面 48 的 “ 边 ". 

于 正面 AB 的 " 边 " 是 一 个 两 中 项 面 莽 葛 这 . 


证 完 
设 疡 是 有 直线 段 ,第 六 余 线 为 一 vA2_X,90|. 可 以 证 中 
和 pots 0 Hon) = E+E = -ev TE Ev kA) 


在 :个 琴 中 项 疝 基 的 这 . 


它 与 随 中 项 商 和 的 边 Py } 人 大 CA 让 (7 一 VE-1)[X.591 是 方 
程 
的 要 . 


命题 97 ) 


对 有 理 线段 贴 合 一 个 矩形 ,使 它 等 于 一 个 余 线 上 的 正方 
形 ,所 广 生 的 宽 是 一 个 第 一 余 线 

让 AB 是 - -个 余 线 ,CD 中 一 个 有 理 线 段 . 对 CD 巾 合 等 AB 下 
下 方形 的 筑 形 55 产生 出 作为 宽 的 CF. 

则 订 证 CF 是 一 个 第 一 余 线 . 


B 
A 个 
Cc 中 上 KEK Mr 
4 | J /| 可 站 工 


为 此 , 吉 BG 是 对 AB 上 的 附加 线段 ， 
所 以 4G,GB 是 仅 正 方 可 公 度 的 两 有 理 线段 . [X.73] 
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对 CD 贴 侣 和 托 形 CH 使 它 等 于 4G 上 上 正方形， 
区 作 本 ,使 它 等 于 BG 上 正方 形 . 
于 号 CL 等 于 AG ,GB 上 古方 形 的 和 ,有 CE 等 于 AB 上 上 正方形， 
所 以 余下 的 至 等 于 一 倍 的 上 第 堪 4G , GB. [LT.7: 
设 点 NN 平分 EM4， 
村 过 w 引 NO 平行 于 GD， 
所 以 每 个 托 撒 FO ,LN 等 于 算 珍 AG GB. 
项 在 ,因为 AG ,GB .上 不 方形 都 是 有 理 的 . 
由 BM 等 于 AG,GB 和 上方 撒 的 和 ， 
所 以 DM 是 有 理 的 . 
又 DM 是 贴 合 于 有 更 线 段 CD 上 ,产生 出 作为 宽 的 CM， 
所 以 CM 是 有 建 的 昌 与 CD 是 长 度 可 公 度 的 . [X.20] 
因为 二 六 的 第 形 4G ,88 是 中 项 面 ， 
用 本 .等 于 二 倍 的 钼 形 4G .GB， 
所 以 到 是 中 项 面 . 
百 它 是 贴 台 十 有 理 线 段 CD 上 , 产 牛 出 作为 宽 的 FM; 
所 区 2 是 有 理 的 是 与 CD 是 长 度 不 可 会 度 的 . [X.22， 
因为 4G ,GB 和 正方 形 都 是 有 理 的 ， 
而 二 信和 的 第 形 4G .GB 是 中 项 面 ， 
所 以 4G ,GB 下 下 方形 的 和 与 二 倍 和 外 形 4G、GB 不 可 会 度 ， 
站 CL 等 十 AG ,G8 上 止 方形 的 和 ,以 及 二 等 于 二 和 倍 的 短 形 AG.、 
GB, 
所 以 DN 与 FL 是 不 可 公 度 的 . 


但 是 , DM 比 更 如同 CI 上 FW， -wl[.1) 
因而 CM 与 FW 是 氏 度 不 可 公 度 的 . [X11] 
羡 两 者 都 是 有 蜡 的 ， 
所 以 CM ,MF 是 仅 下 方 可 公 度 的 两 有 理 线 上段， 
所 以 CF 下 一 个 余 线 . ' 和 .73| 


其 次 可 证 CF 也 是 一 个 第 一 余 线 . 
因为 矩形 4G .GB 是 46 ,GB 虐 自 方形 的 比例 中 项 ,HH C8 等 于 
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49 上 由 六 形 , 枉 等 于 BG | 上 上 方形 ,NL 等 于 阜 形 4G ,GB， 
所 以 NL 也 是 CH, 二 的 比例 中 项 ， 
而 CF 比 NE 如 同 NL 比 上 LL. 


但 是 CH E 比 NE 如 同 CEK E 比 NN， [V1.1] 
H NL tH RE NM tH EW, 
所 以 定形 CE .KM 等 于 NM 上 二 让 撒 ， [WI.17] 


即 FM 上 中 方形 的 四 分 之 一 . 
六 因 为 , AG 上 涉 方 撒 与 GB 上 正方 形 是 可 公 度 的 ， 
于 是 , CH 与 谋 也 是 可 公 度 的 . 
但 是 , CH tb KL Wa CE tt EM, [V1.1] 
所 以 CE 与 KM 是 可 汉 * 度 的 . [X.11] 
因为 CM ,MF 是 两 个 不 相等 的 线段 ， 
且 对 OM 贴 合 等 J FM -古方 形 的 四 分 之 有 目 缺 少 正方形 的 咎 形 
CK KM, 
而 CK 与 KM 是 可 公 度 的 ， 
所 以 CM 上 正方 形 比 下 上 正方 拒 大 一 个 与 OM 是 长 度 可 公 许 的 线段 


F 的 正方 形 . [X.17] 
区 Cg 与 所 给 证 的 有 理 线段 C 有 9 是 长 度 可 会 度 的 ， 

所 以 CF 是 一 个 第 一 余 线 ， [XX. 定 疼 .1] 

证 完 

.97 到 XX.1 人 这 六 个 命题 分 别 是 上 述 六 个 命题 X. 贡 关头. 96 的 道 合 脑 . 


人 个 第 
余 线 . 

办 为 人 人 C1 

欧 几 里 得 证 明了 (1) 的 两 部 人 分 全 CT EF2y 天 是 仅 正 方 可 从 度 的 两 有 埋 线 


段 . 因 喇 它们 的 差 是 个 余 线 ,区 证 明 】 -这 两 部 分 及 ea 满足 XX. 定 区 .1 的 条 件 ， 
因 市 它 述 是 -个 第 - 余 线 . 


2 


第 X 着 者 


命题 9 ) 


对 有 理 线 段 贴 合 一 矩形 使 其 等 于 中 项 线 的 第 一 余 线 上 的 
迁 方 形 , 则 所 产生 的 宽 是 一 个 第 二 余 线 . 


A Go 
c F N K 
了 二 z GO Ht 


设 AB 十 一 个 中 项 线 第 一 余 线 ,COD 足 一 个 有 理 线 段 , 对 CD 贿 合 
-一 矩形 CE 全 其 等 于 .48 上 正方 彤 .所 产 牛 出 的 宽 是 CF. 

则 可 证 CF 是 个 第 二 余 线 . 

设 BG 是 对 4B 上 的 附加 线段 ， 
所 以 4G ,GB 是 公正 廊 可 公 度 的 两 中 项 线 , 量 由 它们 包含 一 个 有 理 算 
形 . [X.74] 

在 CD 上 贴 合 绝 形 CH 等 三 AG 上 上 正 廊 形 ,所 产生 的 宽 是 Ck， 
日 等 十 GB 上 下 方形 ,所 产生 的 宽 足 KM 
所 以 (了 等 于 4G ,GE 了 上 下 方形 的 和 ， 


所 凡 CL 也 是 中 项 面 ， iX,15 和 和 23, 推论 ] 
且 它 是 贴 合 于 在 理 线段 CD ,所 产生 的 宽 是 CM， 
所 以 CM 是 有 理 的 ,并 H. 与 CD 是 长 度 不 可 公 度 的 . i X.22|] 
现在 ,因为 CL 等 于 4G ,6B 上 正方 形 的 和 ,其 中 ,4B 下 下 广 形 等 
于 ( 百 ， 
所 以 余下 的 一 倍 的 算 形 4G ,GB 等 本 开 . FT.7] 


但 是 二 售 的 知 形 4AG .GB 是 有 理 的 ， 
所 以 开 是 有 理 的 . 
上 73 


者 也 几时 得 - 几 仙 原本 


艾 它 蚌 贴 合 于 调理 线段 三 上 ,所 产后 的 宽 是 FM ， 

所 以 4 也 中 有 用 的 昌 与 (CO 是 民 度 可 会 度 的 ， X .20] 
现在 ,因为 AG ,GB 上 正方 形 的 和 , 芭 CL, 是 中 项 面 . 

而 二 . 倍 的 短 形 AG .GB, 划 了 三 ,是 有 埋 的 ， 

所 以 CE 与 FL 是 不 可 公 妆 的 . 


但 是 OE [EFL CM EE FM. [wt.1] 
所 以 CM 与 FM 是 医 度 不 可 公 度 的 . [Xx.11] 
且 了 现 省 部 是 有 理 的 ， 
所 以 CM ,MF 赴 仅 正方 可 公 度 的 两 有 理 线段 ; 
央 此 CF 是 -个 余 线 . ' .73] 


其 次 可 让 CF 也 是 一 个 第 二 余 线 . 
设 点 和 平分 FMW, 刁 过 N 3 引 NO 平行 于 CD， 
所 以 每 一 个 拓 形 FO ,NL 等 下 贡 形 40 ,GB. 
损 在 ,因为 算 形 AG .GB 是 AG, (8 上 正方 形 的 比例 中 项 ， 
月 AG 上 正方 形 等 王 CEH, 答 形 4G .GB 等 NL, 以 及 BG LF 方 撒 等 
于 让, 于 是 NL 出 是 5( 百 ,本 的 比例 中 项; 
所 以 CH NL MNL EEL. 
{i OH EE NL ti CK tt NM. 


,NL EE RE MI) NM EF ME. W111 
所 以 OK EE NM i NM LE EEN, L¥.11] 
及 此 算 形 CE KM 等 于 AT 上 正方 形 ， [¥I.17] 


即 FM FE 方形 的 旭 分 之 一 . 
因为 CGM, FM 是 册 个 不 由 等 的 线段 ， 
日 夭 形 CE ,KM 是 贴 全 于 大 线段 CM 上 等 下 MF 正方 形 的 四 分 之 - 
旦 伍 少 - -由 方形 ,日 分 CM 为 可 公 谨 的 两 段 ， 
所 以 GM 下 正方 形 比 MF 上 证 方 形 大 一 个 与 CWM 是 长 虚 可 公 庶 的 线段 


FF 的 止 方形 ， [X.17] 
巨 区 线段 FW 与 所 给 定 的 有 理 线段 CD 是 长 度 可 会 度 的 ， 
所 以 CF 是 :个 第 一 从 线 ， [X. 定 义 了 .2] 

证 完 
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_ __ _ XE 
没 = 是 有 于 线段 .第 一 由 项 余 线 为 让 6 一 局 PEX.74], 求 让 
CE56 夺 0 个 种- 余 线 
因为 (4p ap . CRO) 2 2k]. (3) 


6 四 
敬 几 里 香 讶 明 户 上 的 隔 部 分 着 织 正方 可 会 麻 的 遇 有 悍 线 括 , 内 而 它们 的 次 
是 -个 余 线 , 区 迹 曙 于 这 油 部 分 及 o 满 是 %. 定 关 旧 .2 的 条 入, 因而 它 述 十 一 个 第 


命题 99 ) 


对 一 个 有 理 线段 贴 含 一 短 形 等 于 中 项 线 第 二 余 线 上 的 正 
方形 , 则 所 产生 的 宽 是 一 个 第 三 余 线 ， 

设 4B 给 一 个 中 基线 的 第 二 余 线 ,CD 是 有 理 线 段 , 蝇 在 GD 上 贴 
售 一 秆 撒 CE 等 AB 上 正方 形 , 所 产生 的 宽 是 CF. 

由 可 让 CF 是 一 个 第 三 余 线 . 

设 BG 入 4B 的 附加 线段 ， 
所 以 2G ,GB 是 公正 方 可 会 度 的 两 中 项 线 , 左 出 它们 包含 一 个 息 形 为 


A G 
TT 
D E 可 FH 
中 项 面 . [X.75] 


设 CH 是 巾 合 于 QD 上 上 县 等 于 4G 上 止 方形 的 扼 形 ,所 产生 的 宽 是 
OK ,又 设 谍 是 是 全 于 KU 下 和 等 二 BG 上 在 方形 的 矩形 ,所 产 汪 的 宽 
是 EWM ,于 是 CL 等 于 AG ,GB 上 东方 形 的 和 ,所 以 CL 也 是 中 项 面 ， 

[X.15 和 23, 推 沦 ] 
二 75 


看 欧 儿 申 往 : 几 箱 虹 市 


姬 它 基 由 人 台 于 有 理 线 段 ( 上 ,所 产后 的 宽 是 CM; 

所 以 CM 是 有 理 的 , 且 与 CD 是 长 度 相 可 公 度 的 ， [X.22】 
现在 ,因为 (也 等 于 AG,GB 上 于 方形 的 和 ,其 中 , OE 等 于 AB 上 

未 方形 ， 

所 以 余下 的 LF 等 二 二 信 的 算 撒 4G .GB. LI11.7] 
设 点 平分 PH ,日 作 NO 平行 于 CD， 

所 以 每 - :个 所 搓 FO ,AZ 等 于 定形 40 .GB. 
但 是 算 形 4G .GB 是 中 十 疝 ,所 以 所 也 是 中 项 面 . 
又, 它 是 贴 合十 有 晶 线段 8F 上 的 ,所 产生 的 宽 是 FW ; 

所 以 FM 也 是 有 理 的 且 与 CD 是 长 度 不 可 公 度 的 . |X% .22: 
又 向 为 AG ,GB 是 仪 止 方 机 公 度 的 ， 

所 以 4G 与 GB 是 长 度 不 可 公 度 的 ; 

因此 4G 上 下 方形 与 算 形 4G.GB 也 是 不 可 公 度 的 . [V1.1,X.11] 
但 是 4G ,GB 上 正方 形 的 和 与 4G 上 正方 形 是 可 会 度 的 ， 

旦 二 倍 的 矩形 4G .GB 与 年 形 AG .GB 是 可 公 度 的 ， 

所 以 AG ,GB 上 下 方形 的 和 与 二 售 矩 撒 AG .GB 是 不 可 公 度 的 ， 


"X13] 
但 是 (全 等 于 4G ,GB 上 正方 形 的 和 ， 
H 开 等 于 二 信和 的 矩形 AG GB， 
所 以 ( 汇 与 再, 也 是 不 可 公 度 的 . 
但 是 CL 比 FL 如 CM 比 P， [WT.1] 
所 以 CM 与 FM 是 长 度 不 可 公 度 的 ， [X.11| 
日 册 者 都 是 有 理 的 ; 
所 以 CM ,MF 是 仪 正方 可 公 度 的 遇 有 有 理 线 段 ,因此 CF 是 :个 余 线 . 
Tw.73] 


其 次 可 证 它 也 荐 一 个 第 一 余 线 ， 
因为 4G 上 由 方形 与 GB 上 正方 彤 是 可 公 度 的 ， 
所 以 CH 与 KL 也 是 可 公 度 的 ， 
从 而 CK 与 KM 也 是 可 公 度 的 . [WI.1,X.11] 
浆 因 为 矩形 4G 、GB 是 AG,GB 下 直方 撒 的 比例 中 项 , 旨 CH 等 
二 7 而 
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于 4G 上 止 谨 形 , 丁 , 等 于 (65 上 正方 形 , 以 及 NL 等 于 矩形 4G .GB， 
所 以 NE 由 是 CE ,天 的 比例 中 项 ， 
因此 CH 比 NL 如 同比 诺 . 

但 是 GH 比 A 如 同 CK 比 Aa7， 
XR NL tk RE WM NM HE EN. |L¥I.1] 
所 以 CE HF WN Wil] WEY FE HN, [¥.11] 
因此 矩形 CK ,KW 等 于 MN 上 下 方形 , 则 等 J FM 上 上 正方形 的 四 分 之 


因为 CM ,MF 是 涉 相 等 的 两 线段 ， 
且 在 CM 于 贴 合 - -等 了 FM 上 正方形 的 四 分 之 - :及 缺少 正方 形 的 捧 ' 
且 分 CM 为 可 公 度 的 两 段 ， 
于 是 CM 上 直方 形 比 WF 上 下方 形 大 一 个 与 CM 是 可 会 度 的 线段 上 的 
下 方形. [X.171 
又 每 一 个 线段 CM ,MF 与 所 给 定 的 有 电线 段 CO 中 长 度 不 可 会 虚 


的 . 
十 是 CF 是 -个 第 一 余 线 . IX .定义 [IE.3] 
证 完 


设 o 是 有 理 线 限 ,第 一 中 硕 余 线 为 碾 P_Y MeiX.75， 


Pr 
“a 
kd 
因为 :1 (ee -2 2] 0) 
o Fa Tk 

网 汪 蛙 得 壕 明 了 (1) 的 两 部 分 是 仪 上 下 六 可 公 些 的 鸯 有 理 线 段 , 所 寻 它 们 前 基 
中 -一 个 全 线 .区 证 明了 这 两 部 分 总 了 满足 六 :年 区 且 . 了 的 荣 作 ,因而 它 述 是 一 个 第 
一 全线， 


未 证 二 [二 p] 是 -个 第 :全 级 


命 匮 100 ) 


对 一 个 有 理 线 段 上 贴 合 一 给 形 等 于 次 线 上 正方 形 , 则 所 
477 


ee 


和 区 儿 毕 待 : 儿 们 阳 布 


产生 的 宽 是 一 个 第 四 余 线 . 


A 3 go 
c F N Kk 
D E 万 FF 


设 2B 足 个 次 线 ,CD 是 一 个 有 理 线段 ， 
呈 在 在 理 线段 CD 上 贿 台 -- 狐 有形 CE 等 于 AB 上 正方 形 , 产 生出 作为 宽 
的 CGE, 
则 可 证 CF 是 -个 第 四 余 线 . 
二 BG 足 453 上 的 附 川 线段 ， 
所 以 4G .GB 是 止 方 不 时 公 度 的 鸯 线段 ， 
用 4G.e6B 上 止 方形 的 和 是 有 理 的 ,但 是 一 倍 的 矩形 4G .GB 是 吊顶 


面 . 
住 CD 上 上 瞎 合 
OK , 作 短 撒 KL 等 了 


iX.767 
- 捧 形 CH 等 于 4G 上 正方 此 ,产生 出 作为 觉 的 


FBG 上 正方 形 , 产 牛 出 作为 宽 的 37 


所 以 整体 CL 等 于 4G ,GB 下 方形 的 和 . 
又 AG ,GB 上 下方 形 的 和 是 有 再 的 ,所 以 CL 也 是 有 理 的 . 
且 它 是 贴 台 一 有 了 理 线 段 CD 上 的 ,上 产生 出 作为 宽 的 CW; 
所 以 CM 也 是 有 有 理 的 , 且 与 CD 是 长 度 吉 会 度 的 . _X.20] 
区 因为 整体 CL 等 4G .GB 下 止 方 找 的 相 , 其 中 ,CE 竹本 AB 上 
的 由: 方形， 
所 以 余下 的 开 等 于 - 售 的 4G .GB. [IT.71 
然后 , 设 点 NN 平分 HM, 日 过 局 入 NNO 平行 于 直线 CD ,和 ， 
所 以 每 一 个 矩形 FO ,NL 等 了 - 知 形 AG .GB. 
又 因为 ,信和 的 录 形 4G .GB 是 二 项 而 且 
所 BE 也 是 中 项 面 . 
又 , 它 是 贴 合 一 有 理 线段 FEB 上 ,产生 出 作为 宽 的 FM， 
478 


等 于 再 ， 


第 X 和 爷 邦 


所 以 FM 赴 有 理 的 是 与 CD 是 长 度 不 可 公 度 的 . LX,22] 
又 因为 4G,GB 王 正方 形 的 和 是 有 有理 的 ， 

机 一 倍 的 振 形 4G .GB 是 中 J 贡 而 ， 

因而 4AG,GB 上 正方 形 的 和 与 . 倍 利 形 4G .GB 是 不 可 会 度 的 . 
但 是 CL 等 于 4G,GB 上 正方 形 的 和 ， 

及 二 等 于 二 售 的 年 撒 AG .BBC ,因此 CL 与 专 是 木 可 公 度 的 . 


得 是 ,CE [EF pI ON LE MF'; -WI1.1] 
所 以 OM 与 MF' 是 长 度 不 可 公 度 的 . -TD 


区 两 青帮 是 有 地 的 ， 
所 以 CM ,MF 是 促 正 方 可 会 度 的 有 埋 线 段 ， 
周 比 CF 十 一 个 余 线 . : XX.73| 
其 次 可 证 CF 也 是 -- -个 第 办 余 线 . 
因为 AG ,GB 是 正方 不 可 公 度 的 ， 
所 以 4G 下 下 方形 与 6 要 上 上 让 方形 也 是 不 可 公关 的 . 
又 CH 等 于 AG 上 正方 形 ,三 等 于 GB 上 下 方形 ， 
所 RCH LE 是 不 可 公 度 的 . 
但 是, CH EE KL HI CK EF KM, LvLT 
所 以 CK 与 KM 是 长 虚 不 可 公 哄 的 . [X.11) 
因为 , 知 形 AG .GB 是 48,GB [方形 的 比例 中 项 ， 
又 AG 上 正方 形 等 于 CH,GB 上 不 方 形 共 等 于 了 ,以 及 千 形 4G .GB 
等 上 NL， 
所 以 NL 是 如 ,的 比例 中 需 ， 
从 而 CH EE WE WNL LE FI. 
位 是 ,CH 比 NL i CE 比 NAM, 
H. NE FE KL MN] NM LE KN: [VE.1] 
BF, OF FE MN HI MN EE KEM, “Ww[.11] 
地 以 站 撒 CK .KM 等 于 MN 上 上 上 广 形 [WIL17], 朵 等 于 FM 上 上 正方形 的 
四 分 之 : 
因为 QW ,MF 是 不 相等 的 线段 ,日 算 形 CK、KM 是 贴 合 于 CHM 了 
等 于 MF 上 上 正方形 的 四 分 之 一 且 缺 少 一 止 方形 ， 
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名 欧 儿 里 得 : 儿 何 谨 术 


开 分 CM 为 不 可 公 度 的 两 段 ， 
所 以 (上 正方 形 比 上 正方 形 大 一 个 与 CM 不 可 公 度 的 线段 上 的 
下 方形 . [xX.18] 
匡 全 线段 CM 与 所 给 定 的 有 再 线段 CD 是 长 度 可 公 度 的 ， 
所 以 CF 是 :个 第 四 余 线 . ix. 定义 HI.4] 
证 完 
不 命题 要 求证 时 
于 可 二 和 7 人 二 是 -个 第 四 全 
[ 式 吕 下 杀 为 全 {一 地 下]. 哆 几 里 得 让 明了 它 的 两 部 分 是 仪 让 方 相公 
wl+r 


度 的 黄 有 埋 线 各 . 所 以 它 是 一 个 余 线 . 艾 让 朋 丁 这 商 部 分 及 5 满 是 XX. 害 久 了 .4 的 
条 件 , 寺 而 它 玉 起 一 个 第 四 余 线 . 


命题 101 .) 


在 一 个 有 理 线段 上 贴 舍 一 抵 形 等 于 有 理 面 中 项 面 差 的 边 
上 上 的 正方 形 , 则 所 产生 的 宽 是 一 个 第 五 余 线 ， 

没 AB 是 -个 有 理 面 中 项 而 差 的 边 , CD 是 一 个 有 理 线 段 , 蝇 在 
OD 十 巾 合 一 个 等 于 AB 上 正方 形 的 第 形 CE ,产生 出 作为 宽 的 CF. 

则 可 证 《 是 一 -个 第 五 余 线 . 


A 8 G 
c F N Ky 
| | jl 
D 玉 万 万 


设 BG 是 AB 虐 的 附加 线段 ， 
所 以 AG ,GB 是 正方 不 可 公 度 的 两 线段 , 且 它 们 上 正方 形 和 是 中 项 面 ， 
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但 是 一 倍 和 矩形 AG .GB 是 有 理 面 . [X.77] 
设 CH 是 站 CD 上 贴 合 - -个 等 于 4G 上 正方 形 的 第 形 , 瓦 等 于 - 
GB 荆 的 上 正方形， 
所 以 CL 等 于 4G,GB8 上 止 方形 的 和 . 
但 是 4G ,GB 荆 正方 彤 的 种 是 中 项 面 ; 所 以 CL 是 中 项 面 . 
县 它 是 贴 合 -二 有 理 线段 CD 上 的 ,产生 出 作 为 宽 的 CW， 
所 以 CM 是 有 理 的 日 与 CD 是 不 可 公 度 的 . [X.221 
又 因为 ,OL 等 于 AG ,GB 上 正方 上 形 的 和 ,其 中 CE 等 于 A458 上 正方 
形 ， 
所 以 余下 的 到. 等 于 二 信和 的 矩形 AG .GB. LU.7] 
设 点 NN 平分 EFM, 六 过 点 N 3 引 ND 平行 于 每 一 个 线段 COD, MI， 
所 以 每 -个 矩形 FO ,NL 等 于 矩形 AG .GB. 
又 因为 ,二 信 的 矩形 4G .GB 是 有 理 的 及 等 于 - 弄 ， 
所 以 于 是 肌理 的 . 
又 它 是 点 侣 于 有 理 线段 BF 工 , 产 牛 册 作为 宽 的 FM ; 
所 以 FM 是 有 理 的 ,里 与 CD 是 长 应 相公 度 的 . 1X.201 
现在 ,因为 C1 是 中 项 面 , 歼 在 有 理 面 ， 
所 以 CL 与 不 可 公 度 . 


但 是 , OL 比 到 如 GWE ME， [VE 如 
所 以 CM 与 MF 是 长 度 不 可 公 度 的 ， [x.11] 


且 两 者 都 是 有 理 的 ， 
所 以 CM ,MF 是 仅 止 方 可 公 度 的 两 有 理 线 和 由， 
因此 CF 是 -个 余 线 ， [X.73] 
其 次 可 证 CF 也是 一 个 第 五 余 线 . 
为 此 ,类 要 地 ,我 们 能 能 证 明年 形 CE EM 等 于 NM 二 正方 形 , 即 
等 于 FM 上 正方 形 的 四 分 之 一 
又 因为 ,4G 上 下 方形 与 68B 上 直方 形 是 不 可 公 度 的 ,市 AG 土 下 
方 撒 等 于 CH, 且 GB 上 正方 形 等 于 瑟 ,， 
所 以 CEH 与 型 是 不 叮 公 度 的 . 
但 尾 , CH 比 谍 如同 CE 比 EW， [WwI.1] 
481 
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所 以 CK 与 KM 是 长 度 不 可 公 度 的 . [X.11] 
因为 CM, MF' 是 目 木 相等 的 线段 ,日 在 GM 上. 巾 合 一 等 于 FM 上 

正方 形 的 由 分 之 :有 旦 缺少 一 下 方形 的 托 形 ， 

它 分 GM 为 不 可 公 度 的 两 自 ， 

所 以 CM 上 由 方形 较 MEF 上 正方 撒 太 一 个 与 CM 中 不 可 公 度 的 线 撕 上 


的 正方 形 . [X.18] 
而 附 吉 线段 FM 与 所 给 定 的 有 理 线 段 CD 居 可 公认 的; 
用 CF 是 -个 第 三 余 线 . [XX. 定 文 TTL.5] 
证 完 
本 命 同 点 求 让 明 
Lf 0 Rl 由 第 让 
;| din a | 所 一 个 第 于 
父 珠 . 
了 ， 1 -一 he 4 i 1 7 7 
于 式 趾 到 下 为 全 | 了 让 1 | .有 隐 儿 里 得 证 十 了 它 的 站 部 分 是 公正 方 


可 人 双开 的 两 有 埋 线 段 . 所 以 它 量 一 个 余 线 .又 证 明了 这 岗 部 分 及 gq 满 是 义 .定义 
.5 的 亲人 和 件 .和 人 记 还 中 一 个 第 上 余 到 . 


命题 102 ) 


在 一 个 有 理 线 段 上 贴 合 一 逢 形 使 其 等 于 两 中 项 耐 差 的 这 
上 的 正方 形 , 则 所 产生 的 筑 是 一 个 第 六 余 线 ， 

设 28 是 一 个 两 中 项 面 差 的 边 , CD 是 一 个 有 理 线段 ， 
对 CD 贴 合 一 知 形 CE 等 二 AB 上 不 方形 ,让 生出 作为 宽 的 CF. 

则 可 证 CF 是 一 个 第 六 余 线 . 

设 BG 是 对 AB 上 的 附加 线段 ， 
所 以 AG ,GB 号 正方 不 可 公 度 的 , 昌 它 们 上 正方 形 的 和 是 中 项 而 ,以 及 
盾 撒 AG .GB 是 中 项 面 . 旦 4G,GB 上 上 正方形 的 和 与 二 倍 算 形 AG ,GB 
是 不 可 会 度 的 . [X.78] 

现在 ,在 CD 上 贴 侣 -矩形 CH 等 于 AG 上 不 方形, 产 牛 出 作为 沉 
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的 CK, 昌 KL 等 于 BG 上 方形 ， 
所 以 整体 0 等 上 4G.6GB 上 正方 形 的 和 和 ;因此 CE 也 是 中 项 出. 
妈 它 症 由 合 在 有 理 线段 CD 上 ,庆生 山 作 为 沉 的 CM， 


所 以 GWM 十 有 理 的 口 与 GD 是 长度 不 可 公 度 的 . "x.22| 
二 为 (等 上 AG,GB 上 于 方形 的 和 ;于 中 《5 等 于 AB 让 眶 
形 , 所 以 余下 的 二 等 于 二 倍 知 形 AG ,G8B. [0.7: 


丸 二 倍 欧 生 形 4G、GB 是 中 项 面 , 所 以 更 也 蚌 中 卉 而 ， 

用 它 是 贴 合 于 存 理 线段 到 开 ,产生 出 作为 宽 的 FW、 
所 以 EWM 是 有 再 的 ,和 开 与 CD 是 长 度 不 可 公 度 的 . [X.22. 

又 因为 4G ,GB 上 中 方 形 的 和 和 与 二 入 短 形 4G ,GB 是 不 叮 公 度 
的 ,H.C 等 于 AG,GB 上 下 方形 的 和 ,FL 等 于 二 倍 的 年 形 AG .GB. 
于 是 [ 江 与 太 是 林 可 会 度 的 ， 


人 i 是 ,OF EE FE dr CN EE ME, [W111] 
所 以 CM MF 是 攻 度 不 可 公 度 的 . X11] 
时 两 者 事 是 有 理 的 ， 
所 以 GWM, MF 是 公开 开 H 公 度 的 酚 有 肆 线 段 ,因此 CF 是 :个 余 线 . 
"XX.73|] 


共 次 ,可 让 CF 也 是 一 个 第 六 余 线 . 
因为 机 等 于 二 信和 的 知 形 AG .0 ， 
设 点 入 平分 PW, 日 过 点 N34NO 平行 于 CD， 
所 以 每 -个 定形 FO ,NL 等 于 矩形 40 .GB. 
及 因为 ,4G ,GB 是 正方 不 可 公 度 的 ， 
所 以 4G 上 正方 形 与 GB 上 正方 形 昨 不 可 公 度 的 . 
位 是 CH 等 于 AG 上 看 方形 ,KL 等 于 GB 上 下 方形， 


三 欧 用 昕 香 :几何 中 本 


所 以 与 隔世 是 不 可 公 度 的 . 
人 是 ,CH EE EE Wl CK Ft EM. LYT.1] 
所 以 CE 与 EM 是 不 可 公 度 的 ， [X.11) 
区 因为 ,第 形 AG .GB 二 4G,GB 上 正方 形 的 比例 中 项, 而 QH 等 
于 AG 上 于 方形 , 斌 , 等 于 GB 上 下 方形, 以 及 NL 等 于 外形 AG, 0B， 
FNE 也 是 CH, KE 的 比例 中 项 ， 
Pre , OF EE NE 9 NE EE &L. 
而 且 同 建 , GM 上 正方 形 比 MF 上 正方 形 大 个 与 CM 是 不 可 公 度 
的 线段 上 的 正方 形 . [X.18! 
日 它们 与 所 给 定 的 有 理 线 段 CD 是 不 可 公 度 的 ， 
所 以 CF 二 一 个 第 六 余 线 . -处 . 定 区 I.6] 
证 完 
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} 区 用 型 得 证 明了 它 的 两 部 分 基 但 正方 可 从 


上 式 可 oA - 十 :二 
线 . 又 过 明了 这 沿 部 分 及 = 满足 X. 定 义 亚 .6 的 


1+ 
度 的 两 有 理 线段, 所 以 它 是 一 -个 余 
条 件 , 内 而 它 还 旺 -个 第 六 余 线 ， 
于 以 二 和 97 到 .402 分 天 对 J 说 X.60--%.65. 并 是 每 对 之 末 积 十 -个 存 理 
奋 ,和 刘 第 一 全 此 与 第 一 需 线 立 各 
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命题 103 ) 


与 一 个 余 线 是 长 度 可 公 度 的 线段 仍 是 一 个 余 线 ,上 且 有 相 
同 的 等 级 . 
二 34 


没 AB 是 一 个 余 线 ,又 设 CD 与 4 


4 B 天 是 长度 可 会 度 的 ， 
D F 则 可 证 GD 也 是 一 个 余 线 ,是 与 4B 是 同 
级 的 ， 
国 为 4B 中 一 个 余 线 , 度 BE 不对 它 下 的 附加 线段 ， 
所 以 AE ,EB 是 仪 正方 可 公 度 的 有 理 线 段 ， [X.73] 
月 作 BE 与 DF 的 比如 同 AB 比 CD， [ V1. 12| 
所 以 也 有 ,- :个 正 一 个 如 回 前 项 和 比 司 项 和 ， -YY.12] 


所 以 也 有 ,整体 4P 正 整 体 CF 如同 4 上 CD. 
但 是 43 与 (是 长 度 可 公 度 的 ， 

所 由 AE 与 CF 也 是 可 公 度 的 ,BE 与 DF 也 是 可 公 度 的 . 1X.11] 
AE, EB 是 仅 正方 可 会 度 的 有 理 线段 ， 


所 以 GCF, FD 也 是 候 正 方 可 公 度 的 有 理 线段 . TX.13° 
现在 ,因为 AE tH CF 如 BE LL DF, 
由 更 比 AE 比 BB 如 同 CF IE FD. [¥.16] 
又 A 下 下 方形 此 RB 上 下 方形 大 一 个 与 AE 亲人 公 度 线 自 于 的 下 
方形 或 大 -个 与 它 不 可 公 度 线段 王 的 目 1 撒 
由 时 4 上 正方 形 比 BB 上 起 方形 大 -一 个 与 24E 是 可 公 度 的 线段 
于 的 正方 形 ， 
则 CEPF FF 下 方形 比 FD | 上 正方形 太一 个 与 CF 也 是 可 公 度 线段 上 的 下 
方形 . [xX.141 
苹 , 如果 AE 与 所 给 定 的 有 埋 线 段 是 长 度 可 会 度 的 ， 
则 CE 与 所 给 定 的 有 理 线段 也 是 长 度 可 公 度 的 ， [xX.12] 
如 果 BE 与 人 
出 PF 与 所 给 定 的 有 有理 线段 也 是 长 度 串 公 1 "X.12] 
又 旭 果 衍 一 个 线段 A ,EB 避 所 给 定 的 有 妾 线段 不 * 度 , 则 每 
-个 线段 OCF, FD 二 所 给 定 的 有 有 理 线 段 也 小 亲 公 度 . LX.13] 


但 是 ;如果 AB FE 方形 [ 比 EB 上 正方形 友 :个 与 4 星 不 可 公 度 
的 线段 上 的 止 方形 ， 
则 GF 上 止 方 形 比 FD 上 正方 上 彤 大 -- 个 与 CF 不 可 公 度 的 线段 上 的 正 
了 48S 
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方形 . [XX.14] 
又 ,如 果 AE 与 所 给 定 的 有 奸 线 段 是 长 度 可 公 度 的 ， 
则 CF 与 所 给 定 的 上 月 理 线段 也 是 长 度 可 公 度 的 ， 
奶 打 BE 三 所 给 由 的 有 理 线 段 是 长 度 可 会 虚 的 ， 
加 DF 与 所 纵 定 的 有 至 线段 也 是 长 度 可 会 度 的 . [X.12] 
又 如 昌 每 个 线段 4B ,EB 与 折 给 全 的 有 理 线 段 是 不 可 公 度 的 , 则 
每 个 线段 CPP 与 所 络 定 的 有 理 线段 也 是 不 可 公 度 的 ，TX.413] 
所 以 CD 是 -个 余 线 ,而 且 与 4B 是 同 级 . 


证 完 


命题 104 ) 


与 一 个 中 项 线 的 余 线 是 长 度 可 公 度 的 线段 仍 是 一 个 中 项 
线 的 余 线 , 且 有 相同 的 级 . 
设 4B 是 一 个 中 项 线 的 从 线 , 又 设 


-1 8B EF OD 与 4 是 长 度 可 公 度 的 . 
c Dn FE 岂可 证 CP 也是 -个 中 项 线 的 余 线 ,日 与 


AB 足 同 级 的 ， 
因为 AB 是 个 中 项 线 的 余 线 , 设 EB 总 对 人 它 二 的 附加 线段 . 


所 以 AE ,EB 是 仅 目 方 可 公 度 的 两 中 项 线 . [X.47,75] 
作 比 例 ,4B 此 CD 如 | BE 比 DFE， [YL 12)] 
所 以 4 与 OF 也 是 可 公 度 的 ,BE 与 DF 出 是 可 公 度 的 . 
VV.12,%.11| 
但 时 ,AE ,EB 是 仅 正 方 可 公 度 的 册 中 项 线 ; 
所 以 CGF, FD 也 是 悦 正 方 可 公 度 的 两 中 二 线 ， [X.23,13] 
因此 CGD 是 一 个 中 项 线 的 余 钱 . [X.74.75] 


进 -一 步 可 证 COD 与 4B 也 是 同 级 的 ， 
因为 ,2A8 比 EB 如同 CF 比 FD， 
所 以 也 有 ,AE 上 正方 形 比 矩形 AE .EB 如 同 CF 上 正方 形 比 矩形 CPP 
486 
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但 是 ,AE 上 正方形 与 GF 上 正方 形 是 可 公 度 的 ， 


所 坟 生 形 AB ,EB 与 短 形 CFAD 也 是 讶 公 麻 的， LV.16,XX.1]| 
于 是 , 刘 果 算 形 AE .EB 是 有 埋 的 ， 
则 和 些 形 CF ,FD 也 是 有 理 的 ， [XX. 定 义 4] 
又 如果 外 形 45 .EB 是 中 项 面 , 则 和 有 形 《9 出 是 中 项 面 ， 
[X.23, 推 论 ] 
所 以 CD 是 个 中 项 线 的 余 线 ,而 外 与 4B 是 问 级 . 
[XX.74,75] 
证 完 


一 个 次 线 可 分 度 的 线段 仍 是 一 个 次 钱 . 
设 AB 是 一 个 次 线 , 则 CD 与 4B 是 可 公 


度 的 . 4 E 
则 可 让 CD 也 是 -… 个 次 线 . c 2 _F 
与 以 所 作 图 相同 ， 
因为 ,EBPB 是 正方 个 可 公 度 的 ， X 76 
CF FD 也 是 正方 不 可 公 度 的 . XxX.13] 
现在 ,因为 AB 比 瑟 如 由 CF 比 FD， [w.12,Y.16| 
所 以 也 有 ,4 上 于 方形 比 BB 上 由 方形 如 辣 CF 1 正方 形 比 FD 上 | 
万 撒 . [WI.22] 
Hr, 由 合 比 , AB ,EB 上 上 正方 撒 的 利 比 瑟 8 上 正方 撒 加 同 CR. FD 
上 F 正 方形 比 | 上 广 形 . VY.18] 
但 是 , BE 上 正方 形 与 DF 上 点 方形 是 可 公 度 的 ， 


所 以 AP .EB 上 上 目 方形 的 和 与 CF, FD 上 下 方形 的 各 也 是 可 公 讼 的 . 
iV.16,X.11] 
但 是 AE ,EB 上 正方 形 的 和 是 有 建 的 ， [X.76] 
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所 以 CFE, 了 FD 上 上 正方形 的 和 也 是 有 理 的 . [六 .年 必 44] 
又 央 为 4B 上 正六 形 比 矩形 AB、EB 如 同 CF 上 正方 形 比 符 形 

CP FD ,I AB 方形 与 GF 上 下 方形 是 可 公 诬 的 ， 

所 以 矩形 A8 .BB 与 是 形 CF、FD 出 是 可 公 度 的 . 


但 是 矩形 AE ,EB 是 路 项 [i， [X.76] 
甩 以 知 形 CF .FD 也 是 中 项 而 ， X.23 排 沦 ] 


因此 CGF, FD 是 正方 不 可 公 度 的 , 且 它 们 上 正方形 的 和 二 有 建 的 ,由 它 
们 包含 的 抵 形 是 中 项 面 . 
所 以 CD 是 次 线 . [和 .76] 
证 完 


命题 106 . ) 


与 一 个 有 理 面 中 项 面 盖 的 边 可 公 度 的 战 段 仍 是 一 个 有 理 
面 中 项 面 差 的 边 ， 
尖 AB 是 一 个 由 项 而 有理 面 差 的 边 , 耳 . 


4 CD 与 4B 是 可 公 诬 的 ， 
c p gp 则 可 证 CD 也 是 -个 有 理 面 中 项 面 差 的 
边 


设 BE 六 AB 下 的 附加 线段 ， 

所 以 AB ,EB 是 正方 不 可 公 度 的 两 线段 , 且 AE, EB 上 正方 彤 的 和 大 
中 项 面 ,由 和 们 也 合 的 矩形 证 有理 的 ， -和 .77] 

与 以 前 作 几 相同. 

类 似 于 前 面 的 方法 ,我 们 能 够 让 明 , CF 与 FD 的 比如 同 2A8 [EEB; 
AE,EB FF 方形 的 和 与 CF, FD 上 下放 形 的 和 是 可 公 度 的 ,有 晶 和 矩 形 
AB .EB 与 拓 形 OF、FD 是 可 公 度 的 . 

于 是 CF ,FD 是 I 上方 不 可 公 度 的 商 线 段 ,日 CE', FD 上 正方 形 的 和 
是 中 项 而 ,但 是 用 它们 包含 的 第 堪 是 有 理 的 ， 

所 以 CD 是 中 项 面 有 理 面 差 的 边 [X.77] 


证 完 
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命题 407 ) 


与 一 个 两 中 项 面 差 的 边 可 公 度 的 线段 仍 是 一 个 两 中 项 面 
设 AB 是 一 个 其中 项 谭 差 的 边 , 叉 设 CD 4 3 F 
十 AB 是 叮 公 上 度 的 ， cD? _F 
则 可 证 CD 也 是 一 个 两 中 项 而 差 的 边 . 
设 BE 是 4B 上 的 附加 线段 ,与 以 前 作 图 相 问 ， 
Hi 以 AE ,EB 是 正方 不 可 公 度 的 , 王 它 们 上 正方 形 的 利 是 中 项 面 , 册 由 
它们 包含 的 生 形 是 中 项 而 ,县 有 它们 上 正方 形 的 和 与 由 尼 们 包含 的 知 
形 是 不 可 公 度 的 . [X.78] 
现在 如 前 所 证 ,4 玉 ,，EB 分 别 与 CF, FD 是 可 公 度 的 ,可 知 AE ,EB 
六 形 的 和 与 CF, FD 上 正方 形 的 和 是 可 公 度 的 , 旦 和 矩形 AE .EB 与 
定形 CF .FD 是 可 公 度 的 . 
所 以 CF ,FD 电 是 止 方 不 可 公 度 的 ， 
有 它们 士 让 为 形 的 和 是 中 项 而 , 县 由 它们 包含 的 逢 形 古 中 项 面 ， 
且 史 有 ,它们 上 下 方形 的 和 与 由 它们 包含 的 拓 形 着 不 可 公 度 的 . 
所 以 CD 是 -个 两 中 项 而 益 的 边 . [X.781 
证 完 


命题 108 |) 


如 果 从 一 个 有 理 面 减 去 一 个 中 项 面 , 则 余 面 的 “ 边 ?是 二 
无 理 线 各 之 一 ,或 者 是 一 个 余 线 起 者 有 是 一 个 次 线 . 
设 从 有 理 而 BC 减 友 一 个 中 项 面 BD. 
则 可 证 余 面 BC 的 "过 "是 二 无 理 线 段 之 一 ,或 者 是 一 个 余 线 或 者 
是 一 个 次 线 . 
二 让 由 


三 欧 儿 早 得 :几何 藉 本 


到 为 此 , 设 千 定 一 全 有 直线 段 


蕊 8 
| | FG ,在 FG 上 由 合 一 个 条 形 GH 等 
于 BGC, 又 作 GK 等 于 减 上 的 DB， 
c 万 所 以 余 量 EC 等 于 工 姜 . 
也 G 因为 瑟 是 有 埋 面 ,BD 是 中 项 
| 上 | 全 |, 向 BC 等 于 GH; BD 等 于 GK， 
H 天 所 以 GH 是 有 理 电 ,有 旦 GK 是 中 项 向 . 
又 因为 它们 都 是 财 合 于 有 有理 
线段 FG 上 ， 
所 以 FH 是 有 埋 的 昌 与 FG 是 上 长 谋 可 公 度 的 ， .20] 
I EFK 是 有 惠 的 出 与 FG 是 长 度 不 串 公 度 的 . ix .22] 
所 以 FH 与 FK 是 长 度 不 可 公 度 的 . [KX.13] 


因此 FH, FEK 屋 仪 正六 可 公 度 的 有 埋 线 段 ， 
所 以 KE 是 -个 余 线 [XX.731, 且 KF 是 它 上 的 附加 线段 . 

现在 考虑 HF 上 正方 形 比 FEK 上 正方 形 大 一 个 与 HF 可 公 度 或 不 
串 公 度 线 段 上 的 正方 形 购 情况 . 

首先 , 设 百 忆 上 正方 形 比 FE 二 下 方形 太一 与 它 是 可 公 度 线段 上 
约 正 方形 . 

现在 ,个 线段 HF 与 所 给 定 的 有 理 线 段 FG 是 长 度 可 公 先 的 ， 


所 以 KH 是 一 个 第 一 余 线 . [XX. 定 六 1.11 
但 是 与 一 个 由 有理 线 段 科 -- 个 第 一 余 线 包含 的 二 形 的 " 边 " 是 - -个 
余 线 . IX.91] 


所 以 LF 的 " 边 " ,好 EO 的 “过 "是 一 个 余 线 . 

得 是 ,如 果 HF 上 下方 丧 比 FE [由 让 形 太一 个 与 HF' 是 不 机 公 度 
线段 上 的 自 方形 ， 
而 全 线段 FE 与 所 给 定 的 有 埋 线 段 FG 是 长 度 可 公 度 的 ， 


则 KH 是 - -个 第 四 余 线 . TX. 定 兴 IL.41 
但 是 与 一 个 由 有 理 线 段 和 -个 第 四 余 线 包含 的 知 形 的 " 廊 ” 是 一 个 

次 线 . TX .94] 

证 完 
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命题 109 ) 


如 果 从 一 个 中 项 面 减 去 一 个 有 理 面 , 则 余 面 的 “ 边 " 是 二 
无 理 线 段 之 一 ,或 者 是 一 个 中 项 线 第 一 余 线 或 者 是 一 个 有 理 


面 中 项 面 差 的 边 . 

变 从 中 项 而 BC 减 去 有 厚 徊 PT KH 
BD. 8 了 

则 可 证 余 面 EC 的 “和 按 " 是 而 个 
无 用 线段 之 ,或 者 是个 中 项 线 。 ， c 
第 - 余 线 或 者 足 一 个 中 项 而 有 理 面 cL 十 
蕉 的 边 . 

设 冶 定 一 个 有 理 线 自 FG . 卫 设 
各 面 奖 似 地 由 全 上 去 . 

于 和 四 推 得 FH 是 有 理 的 且 与 APG 证 长 度 不 可 公 度 的 ， 
而 KF 是 有 埋 的 日 与 FG 是 长 谨 可 公 度 的 ， 
因此 FE ,了 EK 嘴 仅 正方 可 会 谋 的 防 有 埋 线 段 ， [%.13] 
于 是 KH 是 一 个 余 线 , HFK 是 它 工 的 附加 线段 ， iX.73] 


这 时 .如果 如 Fr 上 正方 形 比 FRE ELIEF 方 拱 太 一个 或 者 与 HF 是 可 公 
度 的 线段 上 的 正方 形 或 者 与 BF 是 不 可 会 度 的 线段 上 的 正方 形 . 
刘 果 FF 上 正方形 比 FR 目 方形 大 一 个 与 五 下 是 可 公 度 的 线段 
上 的 正方 形 ， 
而 附加 线段 FE 与 所 给 定 的 有 理 线段 BC 是 长 度 可 公 度 的 ， 
则 KH 吴 - :个 第 一 余 线 . [X. 定 义 HT.2] 
但 是 YF 是 有 理 的 ， 
于 是 7 的" 边 ” 划 开 的 "过 ”是 一 个 中 项 线 的 第 一 余 线 . 
[XX.921 
但 是 ,如 果 HF 上 下 方形 比 FE 上 下 方形 大 一 个 与 BF' 不 可 会 度 的 
线段 上 的 正方 兹 ， 
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看 隐 儿 由 得 ， 儿 何 原本 


而 附加 线段 FE 居 一 个 与 所 给 定 的 有 理 线 成 FG 是 长 度 可 公 度 的 ， 

则 五 KK 是 一 个 第 五 余 线 ; [及 .定义 HI.5 引 
于 是 EC 的 "过 "是 -个 有 面 理 中 项 鲁莽 的 边 . 

[X.95] 

证 完 


命题 110 ) 


如 果 从 一 个 中 项 面 减 去 一 个 与 此 面 不 可 公 度 的 中 项 面 
则 与 余 面 的 " 边 " 是 二 无 理 线段 之 一 ,或 者 是 一 个 中 项 线 的 第 
二 余 线 或 者 是 一 个 两 中 项 面 差 的 边 . 

惠 前 图 , 设 从 中 项 面 BC 减 去 -. 

个 与 BC 不 可 公 度 的 中 坪 面 BD. Fp kp 

则 可 这 EC 的 * 边 "是 两 无 理 线段 了 E 


之 -, 恬 或 者 是 中 项 线 的 第 一 余 线 或 
首 是 -- 个 两 中 项 面 共 的 边 . 上 


六 方 掉 形 BC 和 和 给 撒 BD 都 基 中 D 
项 茵 ,和 且 BC 与 BD 是 不 可 公 度 的 ， 
这 就 可 捧 得 线段 FH ,FE 等 一 个 是 有 
理 的 下 与 Fe 是 长 度 不 可 公 度 的 . [X.22] 

六 为 BC 与 BD 性 不 可 公 度 的 ,外 G8 与 GK 是 不 可 公 度 的 ， 
大 HF 与 EK 也 是 不 可 公 度 的 ; [WI.1,X.11] 
国 此 FE ,FK 是 仪 政 方 可 公 度 的 两 有 寿 线 段 ， 

所 以 KE 是 -个 余 线 ， [X.73] 

于 是 如 果 FB 上 让 方形 比 FK 下 在 方形 太一 个 与 FH 可 公 度 的 线 
要 上 的 正方 形 ， 

Wi 线段 FF ,FE 的 每 一 个 与 所 给 定 的 有 理 线 虑 FG 不 是 长 度 丁 公 度 
的 ， 
则 KE 是 一 个 第 三 余 继 ， [ 尺 . 定 尺 [1.3] 
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但 千足 一 个 有 旦 线段 ,又 由 一 :个 有 埋 线 段 和 -个 第 三 余 线 包含 
的 生 形 足 无 理 的 ， 
则 它 的 * 边 ”是 无 理 的 ,这 就 是 一 个 所 滑 的 中 项 线 的 第 二 余 线 ， 

LX.93]| 

是 LF 的 * 边 ”, 凤 EC 的 “ 边 ” ,是 一 个 中 需 线 的 第 二 们 线 ， 

但 是 ;如果 FF 下 下 方形 比 FE 上 由 广 形 大 一 个 与 FE 此 本 可 公关 
的 线段 上 的 止 方 撒 ， 
而 线段 HF FK 的 每 一 个 与 RnG 不 是 长 度 可 公 庶 的， 


则 KFT 是 -个 第 六 余 线 . XX. 十 交 I.6] 
但 是 与 出 一 个 有 蝗 线 段 和 一 个 第 六 余 线 所 包含 的 条 形 的 “ 边 * 是 … 
个 两 中 项 应 差 的 边 [X .96] 
所 以 与 也 ,好 EC 的 “ 边 " 是 一 个 贞 中 项 和 养 的 边 . 
证 完 
闸 匡 111 ) 
余 线 与 二 项 线 是 不 同类 的 . 
设 AB 是 一 个 余 线 ， 
4 一 一 则 可 计 AB 与 “项 线 是 不 同类 的 . 
Do EF 因为 ,如 果 可 能 , 没 它 是 这 样 的 ， 
给 定 一 个 有 理 线段 DC ,对 DC 贴 侣 一 年 
形 CE 等 于 AB 上 下 方形 . 产生 出 作为 宽 的 
DE. 
c 内 为 4B 是 -个 余 线 ,所 以 DE 是 -个 第 
一 余 线 . [X.97] 


设 EF 是 村 DE 的 附加 线段 ,所 以 DBF, 了 EE 是 公正 方 可 公 度 的 有 更 
线 成 ,各 DF 上 止 方 形 比 到 上 J 上 方形 大 :个 与 也 B 是 可 公 度 的 线段 于 
的 正方 形 ,以 及 DF 与 给 定 的 有 理 线 段 DC 是 长 度 可 公 度 的 ， 

[X. 定 你 IH.1] 
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和 三 欧 儿 里 得 : 儿 何 康 本 


又 因为 假定 AB 蚌 一 项 线 ， 


所 以 DE 是 一 个 第 一 项 线 . [XX.60] 
计 DE 在 点 如 被 分 为 它 的 两 段 , 日 DG 是 大 自 ， 


所 以 PG, GE 是 伐 止 广 吕 公 睦 的 两 和 有 理 线 拱 ， 

里 DG 下 下 方形 比 GE 下 下 方形 大 一 个 与 DG 是 可 公 度 的 线段 上 的 止 
方形 ， 

又 大 段 DG 与 所 给 定 的 有 理 线段 DC 是 长 度 可 公 度 的 . 


[XX. 定 交工 .1 
所 以 DF 与 DG 是 长 度 可 公 度 的 ， [X.12} 
因此 余 是 9F 与 DF 岂 是 长 度 可 公 度 的 . [和 .15 
介 足 BF 与 五 了 足 长 度 不 呀 会 度 的 ， 
所 以 FG 与 EF 也 是 长 度 不 可 公 度 的 . [X.13] 
因此 GF', EE 是 仪 让 六 可 公 诬 的 有 理 线段 . 
所 以 EG 是 -个 余 线 [LX.73] 


代 它 也 是 在 理 的 :这 是 不 可 能 的 . 
于 是 余 线 与 一 项 线 是 不 同类 的 . 


证 完 


小 结余 线 攻 随后 的 无 理 线 段 上 不 同 于 中 项 线 ,也 彼此 不 相同 . 
因为 , 妇 果 在 个 有 理 线 段 上 巾 合 与 中 项 线 上 正方 形 相 党 的 天 
形 , 则 产生 和 作为 览 的 线段 蚜 有 理 的 ， 


旦 与 诛 有 理 线段 是 长 度 不 可 公 度 的 . [X.22- 

可 是 .是 昌 在 … 个 有 刺 线段 上 贴 合 一 与 一 个 余 线 上 正方 形 相 等 的 
定形 , 则 产生 的 作为 宽 的 线段 为 第 一 余 线 ， [X.97] 

如 果 在 一 个 和 有 有理 线 段 上 贴 全 一 与 中 项 线 的 第 - - 余 线 上 的 正方 形 相 
等 的 条 撒 , 则 产后 的 作为 宽 的 线段 为 第 一 余 线 . [X.98- 

如 果 在 一 个 有 旦 线段 工 央 侣 一 与 由 项 线 的 第 一 余 线 上 的 正方 形 相 
等 的 定形, 则 产生 的 作为 宽 的 线段 为 第 二 余 线 . [X.991 

如 果 在 -- 个 在 理 线段 上 贴 合 “个 与 次 线 上 的 正方 形 相等 的 疆 形 ， 
则 产生 的 作为 觉 的 线段 为 第 四 余 线 . [X.100] 
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如 果 在 一 个 有 媒 线 段 生 贴 台 一 与 一 个 中 项 而 有 理 击 美的 边 上 的 正 
方形 相等 的 所 形 , 则 产生 的 作为 宽 的 线段 为 第 五 余 线 ， [X.101] 

如 吕 在 一 个 有 理 钱 段 上 贴 侣 一 与 一 个 两 中 项 面 差 的 过 下 的 正方 形 
相等 的 年 形 , 贴 产生 的 作为 宽 的 线段 为 第 六 余 线 . [X.,102] 

因为 以 土 说 到 的 宽 与 第 一 个 线段 不 同 , 且 彼 此 不 同 , 与 第 -个 不 同 
是 因为 它 是 有 理 的 ,彼此 不同 是 因为 它们 不 同 线 ,显然 这 些 匹 几 线 段 本 
身 是 互 不 相同 的 . 

区 ,已 经 证 得 余 线 与 一 项 线 引 不 同类 的 ， [x.111] 
但 是 ,如 果 在 有 上 埋 线 段 上 巾 合 - :等 于 余 线 以 下 的 线段 上 开 方 形 , 上 产生 的 
作为 宽 的 线段 依次 为 相应 级 的 余 线 ， 
扣 样 在 右 理 线段 上 姑 人 台 一 等 于 -项 线 以 下 的 线段 上 正方 形 , 产 生 的 作 
为 宽 的 线段 依次 为 相应 级 的 二 项 线 ， 
这 样 余 线 以 下 的 无 理 线 段 不 同 ， -项 线 以 下 无 理 线段 也 不 同 , 于 是 共 
十 一 类 无 理 线段 : 

让 项 线 ， 

一 项 线 ， 

第 一 双 中 项 线 ， 

第 二 次 中 项 线 ， 

主线 ， 

有 碌 和 而 中 项 而 和 的 边 ， 

两 中 项 面 和 的 边 ， 

余 线 ， 

中 项 线 的 第 - 俱 线 ， 

路 项 线 的 第 二 余 线 ， 

次 线 ， 

中 贰 面 有 理 面 差 的 边 ， 

两 中 项 面 差 的 边 . 
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命题 112 ) 


在 二 项 线 上 贴 售 一 垂 形 等 于 一 个 有 理 钱 段 上 正方 形 , 则 
产生 作为 宽 的 线段 是 一 个 余 线 ,此 余 线 的 两 段 与 二 项 线 的 两 
段 是 可 公 度 的 , 且 有 同比 ,而 且 余 线 与 二 项 线 有 胡同 的 等 级 


4 
BB 2 c 
Go 
K E 在 H 

设 4 是 - :个 有理 线段 ,BC 足 一 个 二 项 线 , 且 DC 是 它 的 天 段 ,本 


形 BC .ER 等 于 4 工 正方 形 . 

则 本 证 EF 是 一 个 侠 线 , 它 的 两 段 与 CD ,DB 是 吕 公 度 的 ,日 有 树 
辐 的 比 , 同 时 EF BC 有 相同 的 等 级 . 

为 此 , 设 条 形 BD .6G 等 4 上 正方 撒 . 

因为 年 形 BC ,EF 等 于 矩形 BD .GG， 


所 以 ,CB 比 BD 如 司马 LE EF'. VI.16- 
但 是 CB 大 于 BD， 

所 以 右 电 大 上 EF |[¥ .16,Y.14] 
设 EE 等 于 G; 所 以 ,CB 比 BD 如 9 HE 上 EF, 

于 起 ,由 分 比 .CD 比 BD 如 Bj HF 比 FE. [¥.17) 


设 作 出 比例 ,HF 比 EF 同上 EE; 
岂 整 体 HK 比 整 体 KE 如 同 FE 【EL KE， 
淄 ; 及 过 之 一 比 后 项 之 一 则 同 所 有 前 项 和 比 上 所 有 后 项 和 . 


[V.12， 
但 是 .FE 比 KE 如 0D 比 DB,，, -¥.11] 
所 以 过 有 ,HK 比 KF 如 同 CD [EDB. [同上 |] 
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但 是“ 上 正方 彤 与 DB 六 正方 形 是 可 公 度 的 ， [X%.36] 
所 以 HK 上 I 上 方形 与 KF 上 I 方形 也 是 是 公 讼 的 [NV1.22,X.11; 
HE FIEDEE RF FEF EDEMIn) KH 比 RE, 


这 是 因为 个 线段 HK, KF', KE 在 成 比例 的 . [¥. 定 类 9] 
所 以 ,HE 与 KE 是 长 度 可 公 度 的 ， 
于 十 百 术 与 天 攻 也 旦 长 度 可 会 度 的 . [XX.15] 


现在 .因为 A 上 正方 形 等 于 矩形 BH.BD, 而 A 上 下 方形 是 有 昌 
的 ,所 以 窍 形 EH ,BD 出 是 有 埋 的 . 
区 它 是 巾 合 在 有 理 线段 BP 工 的 年 形 ， 
所 以 EH 是 有 理 的 日 与 BD 是 长 度 可 公 度 的 ， 'X.20] 
于 是 与 BF 是 可 公 度 的 五 也 是 有 理 的 ,用 与 BD 是 长 度 叶 公 度 的 . 
这 时 ,由 二 CD DB 如 加 FE 此 EE， 
而 CD, DB 是 仅 正 方 可 公 度 的 是 线段 ， 
所 以 FK ,KEE 也 是 促 正 方 可 公 伐 的 . [|X%.111 
但 是 KE 是 有 理 的 ,所 以 FE 出 是 有 理 的 . 
所 以 FE ,KE 是 仪 正方 可 公 度 的 是 有 型 线段 ， 
因此 EF 是 一 个 余 线 . | X.731 
现在 CD 上 中 方形 比 DB 上 正方 形 大 一 个 或 者 与 CD 是 订 公 度 的 
线段 上 的 正方 形 或 者 与 CD 是 不 可 公 度 的 线段 上 的 止 方形 ， 
如 果 CD 上 正方 形 比 了 了 上 正方形 大 个 与 CD 是 再 公 度 的 线段 
FF 的 正方 形 . 
则 FE 上 上 正方 形 比 五 上 上 正方形 大 :个 与 丁 足 可 公 度 的 线段 上 的 正 


方形 . [ 买 . 44 
又 ,如 来 CD 与 所 给 定 的 有 理 线段 是 长 度 可 公 虚 的 ， 

则 FR 与 所 给 定 的 有 理 线段 也 是 氏 度 可 公 庶 的 ， i X%.11,12] 

如 果 BD 与 所 给 定 的 有 理 线段 是 可 公 度 的 ， 

则 EE 也 是 这 样 ， [和 .12] 


但 是 ,如 果 两 线段 (及 ,DB 每 一 个 与 所 给 定 的 在 理 线段 不 是 可 会 度 的 ， 
则 两 线段 FE ,EPE 每 一 个 与 所 给 定 的 有 理 线 段 也 不 是 可 会 度 的 . 
但 是 ,如 果 CD 上 正方 形 比 DB 上 正方 形 大 - :个 与 CD 足 不 可 公 度 
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的 线段 上 的 正方 形 ， 
则 FE 上 二 方形 比 KE 上 上 于 方形 大 一 个 与 FE 不 可 公 度 的 线段 上 的 正 
方形 . -和 .14] 


又 ,如 果 CD 与 所 纵 定 的 有 至 线段 是 吕 公 上 度 的 , 著 么 FE 也 是 这 
样 . 


妃 末 BD 与 所 给 定 的 有 埋 线 段 是 可 公 放 的 ,那么 KE 也 是 这 样 . 
但 是 ,如果 两 线段 CD , DB 每 一 个 与 所 纵 定 的 有 理 线段 不 是 赴 公 
度 的 , 则 两 线段 FE, 二 与 所 给 定 的 有 理 线段 岂 不 是 十 会 度 的 ， 

于 是 ,到 是 一 个 余 线 ,月 它 的 两 段 IE, KE 与 二 项 线 的 两 段 CD， 
DB 是 可 公 度 的 ,各 它们 的 比 相同 ,而 日 EF 与 BC 有 相同 的 等 级 . 

证 完 

我 们 知道 和信 在 一 点 把 一 项 线 ec 分 为 两 段 a,5tay ,而 a 二 5 是 仪 止 方 可 公 
度 的 有 理 线 成 [区 .和 敢 ] .这 就 是 所 滑 一 项 线 ec 的 两 段 . 

说 有 一 个 有 地 线 息 六 加 到 余 线 c' 上 ,而 术科 六 +c (= a ,是 仪 庄 方 可 公认 
的 [X ,到 1 这 就 是 所 请 余 线 ce 的 是 段 , 即 a'( 什 线段) 和 (加 线段 ). 


在 X.12 由, 设 e 为 有 埋 线 段 , 欧 几 里 得 证 明 站 =a—-b',[f 
tr_b 
a bb 
如 吕 咱 e+ po 表示 二 项 线 , 则 证 ris = pveP(0< <1), 显 然 
+ 
A 
m2 


2 
在 X.13 中 ,网 儿 里 得 让 明了 = 各 + (0< <1)， 
丰美 .114 中 ,网 儿 里 得 泪 明 了 


VP ha + AvRoY 


十 -个 有 理 线 段 . 


在 余 线 上 贴 合 一 等 于 一 个 有 理 线 段 上 正方 形 的 考 形 , 则 产 
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生 作 为 宽 的 是 一 个 二 项 线 , 且 二 项 的 两 段 与 余 线 的 两 段 是 可 公 
度 的 ,又 它们 的 比 相 同 ,而 且 二 项 线 与 余 线 有 相同 的 等 级 ， 
设 4 是 -个 有 理 线 段 , BD 是 一 个 余 线 ,在 余 


线 BD 上 贴 合 等 于 有 理 线段 4 上 的 起 方形 的 短 © |K 

形 , 产 生出 作为 宽 的 KH. A ke 
则 可 证 KF 是 一 个 一 项 线 , 它 的 两 段 与 余 线 p ly 

BD 的 两 段 是 可 公 度 的 ， 

且 有 相同 的 比 ,同时 KH 与 3D 有 相同 的 等 级 . BH 
为 此 , 设 DC 是 对 BD 上 的 附加 线段 ， 

所 以 BC, CD 是 仅 正 方 可 公 度 的 两 有 理 线段 . [X.73】j 
设 盾 形 BC .G 也 等 本 4 上 上 正方形. 
但 是 4 上 正方 形 是 有 理 的 ， 

所 以 矩形 BC .G 是 碳 昕 的 . 
又 它 是 贴 合 上 有理 线段 BC 上 的 ， 

所 以 好 是 有 理 的 且 与 BC 是 长 度 可 会 度 的 - [X.201 
现在 ,因为 更 形 BC .G 等 于 出 形 BD .ET ， 

所 以 有 比例 ,CB 比 BD 如 同比 8. [YI.16] 
但 是 BC 大 于 BD ,所 以 KH 也 大 于 已 - _V.16,W.14] 


设 KB 等 于 如 ,所 以 KE 与 BC 是 长 度 可 会 度 的 . 
有 丸 因 为 ,0B 比 BD 如 向 KE 比 KE， 
所 鼎 , 由 换 比 ,BC 比 CD 如 同 KE 比 HE. TW.19, 推 论 ] 
设 和 作出 比例 , KE 比 KE 如同 HF FE， 
十 是 也 有 , 余 旺 EF' 比 FH 如 辣 KH 比 HE, 即 如 |5] BC tk CD. 
WV.l9| 


全 十 BC .CD 是 公正 方 可 公 度 的 ， 

所 以 天 ,FE 出 是 代目 方 可 会 度 的 . [X.111 
又 因为 , KH 比 HE 如同 三 比 天 了 

而 KE EE HE fd HF EE FE, 

所 以 也 有 ,KF 比 F7 如 同 FH 比 FE， [Y.111 
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重 克 儿 蛙 得 ,几何 诛 洒 


于 是 ,第 一 个 比 第 一 个 如 同 第 一 个 上 的 正方 形 比 第 一 个 上 的 正方 形 ， 
[VY. 定 义 .9] 
HI 有, EF LE FE MM KF FFBEE FE 上 正方形. 
但 是 ,KF | 上 小 方 形 与 FH 上 正方 形 是 可 会 度 的 ， 
这 是 因为 KF', FH 是 下 方形 可 公 度 的 ， 


所 以 KF 与 4 也 是 长 度 可 公 庆 的 ， [xX.11] 

于 起 KF 与 KE 也 是 长 度 可 公 度 的 . [X.15] 
但 是 ,KE 足 有 理 的 HH 与 BC 是 长 度 可 公 度 的 ， 

所 以 KF 记 是 有 理 的 时 与 BC 是 人 长度 可 公 度 的 . [xX.12] 
鼠 因 为 ,BC HE CD 加 同 KF FH, 

出 更 比 ,BC LL EF 如 DO 比 FH. LV.16 
但 证 BC 与 本 蚌 丰 公 度 的 ， 

所 以 FH 与 CD 也 是 长 度 可 公 度 的 . LX.L1] 
但 是 BC ,CD 是 仅 止 方 可 公 度 的 两 有 理 线 段 ， 


所 以 KF, FHT 也 是 仅 下 方 可 公 度 的 两 有 埋 线段 ， 
后 以 KH 是 .二 项 线 ， [X.36] 
现在 ,如 果 BC 上 下 方形 比 CD 上 正方 撒 太 一 个 与 BC 是 可 公 度 的 
线段 上 的 止 方形 ， 
则 考 产 于 正方 形 比 下 正方 形 也 太一 个 与 KF 是 可 会 度 的 线段 上 的 
下 方形 . [X.14] 
又 如 果 BC 与 所 给 定 的 有 理 线段 是 长 度 可 公 度 的 ， 

则 E&F 与 所 给 定 的 有 理 钱 段 也 是 长 度 可 公 度 的 ， 
如 时 CD 与 所 绽 定 的 有 理 线段 中 长 度 可 公 度 的 ， 
则 FE 与 所 给 十 的 有 理 线 段 也 是 长 度 可 公 度 的 ， 
但 是 ,如 果 两 线段 BC.CPp 的 每 一 个 与 给 定 的 有 理 线段 不 是 长 度 可 公 
度 的 ， 
由 两 线段 ,FE 的 每 -个 与 给 定 的 有 理 线 段 岂 涉 是 长 度 可 公 度 的 . 
但 是 , 旭 果 BC 于 下 方形 比 CD | 上 正方 上 太 一 个 笨 BC 是 林 可 公 讼 
的 线段 二 的 正方 形 ， 
山 KF 上 在 广 拱 比 fH 上 正方 形 也 太一 个 与 KF 是 不 可 公 度 的 线段 上 
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的 正方 声 . -Xx.14] 
区 如 果 BC 与 给 定 的 有 埋 线 段 是 长 虚 可 会 度 的 ， 
则 KF' 与 给 定 的 有 有 理 线 段 也 足 民 度 可 公 度 的 ; 
如 时 CD 与 给 定 的 有 型 线段 星 长 度 可 公 诬 的 ， 
则 RH 与 给 定 的 有 韩 线段 也 是 长 度 可 公 度 的 ， 
但 是 ,如 果 黄 线段 BC ,CGD 的 备 :个 与 所 色 定 的 有 理 线段 相 吕 长 度 可 
公 度 的 ， 
则 两 线段 EF. FH 的 每 一个 与 所 给 定 的 有 理 线段 了 岂 不 是 长 度 可 公 度 
的 . 
所 以 KH 是 一 个 二 项 线 , 且 它 的 两 段 KF', FH 与 余 线 的 两 段 PC， 
CD 是 可 会 度 的 ,区 它们 的 比 相同 ， 
而 日 KE 5 BD 有 相同 的 等 级 . 


:命题 114 ) 


若 一 个 余 线 和 一 个 二 项 线 和 包含 一 个 给 形 , 且 此 余 线 的 两 
段 与 二 项 线 的 两 段 是 可 公 度 的 , 且 有 相同 的 比 , 则 这 个 面 的 
“ 雇 " 是 一 个 有 理 线 投 . 

设 寻 形 AB.CD 由 余 线 AB 和 一 项 4 了 pg 


线 CD 所 包含 ;, (四 是 CD 的 大 眉 , 没 cc ££ Dp 

帮 线 的 两 成 CE, 8D 与 余 线 的 册 段 4 ， Go. 
是 可 公 度 的 , 且 有 相同 的 此 , 交 设 算 HH 

形 AB ,CD 的" 边 " 是 G. Ry 


山林 证 她 是 有 理 的 . 

给 定 一 个 有 理 线 自理 ,双人 在 COD 由 全 上 上 一 征 形 等 天 亚 上 上 于 方形 ， 
上 请 后 出 作为 宽 的 玫 . 

所 以 开 是 一 个 余 线 . 


ee 


各 欧 几 平 得 :几何 点 本 


邮 它 的 购 自 BN ,ML 与 一 项 线 CD 的 两 段 CE, ED 是 吕 公 度 的 ， 
日 它们 的 比 相 占 . -区 .112] 

作 是 CE,ED 与 4F,FB 也 是 可 公 度 的 ,日 安 们 的 比 相 辣 ， 
,AF EE FB gm] EM HE WML. 

由 时 比 , AF |E KN | BF ELM, 


所 以 也 有 , 余 基 48B 攻 人 最 如 同 AF 比 EM. [V.19] 
但 是 AF 与 EM 是 可 公 度 的 ， [X.12] 
所 以 AB 与 也 起 公认 的 [X.17] 
又 AB 比 K&L 如同 知 形 CDAB 比 定 此 CD .KL， -WL.1] 
所 以 算 形 CD ,24B 与 从 撒 CD .三 也 是 可 公 度 的 . [X.11] 


但 足 ,并 形 CD .元 等 于 如 上 正方 形 ， 
所以 算 撒 CD .AB 与 上 下 方形 是 可 公 度 的 . 
但 避 , GG 上 正方 形 等 于 拓 形 CD、AB， 
所 以 四 二 下 方形 与 互 上 正方 形 吓 可 公 度 的 . 
但 是 五 上 正方 形 是 有 理 的 ， 
所 信守 正方 形 也 是 在 理 的 ,因此 G 是 有 坤 线 段 . 
业 它 汪 知 形 CD ,AB 的 “ 边 ”. 
是 全 是 得 证 . 
推论 从 :个 此 表明 这 样 的 事实 足下 能 存在 的 , 即 由 二 无 埋 线 段 
包含 的 矩 崩 也 是 以 是 :个 有 理 面 . 


证 完 


命题 115”) 


从 一 个 中 项 线 而 产生 的 无 穷 多 个 无 理 线段 ,没有 任何 一 
个 与 以 前 的 性 一 无 理 线 段 相 同 . 
设 有 4 不 个 中 项 线 . 
岂可 证 由 4 面 产生 的 无 穷 多 个 无 理 线段 ,它们 中 没有 一 个 与 以 前 
的 任 - -个 是 相同 的 ， 
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给 定 一 个 有 理 线 段 B, 作 一 个 线段 
侣 ,和 癸 上 比 上 让 方形 等 于 短 形 B8、A， 
则 CC 是 一 个 无 理 线 绒 ，[X .定义 二 
国 为 由 万 埋 线 段 和 帮 理 线段 所 人 包含 
的 矩形 是 无 理 的 . 1X.20. 推 论 ] 
又 它 与 以 前 任 -个 不 相同 .因为 以 
前 汶 有 任意 一 个 无 理 线段 上 正方 形 贴 合 于 一 个 有 理 线段 上 得 的 年 形 ， 
而 产生 出 作为 党 的 线段 是 中 项 线 . 
又 设 情 上 的 正方 形 等 于 知 形 B. 人 CO， 


DO mh 


所 以 DD 上 正方 撒 是 无理 的 . [X.20. 推 论 - 
所 以 只 是 无 理 的 ; [X. 定 祥 寺 | 


且 它 与 以 前 什 一 无 理 线 眉 不 同 , 因 为 在 有 理 线 段 上 贴 合 :等 于 以 而 他 
一 无 理 线段 上 正方 撒 的 矩形 ， 
而 产生 出 作为 宽 的 不 是 C. 
类 似 地 ,如果 将 这 种 排列 无 限 继续 下 去 ， 
显然 ,从 个 中 项 线 能 产生 无 穷 多 个 无 理 线段 ， 
布 出 没有- -个 与 以 前 任 一 个 万 音 线段 相同 . 


证 
第 X 卷 足 讨 论 碟 理 线 段 , 许 多 学 者 认为 它 也 许 足 个 书 最 重 紫 的 ”区 ， 
无 理 线 段 是 娃 并 在 具 量 "j 公 度 与 小 可 公 虚 概念 的 基础 上 .自从 公元 陶 五 批 纪 
改期 有 本 订 公 麻 的 两 个 量 以 后 (如 正方 形 一 边 王 对 作 线 不 可 公 度 ,让 开 进 暴 的 一 
边 二 它 的 对 解 线 不 可 公 度 等 }), 这 绒 和 否定 中 达 娟 拉 斯 学 派 的 信条 “ 宁 市 问 一 雪 现 
妾 都 能 归 靖 为 整 烙 或 整数 之 比 ” ,于 基建 立 在 读 信 条 1 的 几何 惠 这 ,如 相似 形 理 
沦 , 一 般 了 地 失 由 了 ,从 而 导致 了 数学 的 第 一 次 危 宙 .虽然 作 大 的 数 芝 家 欧 拓 点 其 是 
嫉 * 不 可 会 度 " 问 题 击 建立 了 远见 理 识 的 新 的 比例 论 - 使 凡 条 相 做 埋 论 获得 新 竺 ， 
然而 "不 吓 公 度 ” 的 理论 仍 是 "时 册 究 的 新 课题 .此 中 以 西点 秦 德 斯 ( 公 外 的 415 ~ 
前 369 人 条 ) 页 献 为 最 大 . 欧 玉 里 得 总 结 了 前 大 的 成 漂 , 把 它 按 还 畦 次 序 扒 了 起 来 . 精 
心 分 类 ,使 其 完整 ， 戎 埋 线段 的 理论 足 古 希腊 数学 的 大成 就 之 一 . 


由 


由 义 . 定 义 二 乱 记 为 有 理 线段 .那么 ,A 二 f 岂 是 有 理 线段 (m,n 中止 整 数 )， 
凡 和 至 6 起 直方 不 可 公 度 的 线段 玫 是 无 理 线段， 
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和 陈 儿 日 得 : 扎 何 虎 本 


设 记 .qo 为 行 理 线段 ,4 天 起 由 有 理 数 全 不 是 平方 数 , 那 么 及 二 个 无 理 线 段 , 即 
上 页 线 .二 硕 线 各 余 线 .就 分 痢 是 2 So 的 比例 中 项 ,它们 的 和 与 益 , Mv pvp 
(人 它 | 个 无 旦 线段 也 部 中 其 的 部 分 的 和 与 益 {X. 
37 一 41,X.74- 78) ;各 级 二 项 线 是 oppfa 是 上述" 利 " 形 式 的 各 个 无 本 线段 ,X， 
60F- 66) ;各 级 企 续 居 如 AAPLb 足下 述 * 其 " 拱 碟 的 备 个 元 埋 线 成 ,多 ,97 一 ] 近 ] ;全 于 
匡 下 项 线 j 记 相 纵 产 朱 的 无 印 线段 .X.151 ,它们 Re oa 的 比 秽 中 项 , 即 ， 


0 用 wa 人 与 5 的 比例 下 项 .We -和 .下 它 依 此 类 推 、 

最 然 , 获 儿 时 得 让 第 六 郑 趾 所 计 论 冶 无 理 线 明 , 促 限 有 埋 线段 的 加 . 波 、 习 、 
除 由 于 六 ,以 玉 了 所 得 无 理 线 段 之 问 或 无 刺 线 段 与 在 晶 线 段 之 问 也 仪 限 上 述 的 运 
算 . 开 于 在 第 如 卷 喘 吉 应 应 用 :- 全 有理 线 拱 被 分 成 中 外 纪 , 那 冬 所 分 得 的 两 部 分 
部 是 余 线 LXN1L6-; 有 卉 旧 径 的 图 内 接 正 走边 形 的 一 过 大 光线 1XNTH ;有 埋 直 入 
的 奈 内 接 市 一 上 向 伟 的 边 吓 次 线 XITT.D ;有理 直 瓜 前 续 内 接 由 二 上 而 体 的 边 赴 
洗 线 [XIT061: 有 在 理 让 纸 的 坏 国 接 由 让 一 面体 的 过 是 余 线 5XNT.71. 
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和 到 


定 义 


1. 体 有 长, 宽 和 高 . 

2. 体 的 边界 是 首 

3.- 一 才 旨 和- :平面 内 所 有 有 与 它 相 区 的 青 线 者 成 直角 时 , 则 浆 此 直 
线 与 平面 成 直角 . 

4. 在 两 个 相 区 平面 之 一 内 作 直 线 与 它们 的 安 线 成 眼 佣 ,并且 这 些 
直线 也 与 另 :下 而 成 直 时 ., 则 称 这 两 平面 相交 成 直角 . 

5 从 -条 和 半 面 相交 的 育 线 上 作 一 点 生 向 平面 作息 线 , 则 该 由 线 
与 连接 区 点 利 了 重 足 的 连 线 所 成 的 角 称 为 该 直线 与 平面 的 倾角 所 . 

6. 从 两 个 相交 企画 的 区 线 工 同一 点 ,分 别 在 两 平面 内 各 作 蒋 线 的 
算 线 ,这 上 遇 条 垂 线 所 夹 的 锐 间 叫做 该 两 平面 的 倾 第 沁 . 

7.- -对 平面 的 颁 角 等 于 另外 -对 平面 的 倾角 时 , 则 你 它们 有 相似 
的 倾角 . 

8 .两 平 击 总 不 相交 , 则 称 它 们 是 平行 平面 . 

9. 几 由 个 数 相 等 的 相似 面 梅 成 的 所 有 立体 峡 形 称 为 相似 立体 图 


形 . 

10-. 几 由 个 数 相等 的 相似 昌 相 等 的 面 构成 的 立 栖 图 形 称 为 相似 且 
相等 的 立体 图 形 . 
i. 由 不 在 阿 -- 平 而 内 多 于 上 若 条 由 交 于 一 点 的 自 线 合体 构成 的 图 


有 原 为 the extremity of the stright line ,总 妈 "* 该 本 线 的 庙 点 ”此 种 源流 小 太 
合适 . 故 详 作 ”* 直 线 上 慎 意 一 点 ”. 
如 总 也 必 吧 做 交 和 有， 
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形 称 为 立体 角 . 

换 铝 话说 :出 不 在 同 个 平面 内 且 多 于 两 个 而 又 交 于 一 点 的 平 而 
角 所 构成 的 图 形 栋 为 一 个 立体 角 . 

12. 由 几 个 菇 于 一 点 的 面 及 另外 一 个 面 构成 的 图 虑 ,在 此 而 与 变 点 
之 间 的 部 分 株 为 楼 锥 . 

13. 一 个 楼 柱 是 一 个 立体 图形 , 它 是 市 一 些 平 击 构成 竟 , 其 中 有 两 
个 面 是 相对 的 .相等 的 ,相似 旦 平行 的 ,其 它 各 向 邦 是 平行 四 边 形 . 

14. 同 定 一 -个 半圆 的 直径 ,旋转 半圆 到 开始 位 置 ,所 形成 的 图 形 称 
为 - -个 球 ， 

15. 球 的 轴 是 半 回 绕 成 球 时 的 不 动 直 径 . 

16. 球 心 是 羊 较 的 圆心 . 

17. 过 球 心 的 任意 真 线 被 球 呵 规 出 的 线段 称 为 球 的 直径 . 

18. 国定 直 前 -角形 的 - -条 是 角 边 ,旋转 直 衣 三 角形 到 升 始 位 图 
所 形成 的 图 形 称 为 圆锥 . 

如 果 固 定 的 … 直 葡 边 等 于 上 呈 一 直 朋 边 时 ,后 形成 的 圆锥 称 为 直角 
圆锥 ;如 果 小 于 引 -他 , 则 称 为 钝 角 圆 锥 ;如 第 大 于 另 一 边 , 风 称 为 锐角 
圆锥 . 

19. 直 前 三 角形 绕 上 成 图 维 时 ,不 动 的 那 条 所 角 边 称 为 圆锥 的 轴 . 

20. 三 角形 的 六 - : 边 经 旋转 后 所 成 的 圆 耐 . 称 为 图 锥 的 底 . 

21. 固 定 短 撒 的 : 边 , 绕 此 过 族 转 和 形 钊 开始 位置 ,所 成 的 图 撒 称 
为 圆柱 . 

22. 年 形 线 成 辐 杜 时 的 不 动 边 , 称 为 圆柱 欧 轴 . 

23. 定形 娆 成 圆柱 时 , 相对 的 上 黄 边 旋转 成 的 两 个 辆 而 叫做 圆柱 的 
底 . 

24. 凡 辐 锥 或 网 柱 共 轴 与 底 和 的 生花 成 比例 时 , 央 称 这 些 圆锥 或 网 柱 
为 相似 圆锥 或 相似 圆柱 . 

25. 六 个 相等 的 正方 形 所 国 成 的 了 体 秽 形 , 称 为 正 立 方 体 . 

26. 和 从 个 全 等 的 等 边 一 节 形 所 册 成 的 立体 亢 玫 , 称 为 正八 面体 . 

好 .二 十 个 尘 等 的 等 过 三 角形 所 出 成 的 立体 图 形 , 称 为 正二 十 面 
体 . 
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28. 十 二 个 相等 的 等 边 呈 等 角 的 二 边 形 所 用 成 的 立体 图 形 , 称 为 正 
十 二 面体 . 


命 是 


命题 1  ) 


一 条 直线 不 可 能 一 部 分 在 平面 内 ,而 筋 一 部 分 在 平面 外 . 
因为 ,如 果 叮 能 的 话 , 设 直线 ABC 的 部 
分 AB 在 平面 内 ,向 男 一 部 分 BC 又 在 此 平面 
外 . 
nN 那么 ,在 这 个 平 击 下 就 有 一 条 青 线 与 A5 
连接 成 同一 条 青 线 , 设 它 为 BD. 
4 因此 ,45 是 汕 条 直线 ABC, 4BD 的 共同 
部 分 :这 是 不 可 能 的 . 
固 为 ,如 果 以 五 为 心 , 以 4 为 荆 离 面 网 ， 
则 直径 截 出 不 相等 的 国 弧 . 
所 以 ,一 条 坪 线 不 中 能 一 部 分 在 平面 内 .而 男 -部 分 在 此 平面 外 . 


证 完 


C 


合 题 2  ) 


如 果 二 条 直线 彼此 相交 , 则 它们 在 同一 个 平面 内 ;并 且 每 
个 三 角形 也 各 在 同一 个 平面 内 . 
设 遇 下 线 AB ,CD 父 于 点 吾 . 
则 可 证 48 ,CD 在 问 一 个 半 面 内 ;并 二 每 个 一 角形 也 在 这 个 平面 内， 
设 在 BEC,EB | 分别 取 点 了 ,如 .连接 CB, FG; 引 FH, GK. 
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和 欧 儿 和 开 得: 几何 原 洒 


首先 证 圳 二 角形 BGCB 在 同 一 个 平面 败 ， 


划 [ 果 一 攻 形 ECB 的 一 部 分 FHC 或 了 D 
GBK 在 一 个 平面 内 ,而 余 上 的 在 站 外 一 个 人 
平面 办. B 个 
那么 ,直线 BEC, 之 一 的 一 部 分 在 一 个 半 
而 内 ,而 郧 一 部 分 在 男 外 个 平 向 内. c 3 


但 是, 如果 三 角形 ECB 的 一 部 分 FCBG 
在 原平 画 办 ,而 其 余部 分 在 男 一 个 平面 内 . 
那么 ,两 直线 BC ,EB 的 一 部 分 也 在 序 和 平面 莉 ,春田 一 部 分 在 另 一平 面 
因 : 忆 经 证 明了 这 是 本 合理 的 . 


[XI.1| 
训 ,三 胡 形 BCGB 在 :个 半 面 内 ， 
但 了 ,三 角形 ECB 所 在 的 平面 也 在 BC, EB 所 在 的 平 而 ;区 EC， 
EB 所 在 的 平和 也 二 AB ,CD 所 在 的 平 向 . 


[XE | 
所 以 ,直线 AB, GD 在 一 个 平 疝 办;#H 每 个 二 角 拱 也 在 这 个 平面 
内 . 
证 完 
命题 3  ) 
如 果 两 个 平面 相交 , 则 它们 的 共同 交 迹 是 一 条 直线 ， 
设 两 平 商 48, BC 梢 交 , DB 是 它们 的 共同 穴 
则 可 证 线 DB 是 一 条 占线 ， 如 
如 果 丰 是 和 直线, 设 从 万 刘 玉 在 平面 4 上 连 
接 的 直线 为 PEBB; 在 平面 BC 上 连接 的 直线 为 D4 
DFB. [i 
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因此 ,山菜 上 自 线 DEB,DFB 在 相同 的 端点 ,明显 的 ,它们 图 成 一 个 
而 放 ; 这 基 不 可 能 的 . 

所 以 ,DEB ,DFB ,者 不 是 占线， 

类 亿 地 .可 以 证 明 除 平面 AB, BG 的 交 线 之 外 再 没有 连接 从 万 到 
吾 的 任何 其 它 占线 ， 


证 完 
合 题 12 的 证 胃 引 所 中 训 的 部 市 是 没有 来 源 的 ,这 个 命 肿 所 水 太 的 儿 率 
是 点 . 线 .而 - 欧 此 第 香 相 骨 他 给 这 些 扎 夫 下 的 定义 来 证 骨 这 一 个 命题 .这 是 办 不 
色 的 .因此 .他 的 这 些 证 明 绰 就 起 本 全 任何 作用 ,等 二 洗 右 让 即 . 


命题 4  ) 


如 果 一 直线 在 开 两 条 直线 充 点 处 都 和 它们 成 直 前 , 则 此 
直线 与 两 直线 所 在 平面 成 直角 . 

设 - 育 线 BF 在 一下 线 A4B, CD 的 交 
点 习 与 它们 成 二 了 衣 . 

则 订 证 EF 也 与 4B, 0D 所 看 的 平面 
成 下 用. 

设 取 AE ,BB,CE ,ED 彼此 相等 ,HL 过 
点 百 任 意 ? 引 -条 直线 GEH. 
连接 AD, CGB. 
日 在 EF [ 任 联 :点 下 ,连接 FA .FG ,FD ,FOU,FH, FB. 
因为 ,两 线段 AE ,ED 分 别 等 I- 线段 CE ,EB, 而 且 夹 角 也 相等. 


[1.15] 
所 以 , 谍 AD 窑 二 订 CB. 
江 朋 王 衣 志 4ED 等 于 二 衣 形 CEB. [1.4] 
十 是 和 DAE 也 等 了 前 EBC. 
但 是 , 角 AEG 也 等 寺前 BETF [7.15] 


所 以 ,二 角形 4GE 和 有 BE 有 册 衣 及 类 边 分 别 相 等 ,来 边 即 AE，, EB. 
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各 网 由 半 得 :几何 原本 


所 以 ,其 余 的 边 也 相等 . [1.26] 
所 以 ,GE 等 于 EH, 有 HAG 等 于 BH. 
因为 , AB 等 于 到 B ,出 FE 是 两 直角 处 的 公共 边 . 
所 以 , 底 54 等 于 底 FBR. 11.4] 
问 理 , FC 也 等 FD. 
内 为 ,AD 等 于 CB, 日 F4 等 于 FB， 
两 边 FA ,4D 分 别 等 于 两 过 4B, BC. 
区 已 经 证 得 库 FD 等 于 底 EC 
所 以 ,和 角 AD 也 等 于 和 FPC. 「 8] 
又 已 经 证 得 AG 等 于 BH, 而 日 F4 也 等 于 8; 两 廊 F4 .AG 等 于 两边 
FB., BH. 
也 己 证 得 角 Fa4G 等 + 衣 FBH. 
所 以 , 底 FG 等 于 底 FH. [1.4] 
现在 .因为 已 让 得 G8 等 于 EH, 有 EF 是 公共 的 ;两 边 GE ,EF 等 
FF 两 过 HE ,EF. 
又 , 底 FG 等 于 底 2H. 
所 以 ,用 GEF 等 J- 角 HEF. [1.8 1 
所 以 , 角 GEF, 和 朋 HEF 部 尽 直 角 . 
J 是 ,FE 过 吾 和 直线 GH 成 直角 . 
类 借 地 ,能 够 让 明 FE 和 已 知 平 面 上 与 它 相 区 的 所 有 直线 都 成 由 


们 是 , 妆 一 直线 利 一 平面 上 相 变 的 所 有 折线 都 余 成 育 朋 时, 则 该 肯 
线 与 此 平面 成 自 衣 . [XI. 害 六 3] 
所 以 ,FE 与 平 芝 成 得 角 . 

但 是 ,拉面 经 过 直线 A8, CD， 

所 以 ,FE 利 经 过 AB, OD 的 平面 成 直角 . 
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命题 5  ) 


如 来 一 直线 过 三 直线 的 交点 且 与 三 直线 交 成 直角 . 则 此 
三 直线 在 同一 个 平面 内 ， 

设 直 线 4 过 直线 BC ,BD ,BR 的 交点 吾 , 昌 与 它 人 或 喜 角 . 

则 可 证 BC ,BD ,BE 在 同一 -个 平面 内 . 

假 谤 它们 不 在 同一 个 平面 内 ,如 果 这 是 
uf 能 的 , 设 BBD, 晤 在 同 - 个 平面 内 ; BC 不 
在 该 平 徊 内 ,过 48B 和 BC 作 - :平面 , 它 与 原 
平面 有 一 条 交 线 . [XIE.3] 

设 它 是 BF. 

则 一 直线 AB, BC, BF 侍 问 平面 内 ， 
即 经 过 2B, BO 的 伴 面 ， 

因为 4B 利 青 线 BD ,BE 的 每 - -条 者 成 直角 ,所 以 ,AB 也 和 石门 ， 
BE 所 仕 的 下 季 成 二 亿 . [XI.41 

但 是 ,通过 BD ,BE 的 半身 是 原平 而 . 

所 以 ,2&8B 和 原平 贞 成 直角 . 
于 是 AB 也 和 原 半 而 内 过 吾 点 的 所 有 直线 玻 表 角 . 
[ XI. 定义 3! 


但 是 ,在 原平 向 内 的 BF 与 4B 相交 ， 

Hi 以 角 ABF 是 直人 骨 . 

晶 是 ,已 知 角 ABC 也 是 直角 . 

有 以, 角 ABF 等 于 负 ABC, 且 它们 补 一 个 于 而 内 :这 是 涉 吕 能 的 . 
所 以 ,直线 BC 不 在 平 而 外 

从 而 ,三 自 线 成 ,BD ,Br 在 癌 一 平 南 由. 
内 此 ,如 昌 一 直线 示 一 开 线 的 交点 母 与 二 直线 安 成 下 着 . 

则 此 一 直线 在 回 - :个 平面 内 ， 


一 


三 区 几时 得 :用 何 际 本 


命题 6  ) 


如 果 两 直线 和 同一 平面 成 直 前 . 则 二 直线 平行 ， 
度 帅 条 直线 4 (7D 郁 和 和 岂 知 平 而 成 直角 . 
出 可 证 4B 平行 上 CD. 


设 它 科 交 己 知 平面 二 点 B,D. C 4 
连接 BD. A 
在 己 知 平面 内 作 DE 和 BD 成 直角 , 且 疲 I /, 
DE 守 上 4B, 连接 BE,AE 及 AD. I 

因为 AB 各 已 知 平 而 成 直角 , 它 也 和 该 


平 而 内 与 此 由 线 相交 的 一 转 直 线 成 直 基 . 
[X]. 定 兴 3] 
但 是 .六 己 知 平面 内 两 直线 有 ED .BFP 都 和 AB 相交 ,所 以 , 角 ABD 
和 ABE 者 是 旺角 . 
同 理 , 骨 CDB ,CDE 岂 孝 是 刀 角 . 
国光 .AB 等 于 DE,H. BD 压 公 其 的 . 
由 此 ,两 边 AB. BD 等 于 两 边 到 ,DB. 且 它们 各 白 交 成 喜 角 . 
所 以 , 展 AD 等 和 上 底 BE. [1.4] 
六 因为 .4B 等 FDE ,9 吕 星 4D 也 等 于 BE. 
疝 边 4B ,BE 等 于 两 边 BD, DA .日 AE 为 公共 [ 底 ， 
所 以 ,和 角 ABE 等 J]- 角 EDA. [1T.8] 
们 是 ,用 ABE 是 直角 ， 
所 雇 , 骨 卫 硫 也 足下 前 ; 
所 以 ,ED 和 DA 成 直 前 . 
但 是 . 它 也 和 直线 BD ,DC 的 每 -- 条 都 成 直角 . 
所 以 ,BD 和 二 直线 BD, DA ,DC 在 它 放 的 人 点 处 成 直角 . 
于 晨 ，: 直 线 BD ,D4 ,DC 在 同一 个 平面 内 [XI.$] 
但 是 ,不 论 BB, D4 在 嘻 个 平和 外 内 , AB 也 在 这 个 平面 内 ,又 因为 
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企 休 一 区 形 在 - :个 平面 寺 . TXT.2] 
所 以 ,直线 AB, BD,DG 在 -- 个 平面 内 . 
交角 ABD, BDC 帮 是 站 衣 ， 
所 以 ,4 半 行 生 CD. | 1.281 
[= 
JE 


命题 7 ) 


如 果 丙 条 直线 平行 ,在 这 两 直线 上 各 任意 取 一 点 , 则 连接 
两 点 的 直线 和 两 条 平行 线 在 同一 平面 内 . 
设 46,CD 超 新 条 平行 自 线 ,分 别 在 竺 条 上 各 上 育 - 版 百 , 丘 . 
则 本 证 连接 点 巨 ,下 的 直线 与 两 条 平行 再 线 在 同一 -平面 内 . 
假设 不 是 这 样 , 旭 果 这 是 可 能 的 话 , 设 


4 E B 两 点 下 ,下 的 连 线 BGF' 在 平和 外 .过 EGF 
) 作 一 平 商 . 它 与 二 平行 贞 线 所 在 的 平面 相交 
c Dp 于 -条 再 线 、 [ XI.3] 
F 没 它 是 EE. 


所 以 , 阿 杀 再 线 EGF, EF 围 成 .个 浙 
片 :这 是 不 可 能 的 . 
所 以 ,从 吾 到 已 连接 的 直线 不 任 平 面 外 . 
从 而 .人 捅 四 人 钊 天 连接 的 直线 在 贞 下行 线 4 ,CD 所 在 的 平面 内 ， 
证 完 


命题 8 ) 


如 果 两 条 直线 平行 ,其 中 一 条 和 一 个 平面 成 直角 . 则 另 一 
条 也 与 这 个 平面 成 直角 . 


各 了 哆 儿 里 得 :几何 队 丰 


设 AB ,CD 是 两 条 平行 线 , 生 它们 之 一 AB 和 已 知 平 面 成 百 介 ， 
则 本 证 另 一 条 直线 CD 也 和 同一 平面 成 直角 . 
设 AB ,CD 与 已 向 平 商 相 深 于 点 8,D. 


连接 BD. 4 5 
由 此 ,AB,CD,BD 在 -个 平面 内 . 
Tx].7| 
在 已 知 平 商 上 作 DE 和 BD 成 育种 , 且 f "/ 
版 DE 等] 43. E 


连接 BE ,AEB ,AD. 
现在 ,因为 AB 和 已 知 平面 成 直角 . 
所 以 ,AB 和 平面 | 与 它 相 交 的 一 切 占 线 成 直 前 


,Xl. 定 避 3] 


所 以 .用 ABD, ABE 部 是 直 却 ， 
时 为 ,占线 BD 和 平行 线 AB, CD 相交 ， 
所 以 , 角 ABD .CDB 的 和 等 于 网 眼角 . rT1.29] 
介 赴 , 角 ABD 是 直 骨 . 
所 以 , 角 CDB 也 证 下 前. 
从 而 ;5 各 BD 成 直 朋 
又 因为 , AB 等 J-DE. 恒 BD 迟 公 此 的 ， 
于 是 ,上 症 动 AB ,BD 等 于 两 边 BD .DB; 
区 和 佣 ABD 等 于 角 EDB ,因为 它们 都 是 自 角 ; 
所 以 , 底 AD 等 于 底 BE. 
区 因为 , 4B 千 于 DE, 及 BE 等 于 47. 
丰 , 了 黄 边 4B,BE 分 曾 等 于 商 边 DD, D4, 交 ,AEB 是 公共 的 底 , 所 以 ， 
角 ABE 等 4- 作 EDA. 
但 中 ,第 ABE 是 自 衣 ,所 以 , 角 EDA 志 是 至 贡 . 
所 以 ,ED 和 机 4 成 直角 . 
伍 是 , 它 也 与 DB 成 吉 骨 . 
所 以 ,到 也 和 经 过 了 P ,pa 的 平 向 成 二 骨 . “XIJT.,4] 
所 以 ,BD 也 和 经 过 BD ,Pa 的 平面 内 与 它 相交 的 直线 者 成 直角 . 
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但 是 ,DC 在 2 ,14 决定 的 平面 央 . 因 为 4 旭 ,BD 症 BD ,DA 次 定 
的 平面 内 ， i XT.21 
吾 DC 也 在 AB, BD 决定 的 平 抽风， 
所 以 ;ED 和 DC 成 直 骨 ,地 CD 也 种 DE 成 月 针 . 
但 是 , GD 也 和 BD 成 直角 ， 
所 以 ,CD 在 是 条 直线 DE, DB 交点 DD 人 处 和 二 直线 成 直角 ,好 CD 
红 与 过 DE,DB 的 平阳 成 直角 ， | xX1.4] 
但 种 ,通过 DE ,DB 的 平面 禹 是 所 讨论 的 平面 . 
所 以 OD 和 已 知 平面 成 直角 . 


所 
出 


命题 9 ) 


两 条 直线 平行 于 和 它们 不 上 共 面 的 同一 直线 时 ,这 两 条 直 
线 平 行 . 

没 丙 条 直线 AB, CD 帮 和 平行 二 和 它们 不 共 面 的 由 线 三 

则 可 证 4B 半 行 于 CD. 


在 EF 下 任 取 一 点 如 ,Hl 它 在 22F， B 圭 有 4 
4B 所 在 的 平面 内 作 GBH 与 EF 成 直 骨 ; 
成 至 角 ， 2 a < 


现 症 .| 国 为 EF 和 冰 线 三 旦 .GE 的 
每 一 苯 者 成 直角 . 


所 以 ,本 F 出 和 给 过 妇 百 .6G 开 的 平面 成 正 击 . | X1.41 
ET 行 AB ,所 以 AB 也 和 经 过 Be ,GE 的 平面 成 育 . 
“XI.8| 


同 理 ,CD 也 种 经 过 8G, GE 的 六 面 战 直 几 . 
所 以 ,直线 4B ,CD 部 和 经 过 再 ,GK 的 平 疝 成 由 前 . 
但 是 ,如 果 贞 条 直线 都 和 加 一 平 而 和 焉 让 , 则 它们 平行 . 
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各 了 敬 儿 虫 得 : 开 何 点 本 


所 以 AB 平行 CD. 


命题 10 ) 


如 果 相 交 的 两 条 直线 平行 于 不 在 同一 平面 内 两 条 相交 的 
直线 , 则 它们 的 夹 前 相等 . 

没 曲 条 星 线 AB, BC 相交 ,有 旦 平 
行 上 不 在 同一 平面 几 相 交 的 两 直线 CC AN\ 
DE, Er. SA\ 


则 可 证 角 4BC 等 于 角 DEF、 NA 
设 艇 取 BA, BC, ED., EF 彼此 相等 . VE 一 
日 连接 AD, CF, BE AC, DF. 广 - 


现在 ,因为 BA 等 于 且 平 行 于 ED. 
所 以 ,AD 也 等 十 有 是 平 行 于 BE. 


11.33] 
同 理 ,CF 也 等 :二 日 平行 于 BBE. 
所 以 ,两 直线 AD ,CT 都 等 了 -有 于 行 寺 BE. 
介 是 ,两 二 线 平行 于 和 它们 不 直面 的 一 占线 , 则 两 十 线 平行 . 
i XI.9] 


所 以 ,AD 平行 H 等 -J CF. 

而 AC ,DF 连接 者 它们 ， 

所 以 ,AC 也 等 于 丝 平 行 于 DF 1T.33] 
现在 .因为 两 边 4, BC 等 于 两 过 DE, EF， 

又 底 4C 等 于 底 DE， 

所 以 ,前 4BC 等 于 骨 DEF. [1.8] 


i 下 
< 
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命题 11 ) 


从 平面 外 一 人 外 已 知 点 作 一 直线 重 直 于 已 知 平 面 . 
设 二 是 平面 外 一 已 知 点 ,月 笃 定 已 知 半 面 . 
要 求人 失 点 A 作 一 育 线 重 下 于 已 知 阅 向， 
设 BC 是 在 已 知 平 面 内 作 意 作 的 一 条 丘 
线 , 且 从 A 作 自 线 AD 下 自 于 BC. 


11.121 
由 果 AD 也 恒 直 十 已 知 平 向 ， 
则 所 求 的 直线 已 作出 ， 
但 是 ,如 果 不 是 这 样 ,从 点 太 在 已 知 平 向 
内 作 DE 和 BC 成 直角 ,| 1[.11] 


从 如 作 AF 焉 直 于 DDE. 11.12] 
日 过 点 中 作 6 平行 于 BC. [1.31] 
现在 ,因为 BC 和 直线 D4 ,DE 时 成 占用， 
所 以 ,BC 也 和 经 过 ED, D4 的 平 而 成 直 戎 . [ XI.4] 


又 GH 半 行 寺 - 亿 . 
但 是 ,如 果 两 于 行 线 之 一 和 某 - 一 平面 成 直角 . 
由 另 一直 线 了 岂 和 同 - -平面 成 直角 . “xX[.8] 

所 以 ,GH 也 和 经 过 ED, DA 的 六 而 成 直角 . 

于 是 ,G8 也 利 经 过 ED ,D4 的 平面 内 相 GE 柑 颁 的 一 基 直 线 成 直 
前 . | X[. 逢 导 3] 

但 是 4F 在 ED.D4 所 在 前 下面 内 甘 和 GF 相交 ,所 以 ,GH 和 FA 
成 直角 , 即 FA 也 和 GH 成 直角 . 

但 是 4 也 和 DE 成 直角 .所 以 4 和 相 内 线 GH ,DE 都 成 直角 . 

但 是 ,如 果 -条 直 线 在 黄 条 昌 钱 交点 处 和 这 两 条 直线 成 自 骨 ,于 
么 , 它 也 和 经 过 两 条 直线 的 平面 成 直角 [Xl1.4] 
所 以 ,FA4 和 经 过 ED, GE 的 平面 成 直角 . 
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者 防 几 于 得 :几何 训 不 


但 呈 , 经 过 ED ,GB 的 平面 就 三 己 知 平 击 ,所 以 ,AF 和 和 已 知 平 面 
成 直角 . 
从 而 ;从 平面 人 淖 已 知 点 作出 了 直线 AF 答 直 于 已 知 平 向， 
作 完 


命题 12 ) 


在 已 知 平面 内 的 已 知 点 作 一 直线 和 该 平面 成 直角 . 
证 给 定 已 开平 而 及 它 上 面 -点 4. 

要 求 由 点 4 作 一 坪 线 和 人 它 成 二 角 . ? B 
在 平面 外 任 取 一 点 吾 , 从 点 吾 作 BC 羽 直 


于 已 知 平 奇 ， [ XI.1!] 
又 ,过 44 作 4 平行 于 PC， [1.331] 


因为 AD ,CB 是 两 条 平行 线 , 寻 它 们 中 的 
-条 BC 和 该 平面 成 育 角 , 则 共 余 的 一 条 AD 
电 与 己 知 平 而 成 直角 . 
所 以 .在 已 类 平面 内 -点 4 作出 直线 42D 与 该 平面 成 直角 . 
作 完 


命题 13 ) 


从 平面 内 同一 点 在 平面 同 仙 ,不 可 能 作 两 条 直线 都 和 这 
个 平面 航 直 . 

如 果 可 能 的 话 . 避 从 平面 内 -点 汪 . 在 平面 同 侧 作出 两 条 直线 
4 .4C 和 这 平 亩 了 臣下. 

多 过 B4 .AC 作 一 平谷 . 

它 经 过 点 4 与 已 知 焉 而 交 洒 一 直线 . [ XI.3] 

设 此 直线 为 DAE. 

Sl 
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B 所 以 ,直线 4B,AC,DAE 和 住 同 -- 平 血 上 . 
过 为 CA 和 已 知 平 面 成 直 前 , 则 和 已 知 平 
p 面 内 利 它 柑 父 的 所 有 直线 成 直角 . 
“XT. 定居 3] 
但 是 , DAE 和 C4 相交 日 衣 DAE 在 山 知 
于 而 内 ;所 以 入 CAE 是 直角 . 
同 理 骨 BAE 也 是 青 朋 . 


所 以 ,用 CR 答 于 人 用 BAE. 
区 它们 在 :=- 个 平面 内 :这 征 相 可 能 的 ， 


和 同一 直线 成 直角 的 两 个 平面 是 平行 的 . 
设 - -直线 4B 和 和 两 个 平面 CD ,EF 才 成 直角 . 

则 如 证 这 两 个 于 和 而 是 平行 的 . 

如 梨 不 足 这 样 , 延 长 后 它们 就 要 由 


7 


设 它 们 相交 . 
是 它们 区 于 - 应 线 . 


设 这 条 父 线 中 GH. 
住 GH 上 任 取 点 下, 连接 AK, BK. 

因为 AB 和 村 向 本 "成 到 衣 , 所 以 AB 也 和 BK 成 筷 角 ,; 从 是 平 遇 
EF 怒 展 后 上 了 而 的 -条 直线 . 


[ 记 . 定 尝 3] 
所 以 前 ABK 是 自 衣 . 
同 理 , 角 BAK 也 是 育 前 . 
于 是 , 作 三 佣 形 ABK 中 ,两 个 角 ABK, BAK 部 是 直角 :这 是 不 条 
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大 爽 儿 由 得 : 儿 何 存 本 


能 的 . 141.17: 


所 以 ,两 平面 CD ,EF 延展 后 相 相 交 ， 
所 以 ,平面 CD ,EF 足 平行 的 ， [XI. 定 人 半 8] 


从 而 , 利 同 - 声 线 成 直 前 的 其 个 平 向 是 半 行 的 . 


命题 15  ) 


如 果 两 条 礼 交 直线 平行 于 不 在 同一 平面 上 的 号 外 两 条 相 
交 直线 , 则 两 对 相交 直线 所 在 的 平面 平行 . 
设 两 条 相安 直线 AB, BC 平行 于 不 在 


同 平 而 上 的 中 两 条 相交 和 直线 DE, EF 
央 呈 证 延展 后 经 这 4B ,8 平面 和 经 


这 DE ,EF 的 平面 不 相交 . 
只 点 B 和 作 目 线 BG 重 直 于 经 过 DE, BF 


的 平面 . [XI.11] 
设 它 冯 平 面 于 点 在 . 


过 如 作 GH 平行 于 2D, 作 GK 平行 f EEF. 
[1.31] 


因为 ,BG 利 经 过 DE ,RF 的 平 各 成 直角 . 
所 以 , 它 和 经 过 DE,EF 平 面 内 几 和 它 相当 移 所 有 直线 成 自 角 . 
[XI. 冠 交 3 
但 十 .他 经 过 DE ,EF 的 半 而 内 只 条 二 线 9H, GK 胡可 BG 相交， 
所 以 ,加 BGH 和 前 BGK 部 尽 直 角 . 


又 因为 , B84 平行 于 GH. ,XT1.9] 
所 以 ,了 GB4 ,BGH 的 种 是 向 占 骨 . [1.293] 


介 屁 , 骨 BGEH 是 生 角 ,所 以 , 角 BGA4 也 是 片 角 ， 
所 以 ,GB 各 Bi 成 直角 . 
同 盏 ,GB 也 和 BC 成 自 角 . 
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加 有 第 XI 益 @ 
| 甘 为 ,直线 685 和 两 相 和 区 的 直线 B4 ,BC 成 直 前 . 

所 以 ,GB 也 利 经 过 BA4 ,BC 的 平 而 成 遇 角 . Xl.4} 
拭 是 ,和 阿 - 育 线 成 直角 的 两 平面 此 平行 的 ， [IX.141 


所 以 ,经 过 4B ,BC 的 垃 徊 下 行 于 经 过 DE ,EF 的 半 而 . 
从 而 , 黄 条 相 条 让 上 自 线 平行 于 不 存 同 平面 内 的 六 两 条 相 父 直线, 则 两 
对 相交 站 线 所 不 的 平 徊 平行 . 


证 


出 


命 二 16 ) 


如 果 两 平行 平面 被 另 一 个 平面 所 鹤 , 则 截 得 的 交 线 是 平 
行 的 . 

设 两 个 平行 平 而 4B, CD 被 平面 B27", GH 所 截 , 且 设 BF, GH 是 它 
们 的 安 线 ， 


则 可 证 下 平行 下 6G5. 
如 末 两 茶 直 线 不 平行 ,那么 ,延长 两 条 直线 BF, GH 之 后 在 FH 
一 方 或 五 .如 一 方 必 相 交 . 
设 帅 条 直线 延长 后 住 玉 , 坟 一 仙 相 交 十 区 . 
国 为 ,EFK 刘 平 面 47 内 ， 
所 以 ,EFE 上 所 有 点 也 部 在 平面 AB 内 . [XI.]| 
但 症 ; 玉 是 直线 EFK 上 的 -个 点 ， 
所 以 ,KK 在 平面 4B 内 . 
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三 敬 儿 时 得 - 抱 何 原本 


同 肆 ,KK 也 在 平面 CD 内 ; 

所 以 ,两 平面 4B, CD 延长 后 相交 . 
但 是 它们 不 相 变 ,因为 由 假设 它们 是 平行 的 ， 

所 以 ,直线 BEF,GH 延长 后 桂 王 , 五 一方 不 相交 . 
类 似 地 ,能 证 明 青 线 EF, GH 在 巨 , 如 一 方 延 长 后 也 不 相公 . 
但 让 ,在 丙 方才 不 相交 的 直线 是 平行 的 ， [中 .定义 231 
所 以 ,EF 平行 于 GH. 


证 完 


如 果 两 直线 被 平行 平面 所 截 . 则 截 得 的 线段 有 相同 的 比 . 
设 师 条 直线 48, CD 被 平行 平面 
GH ,TL ,MN 所 截 , 其 交点 为 A, 吾 ,B 和 
CO, FF,D. 
加 可 证 AE 比 EB 如 同 CF 了 FD， 
连接 4C , BD ,AD. 
设 AD 和 平面 KL 相交 于 点 口 . 
连接 £0 ,OF . 
班 存 ,因为 其 个 平行 平面 KL, MN 
被 平 丰 BEBPDO 所 截 . 


它们 的 交 线 BO ,BD 是 平行 的 . [X1.16| 

辣 理 ,两 平行 站 面 G8 到 被 平面 4O5C 所 截 , 蕊 们 的 底线 AU， 
OF 是 平行 的 . [XI.163 

因为 线段 BO 平行 于 一 前 形 4BD 的 一 边 BD, 所 以 ,有 比例 , AE 比 
EB 如 同 4O 比 OD. 1VI.2] 

又 ,直线 OF 平行 于 角形 2DBC 的 - 边 AC, 则 有 比例 , 40 比 OD 
如 朵 GF 比 FD. [VI.2] 


但 是 ,已 经 证 明了 AO 比 OD 如 同 4E 比 EB. 所 以 ,AE 比 EB 如同 
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CF It FD. iw.11] 


如 果 一 条 直线 和 某 一 平面 成 直角 . 则 经 过 此 直线 的 所 有 
平面 都 和 这 个 平面 成 直角. 

设 - -条 直线 4B 利 已 知 平 面 成 到 角 . 

则 可 证 所 有 经 过 4B 的 平 南 也 和 此 平面 
成 直 

作 经 过 AB 的 平面 DE. 
设 CE 是 半 面 DE 与 己 知 平面 的 父 线 ,在 CE 
主任 服 一 战 五 ， 


在 平面 DE 内 由 五 作 PG 与 CE 上 成 直角 . [1.11] 
现在 ,因为 48 和 已 知 平面 成 直角 , 4B 也 利 已 知 平 面 内 和 和 它 相 们 
的 所 有 直线 成 直 节 . [XI. 定 闪 了 ] 
是 ,48 也 和 CE 成 直角 .所 以 , 角 ABF 是 直角 
但是 , 骨 GFB 也 是 直 放 ,所 以 ,AB 平行 于 FG. [1.28] 
但 是 ,4 和 蕊 知 平面 成 直 节 . 
所 以 ,FG 也 和 已 知 玉 面 成 直 骨 . TXT.8] 
现在 , 当 从 岗 平 自 之 一 上 上 引 直 线 和 它们 的 充 线 成 直角 时 , 则 两 平面 
成 直角 ， [X1. 定 广 4] 


及 在 平面 开办 的 直线 FG 和 和 交 线 CE 成 直 前 ,已 经 证 明了 也 利 已 
知 半 而 成 直 骨 .平面 BE 和 已 庆 平 面 成 直角 . 

类 似 地 ,能 证 明 经 过 2B 利 这 平 南 不 同 的 所 有 平 血 和 已 知 平面 成 
直角 . 
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重申 上 出 得 :几何 点 本 


使 是 99 ) 


如 果 两 个 相交 的 平面 同时 和 一 个 平面 成 直角 . 则 它们 的 
变 线 也 和 这 个 平面 考 真 . 

说 两 平面 4 ,BC 与 已 知 平面 成 直角, H. 
设 BD 是 它们 的 交 线 . 

则 可 证 明 BD 和 已 知 平面 成 直 骨 . 

假设 不 是 这 样 , 覃 么 ,由 也 存 半 面 4B 内 
作 DE 利 直线 AD 成 直角 , 交 在 下 面 BC 内 作 
DF 和 CD 成 上 各 人 妇 . 

4 站 因为 平面 AB 和 己 知 平面 成 直角 . 

上 用 在 平面 4B 内 所 作 的 DE 和 它们 的 交 线 AD 

成 直角 ,所 以 ,DE 和 出 知 和 平面 据 直 . 


[XI. 定 义 4] 
类 伺 的 ,能 还 明 DF 也 利己 知 平 面 成 直角 . 
所 以 ,从 同一 点 DD 在 半 面 一 侧 有 两 条 直线 和 已 知 半 面 成 志和 骨 ,这 
是 不 可 能 的 LXT.13] 
所 以 ,除了 平面 4B ,BC 的 交 线 DB 以 外 ,从 点 DD 再 作 不 出 直线 和 
已 知 平 向 成 直角 . 


证 完 


命题 20 ) 


如 果 由 三 个 平面 角 构 成 一 个 立体 销 . 则 性 和 何 两 个 平面 外 
的 和 大 于 第 三 个 平面 角 . 
设 由 一 个 平面 前 BAC, CAD, DAB 在 点 A 围 成 立体 角 . 
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BT 证 衣 BAG, CAD, DAB 中 的 任 
何 商 个 的 和 友 于 第 二 个 . D 

如 果 衣 BAC, C4D ,DAB 徙 此 相等 . 
显然 任 科 是 第 之 和 大 于 第 三 个. 

否则 , 设 角 BA4C 是 较 大 的 ,又 在 经 过 再 C 
B4 ,40 的 平面 内 直线 AB 上 点 4 处 作 角 
BAE 等 于 角 DAB; 今 A8 等 于 AD, 且 过 点 3 引 一 直线 BEC 利 直线 
AB, AC 相交 十 BB, 避 ; 连 接 DPB, DC. 

坝 在 ,因为 AD 等 于 .484B 是 公共 的 ,两 过 等 了 是 边 ; 


角 D4B 等 外 BA45; 所 以 底 DB 等 ] 底 BE， [1.4] 
时 为 ,两 边 BD, DC 的 和 大 于 BC， [1.20] 


又 已 经 进 明 了 其 中 DB8 等 于 BE. 
所 以 ,余下 的 DC 大 上 人 尔 下 的 EC. 
六 因为 DA 等 于 AR.AC 是 公共 的 ,下 这 DC 人 于 底 EC， 
所 以 , 角 DAC 大 于 余 上 的 EAC. [1.25] 
但 是 ,已 经 让 明了 角 D4B 等 1- 仙 BAE. 
所 以 ,前 DA4B ,DAC 的 和 大 于 角 BAC. 
类 伺 地 ,我 们 可 以 证 明 其 余 的 角 也 起 这 样 , 任 缀 两 个 向 角 的 利 也 大 
于 其它 的 一 个 而 角 . 


证 完 


命 丁 2  ) 


构成 一 个 立体 角 的 所 有 平面 角 的 和 小 于 四 直角 . 


则 可 证 前 B40, C4D, DAB 的 看 I 小 1 由 由 币 . 
证 在 青 线 4B ,4AC,AD 上 分 别 上 让 一 点 B.C0,D， 
连接 BC , CD , DE. 
因为 , 存 点 召 处 的 二 个 平面 角 CB4 , 4BD, CBD 构成 一 个 并 异 角 . 
与 25 


三 欧 几 利得 :几何 所 本 


谭 凡 其 中 企 向 贞 个 的 和 大于 此 涂 一 个 - 
_XI.20] 
所 以 骨 CBA .ABD 的 和 大 村 人 CBD. 
| 同 填 , 角 BCA4. AGD 的 和 大 于 角 
3 DB pcp; 有 日 角 CDA, 4ADB 的 和 大 下角 CDB; 
所 以 ,六 个 角 CBA, ABD, BCA, ACD., 
CDA ,ADB 的 和 大 于 一 个 前 CBD, BCD, CDB. 
但 是 ,二 个 用 CEBP ,BDC ,BCD 的 和 等 十 两 直角 ， [I.32] 
所 以 ,六 合用 CBA, ABD, BC4 ,ACD, CDA,ADB 的 种 太 开 直角- 
闷 , 因 为 二 前 2BC,ACD ,4DB 的 和 伍 一 个 的 一 个 萌 的 和 人 等 于 西 总 


角 . 

所 以 ,这 一 个 二 用 形 了 的 几 个 角 CEB4 ACB, BAC, ACD, CDA, CAD, 

ADB, DBA, BAD 的 和 等 于 六 个 直角 ， 

及 它们 中 六 个 ABC, BCA ,ACD, CDA ,ADB,DBA 的 利 大 于 吊 直 用 . 
所 由 ,其 余 的 三 个 角 PRAaC C4D ,DAB 构成 的 立体 前 其 面 骨 的 和 

小 于 站 直 骨 . 


证 完 


命 亚 22 ) 


如 果 有 三 个 平面 角 , 不 论 怎样 选取 ,其 中 任意 两 个 角 前 和 
大 于 第 三 个 角 , 丽 和 且 夹 这 些 角 的 两 边 都 相等 . 则 连接 相等 线段 
的 端点 的 三 条 线段 构成 一 个 三 角形 ， 

设 有 三 个 平面 角 4BC ,DEF, GHK ,不论 怎 样 选取 其 中 任何 吓 朋 
的 科大 十 第 二 个 角 . 

即 朋 ABC ,DEF 的 和 大 于 角 GBHER; 骨 DEF, GHK 的 利 大 于 和 
4BC 
而 上 ,前 GHK ,ABC 的 和 人 于 有 角 DEF.. 
半 设 线段 4B ,BC ,DE, EF, GIT,JIK 是 相等 的 ,XX% 连 接 AC, DF, GK. 
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则 可 证 能 作 -个 三 边 等 于 AC, DF, GK 的 二 角形 , 即 线段 4C， 
7 GK 中 任意 两 条 的 和 大 于 第 二 条. 

现在 ,如果 角 4BC ,DEF .GEKE 彼此 相等 ,容易 得 介 AGC, DF', GK 
也 相等 . 
于 是 ,可 以 作出 三 过 等 于 4C ,DF, GEK 的 二 角形 . 

省 旭 , 设 它们 不 相等 ,在 线段 HK 上 的 点 召 外 作 角 梧 玉 等 于 角 
ABC, 健 HL 等 于 线段 4B, BO, DE, EF,GH,HK 中 的 - 茶 ， 


连接 取 ,, GL. 
项 在 ,因为 两 边 AB8, BC 等 于 两 让 BE, HL. 

内 在 B 的 角 等 直角 二天， 豆 

所 以 , 底 AC 等 于 底 到 . [I.4] L 
又 因为 角 ABO, GHEK 的 和 大 十 和 DEF', 这 

时 , 角 4BC 等 J: 角 KEL， C 


所 以 ,和解 CBE 大 了 和 DB 
周 为 两 过 GF ,HL 等 于 两 边 DE, EF', 晶 角 GHL 大 于 骨 DEF ， 
所 以 底 GL 大 于 底 天 [1.241 
但 是 , GE ,二 的 和 大 于 GL 
所 以 ,GE 了 的 和 太 于 DDK， 
但 是 ,KL 等 于 AC, 所 以 ,24C ,GE 的 和 大 于 其 余 的 DF. 
类 似 地 ,可 以 证 明 AC ,DF 的 和 大 于 GK. 
以 及 DP, GE 的 和 大 AC. 
所 以 .可 以 作出 三 边 等 于 AC, DF, GK 的 三 角形 . 


Ee LT Lit 


命题 23 ) 


已 知 在 三 个 平面 前 中 无 论 怎 样 选取 任意 两 角 的 和 大 于 第 
三 个 角 , 且 三 个 角 的 和 小 于 四 直角 , 求 作 由 此 三 个 平面 角 构 成 
立 体 衣 . 

设 前 48B0O, DEF, GPR 是 三 个 已 知 的 平面 前 .不 论 怎 样 选取 其 中 
任意 两 个 角 的 和 天 于 余下 的 一 个 和 ,向 H 二 个 草 的 和 小 于 止 让 角 . 
些 求 和 作出 画 鱼 等 于 角 4BC , DEF', GHE 的 立体 角 . 


B 万 
/N\A 人 人 AN\ 
者 /MN 人 KE 

截取 被 此 相等 的 线段 4B, BC, DE, EF, GH, HK, 连接 AC，, Dr， 
GK. 

可 以 和 作出 一 个 二 条 边 等 于 AC,DF, GEK 的 二 角形 . [XI.22] 

因此 ,可 作 出 三 角形 LNMN ,全 AC 等 于 LM, DF 等 于 MN ,以 及 GK 
等 于 NL. 
作 : 二 角形 LV 的 外 接 国 TV. 

求 出 它 的 圆心 O; 
并 连接 LO，, MO, NO; 

则 可 证 4B 太 于 上 LO. 

否则 ,这 AB 等 1 或 小 于 上 LO. 

痛 先 , 设 它们 蝶 相 等 的 . 

国 为 ,2B 等 二 TD, 这 时 ,4 等 于 BC, 又 OL 等 于 OM. 
丙 边 AB ,BC 分 别 等 于 两 边 LO .COM 
又 由 假 访 , 底 4C 等 于 底 LM; 
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所 以 前 4BC 等 于 前 LOM. 1T.8” 
间 理 , 角 DEF 也 等 于 朋 MON. 
而 旦 角 GHK 等 于 角 和 NOL. 
所 以 一 个 前 ABC, DEF. GHK 的 和 等 
于 三 个 衣 LOM, MON ,NOL 的 和 . 
但 是 ,一 个 角 LOM, MON, NOL 的 和 
等 于 四 和 下角 . 
所 以 ,人 角 ABC. DEF, GHK 的 和 也 等 于 四 
直角 ， 
但 基 , 所 和 假 庄 , 它 们 小 于 四 直角 ;这 征 不 合理 的 . 
所 以 ,2B 不 等 于 0 
其 次 可 证 , 48B 小 于 5O 也 不 成 立 . 
因为 ,好 果 可 以 成 立 ， 
那么 , 作 OP 等 于 AB, OQ 等 于 BC, 连 赚 PQ.， 
因为 , 4B 等 于 BO, OP 也 等 于 OQ@. 
由 此 , 余 其 LP 等 于 Qh， 


所 以 ,Ta 平行 于 PQ. [V1.2?2] 
且 LMO 与 PQO 是 等 角 的 ; [1.29] 
,OL Ht LW WI OP tH PQ. | ¥I.4] 
山 更 比 , 得 LO 【OP 如 LM 比 PQ. [¥.16] 


但 是 ,ED 大 于 OP, 所 以 ,LM 也 大 于 PQ. 

但 是 , 己 知 LW 等 六 aC, 所 以 ,4C 也 大 于 PPe@. 

因为 ,两边 48. BC 等 于 两 边 OOP, 008. 
又 底 AC 天 上 上 底 E ,所 以 ,前 4BC 大 于 和 角 PoDe . [1.25] 

类 似 地 ,可 以 证 明和 角 DEF 太 于 骨 ON, 以 及 着 GHEK 大 十 前 
NOL. 

所 以 ,三 角 典 ABC ,DEF, GHE 的 和 大 本 一 个 前 LO ,MON, NOL 
的 和 ， 

但 是 ,由 假设 .第 4BC, DEF, GHEK 的 和 小 于 四 直 闻 ， 
所 以 ,和 LOM ,MDN, ROLE 的 和 更 小 于 四 喜 关 . 
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多 也 几 轩 得 ， 儿 何 穆 涉 


但 是 ,它们 的 和 等 于 四 直角 : 
这 是 不 合理 的 . 
所 以 ,AB 不 小 于 工 D. 
归 证 明 了 足 不 相等 的 ,所 以 ,4B 大 十 LDO. 
从 点 口 作 OR 使 它 同 圆 LMN 所 在 的 平面 成 肥 角 . [3.12] 
中 使 得 QR 上 的 正方 形 等 于 一 个 而 积 ,而 这 个 面积 是 4B 上 正方 形 比 
OL 上 正方 形 所 大 的 那 部 分 ， [ 引 理 | 
连接 BRL, RW, RN. 
因为 , RO 问 阅 LMN 所 在 的 平面 成 直角 ,所 以 RO 也 和 鳃 段 LO， 
和 DO ,NO 的 行 :个 成 直角 
又 因为 ,LO 等 于 OW. 
机 HL,OR 是 公共 的 , 且 和 LO, ON 孝 成 直角 . 
所 以 , 底 王 等 于 底 RRM. [1.4] 
问 理 .RN 也 等 于 线段 可 RM 的 每 一 -个 ， 
所 以 ,一 线段 碟 , RY, RN 彼此 相等 . 
其 次 ,由 假设 OR 十 正方 形 等 于 AB 上 正方 形 较 OL 上 上 正方形 大 的 
那 部 分 ， 
所 以 ,4 上 止 方形 等 于 L0 ,oO 和 正方形 的 和 ， 
但 是 ,LR 上 于 方形 等 于 ED ,OOR 上 的 正方 形 的 和 ， 
这 是 因为 角 LOR 是 下腹， [1.47] 
所 以 ,AB 让 方形 等 于 RL 工 正 方形; 
所 以 ,AB 等 J RL. 
但 是 .线段 BC,DE ,EF', GH, HK 邦 等 于 AB. 这 是 ,线段 RM, RN 
都 等 于 有 RL， 
所 届 ,线段 48, BO. DE, EF, GH, HE 中 每 一 条 都 等 二 线段 RI, RM， 
RN 中 每 一条， 
区 因为 ,两 岂 LR, RM 等 于 黄 边 AB,BC, 叉 由 假设 , 底 LM 等 于 底 
40, 所 以 , 衣 LRMW 等 于 骨 ABGC. [1.8] 
问 理 ,有 角 MRN 也 等 于 角 DEF, 晶 角 LRN 等 于 角 GHE. 
所 以 作出 子 由 元 个 平面 入 LRM, MERN, LRN 在 点 RR 构成 的 立体 
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前 ,月 前 LRM ARN ,LRN 等 于 已 知 角 ABC ,DEF,GIIK. 
作 完 


_ 引 再. 


查 是 ,怎样 作出 OR 上 的 正方 形 等 于 AB 上 正方 形 与 LO 
上 正方 形 差 的 面积 . 


我 们 能 给 出 作法 如 下 : $ 
取 师 线段 4B, LO. 闵 设 4B 是 较 大 的 .在 /NN 
AB 工作 半圆 ABC ,在 半圆 ABC 内 作 拟 合 线段 4 已 


4C 等 于 线段 LO, 它 不 大 于 起 径 AB. 


[rw .1 
连接 CB. 
因为 , 角 2ACB 足 半 图 4BC 于 的 弓形 角 ， 
所 以 , 角 4 是 下角 . [HI.31] 


所 以 ,24B 上 正方 形 等 TAC 上 于 方形 与 (上 上 正方 彤 的 和 . 

因此 ,在 428 上 的 正方 形 太 于 AC 上 内 方形 ,所 大 的 部 分 是 CB 上 
的 正方 形 . 

但 是 ,4C 等 于 LO. 

所 以 ,3B 上 正方 形 天 于 ZLO 上 上 正方形 ,所 大 的 部 分 是 CB 上 的 下 
方形 . 

如 采 截 版 OR 等 于 BC, 刚 4B 上 的 正方 形 大 于 LO 上 正 广 撒 ,所 大 
的 部 分 是 OR 上 的 正方 形 . 


作 完 


:命题 24 


如 果 由 一 些 和 平行 平面 图 成 一 个 立体 . 则 其 相对 面相 等 且 
Sal 


ee 


者 欧 开 虫 得: 儿 何 昧 本 
为 平行 四 边 形 ， 
没 平行 平面 AC, GP,AR , DF", BF, AE 羡 成 一 个 立体 CDPHO 
岂可 证 明 对 谭 相 等 旦 为 华 行 四 边 
形 . 
关 为 ,两 平行 平面 B89 ,CE 被 平 3 A 
全 AC 所 截 ， A 
为 此 ,它们 的 交 线 号 平行 的 ， F 
[XI.16] 
所 以 ,AB 平行 于 DPC， 
久 因 为 , 俩 平 行 平面 BB, AB 被 平面 4C 所 截 ,它们 的 交 线 平行 ， 
[XI.16] 


D E 


所 以 ,BC 平行 J AD. 

但 是 ,已经 证 明了 AB 平行 于 DO, 所 以 ,AGC 是 平行 网 边 形 ， 

类 伺 地 ,可 以 证 明和 平面 DF, FG ,GB8,BF.AE 的 每 -- 个 都 是 平行 
交 边 撒 ， 
连接 AH ,DF.. 

过 为 , 4B 平行 DC, BH 平行 于 OF 
相 父 琴 直 线 AB, BH 平行 天 和 它们 不 在 局 一 平面 上 的 两 条 直线 DC， 


《下 .所 以 它们 的 烽 和 角 彬 等 . TXE.160] 
于 是 , 节 ABB 等 于 角 DCF. 
丸 因 为 ,两 边 48B,B8 等 于 两 边 DOGO, CF， i1.34} 


日 角 ABH 等 于 角 DOF， 
所 以 , 弃 AH 等 王 底 DF, 以 政 三 角形 ABH 等 十 三 角形 DOCF. 


[1.4] 
叉 拉 行 风 边 形 BG 是 三 角形 4BB 的 二 售 , 而 上 及 平行 四 边 形 (下 旦 
三 角形 DCF' 的 二 信 . [TI.34] 
所 以 ,平行 四边 形 BG 全 等 于 平行 四 地形 CE. 
类 航 地 ,可 以 证 明 AC 等 于 GF;AE 等 于 BF. 
证 完 
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命题 25 ) 


如 果 一 个 平行 六 面体 被 一 个 平行 于 一 双 相 对 面 的 平面 所 
帘 , 则 底 比 底 如 同 立体 比 立 体 . 

设 半 行 六 面体 ABCD 被 平行 于 耳 相 对 的 面 RA ,DE 的 平 南 Fe 所 
截 . 

则 可 证 底 AEFV 比 访 EHCF 如 间 体 ABFU 比 休 EGCD. 

设 向 两 端 延 长 AH, 且 任 取 若 杆 线段 AK, 天 L 等 于 4 鹉 ,又 取 若 干 
线段 HM ,MHR 等 EH. 作出 平行 四 边 形 上 LP, KV, HW, MS 和 补 形 立 
体 LQ, EKER, DM, MT. 

因为 线段 LK, KA ,23E 彼此 相等 ,日 平行 四 边 形 LP, KV,AF 也 彼 
此 相等 


平行 四 边 形 KO, RKB, AG 彼此 相等 ,有 旦 LX, KQ,AR 彼此 相等 ,由 
为 它们 是 相对 的 击 ， [xXT,24] 

同 理 ,平行 四 边 形 EC, IIW, MS 由 彼此 相等 , HG, HI,JN 彼此 相 
等 ;DH ,MY,NT 彼此 由 等 . 

所 以 ,在 立体 LQ ,KR,AU 中 披 此 右 福 个 半 作 相等 . 

但 是 ,三 个 面 等 于 三 个 相对 的 而 ;所 以 ,个 立体 L@, KR,AU 彼 
此 相等 . 

回 理 ,一 个 立体 ED , DM, MT 也 彼此 相等. 
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看 隐 几 齐 香 - 几何 原本 


所 以 ;无论 萎 开 忆 是 底 4 有 的 名 少 信 ,立体 LU 也 是 立体 AU 的 名 


回 理 , 许 NF 是 底 FE 的 多 少 倍 ,立体 NU 也 是 立体 有 rr 的 同样 多 
少 倍 . 

如 混交 LF 等 于 六 NF, 立体 LU 也 等 于 立体 NU， 
如 叮 底 LF 大 于 底 NF ,立体 LU 也 大 于 立体 NE 
昌吉 果 底 LF 小 于 底 NWF, 立体 LU 也 小 于 立体 NU. 

因此 ,有 站 个 量 , 两 个 底 AF, FH 和 两 个 立体 AU, DUH, 已 给 定 底 
AF 和 立体 AU 的 同人 税 量 , 即 底 LF 和 立体 LU ,又 给 定 底 HF 和 立体 
Br 的 同伴 其 , 即 旗 NF 和 立体 NE 而 及 已 证 明了 如 果 底 LF 大 于 底 
FN ,立体 LU 出 大 ]]- 立 体 NU ,如 果 底 相等 ,立体 也 相等 , 旦 如 果 底 LF 
小 末 底 FN, 立体 LU 也 小 于 站 体 NU. 

所 上 以, 库 24F 比 认 FH 如 同 立 体 2U 比 立 体 UB. 


|. 定义 有] 
证 完 


在 已 知 直 线 上 一 已 筷 点 , 作 一 个 立体 角 等 于 已 知 的 立体 
前 ， 

设 4 是 已 知 直 线 A8B 上 一 点 , 旦 在 力 点 处 由 角 DC ,EDF, FDC 
爸 成 一 个 等 于 已 知 的 立体 角 . 
亚 求 在 A4B 上 -点 下 作 立 体 角 等 于 在 DD 点 的 4 体 角 . 

设 件 BF 上任 肥 - -点 所, 从 严 作 FG 三 自 于 经 过 ED, DC 的 平面 ， 


日 和 此 府 相 当 于 G. [XI.11|] 
连接 DG ,在 址 线 A4B 上 的 点 4 处 作 角 BAL 等 于 角 BDC ,再 作 角 

BAK 等 于 阴 DG， 11.23] 

旦 使 AK 等 于 了 DG ， 

从 点 玉 作 KH 使 它 和 经 过 B4,AL 的 平面 成 直角 [XI.12j 
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旦 设 KB 等 于 GF ,连接 HA， 
则 可 证 和 在 4 处 由 前 BAL , BAHN, HAL 所 围 成 的 立体 前 等 于 在 号 处 
的 角 BEDC ,EDP ,EDC 所 围 成 的 立体 角 . 
设 截 DBE 等 于 4 ,连接 HB, KB,TE,GE. 
因为 FG 与 己 知 平面 成 旧 角 ,那么 , 它 与 平 记 上 上 和 它 相 父 的 一 切 直 
线 成 直角 . XIT 定 广 3] 
所 以 ,和 角 FGD, FGE 都 中 机 朋 . 
辣 虹 , 角 EEA4 ,REEB 笠 -个 也 都 是 直 前 . 
又 , 峙 于 两 边 及 ,AB 分 别 等 于 两 边 6 7, 日 它们 去 兰 相 等 的 
角 ,所 以 , 底 BB 等 于 底 GE. [1.4] 
但 是 , KH 也 等 于 GF， 
又 ,它们 成 直角 ， 
所 以 ,HB 也 等 于 EE. [1.4] 
艾 困 为 两 边 AK, HH 分 别 等 于 DG,GF, 且 这 们 成 至 角 . 
所 以 里 A 等 于 底 FD. [[.4] 
们 是 ,AB 也 等 于 DE， 
所 以 ,两边 H4 ,24B 等 于 两 边 DF, DE. 
又 , 底 HB 等 于 FE， 
所 以 , 角 Ba 等 于 角 EDF. [1.8] 
同 理 , 角 4L 也 等 于 角 FDC， 
又 角 BsL 也 等 于 角 FDC ， 
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二 区 儿 出 得 - 几何 原 沾 


所 以 在 直线 AB 的 点 4 外 作出 的 立体 角 等 于 已 知 点 处 的 立体 
衣 ， 


作 完 
斑 个 合 题 区 - 议 采 用 了 两 个 下 高 奶 的 相等 性 ,它们 中 一 个 的 二 个 鲁 角 分 别 与 
中 一个 巾 控 相同 需 序 排列 的 二 个 面 珍 相等 . 


命 亚 27 ) 


在 已 知 线段 上 作 已 知 平行 六 面体 的 相似 上 且 有 相似 位 置 的 
平行 六 面体 . 

没 4 中 已 其 线段 , CD 是 已 知 平行 六 面体 .于 是 ,此 求 在 已 知 线 
段 48 上 作 丝 知 六 行 六 面体 CD 的 相似 是 有 相似 位 置 的 平行 六 面体 . 


D 
A\ x 
/YY 人 


在 线段 AB 王 的 点 站 作 … 个 由 BA4F .HAK. KAB 构成 的 立体 角 
竺 开 在 点 局 的 立体 角 , 即 和 角 BAEB 等 于 角 成本 ,用 BA4K 等 于 角 EC ,以 
及 角 KAH 等 于 角 GCOF'; 计 已 经 取 定 EC CG 如 加 BA tAK， 


Go FEE OF M&Aa An. TV1.12] 
所 以 .也 有 首 未 此 ,BC 比 CF 如 器 瑟 4 上 AH. [¥.22] 


设 已 经 作成 了 平行 四 边 拱 HB 和 补 形 立 体 2L. 
过 在 因为 ,EC 比 CG 由 加 有 4 比 AK，, 
日 炎 相 等 前 BGG, BAK 的 边 成 比例 ， 
所 以 ,平行 网 地形 GE 相似 于 平行 上 四边 埠 KB. 
同 奋 ,平生 四边形 KF 也 相似 于 平行 四 边 形 GF, EF 相似 于 HB. 
所 以 ,立体 OD 的 二 个 平行 四 边 形 相 似 于 立体 245 的 三 个 平行 四 
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边 行 . 

但 是 ,前 而 -个 与 它们 对 和 面 的 平行 四 边 形 基 相 等 县 相似 的 ,并且 后 
面 三 个 和 它们 对 押 的 平行 四 边 形 是 相等 旦 以 奴 的 - 
所 以 ,整体 立体 CD 相似 于 整体 立体 4 . [XI. 定 文 日 

从 而 ,并 已 其 线段 48 上 作出 了 已 知 平行 六 面体 CD 的 相似 及 有 
相似 位 时 的 立 性 4 


作 完 


命题 28  ) 


如 果 一 个 平行 六 面体 被 相对 面 上 对 和 角 线 所 在 的 平面 所 
截 , 则 此 立体 被 平面 二 等 分 . 


江平 行 六 面体 AB 相对 面 上 对 角 线 CE, 
5 FDE 所 在 的 平 上 CDEF 所 截 . 
H 虽 可 证 立体 2B 被 平 玫 CDEF 平分 
G 因为 ,二 胡 CGF 等 三 一 角 CRB， 
万 A [1.34] 


半 ADE 全 等 于 DEH ,这 时 ,平行 四边形 C4 也 
等 于 平行 如 边 具 EB, 由 于 已 们 是 相对 的 而 ,多 ,GB 等 于 CGH. 
所 以 ,两 个 一 角形 CGF, ADE 和 二 个 平行 四 边 形 GE ,AC, CE 所 国 成 
的 楼 杜 也 等 | 由 两 个 三 角形 CEB, DE 和 一 个 平行 四 边 形 CGH, BE， 
CE 用 成 的 杰 柱 . 
因为 , 帅 棱 杜 是 下 同样 多 个 两 随机 等 的 徊 所 弓 上 成 ， 


[XE 征 光 10] 
所 以 .和 总体 立体 2B 被 半 面 CDEF 平分 . 


S37 


短 欧 儿 电 得 :几何 原 术 


命题 29 ) 


具有 同 底 同 高 的 二 个 平行 六 面体 ,它们 立 于 底 上 的 侧 棱 
的 端点 在 一 直线 上 , 则 它们 是 相等 的 . 

设 CM ,CN 是 右 同 底 AB 和 同 离 的 两 个 平行 六 面体 ,多 设 它 们 江 
于 底 上 的 人 出 楼 4G ,AF, LM, PN CD CE,BH., BK 的 更 点 分 别 讶 两 条 
直线 FN, DE 上 . 

则 可 证 立体 CM 等 于 立 体 CN， 万 E 号 K 

因为 ,图 拱 CH ,CK 的 每 一 个 部 是 FF 


MN 

平行 则 边 形 , CB 等 于 线段 D8. EK 的 
每 -个 ， | 1.34] 
内 此 ,DE 也 每 于 EK. 

设 从 以 上 各 过 减 去 EH. 于 是 , 余 “ 
下 的 BE 等 于 余下 的 HK. 

因此 ,二 角形 DEC 也 等 于 三 角形 HBK. [1.8.4| 
有 内 平行 四 边 形 DG 等 于 平行 四 边 形 DT， [1.36] 

同 理 , -前 形 AFG 也 等 于 二 角形 MLN. 


全 是 ,平行 四 边 形 CF 等 于 平行 四 边 形 BM ,XX CG 等 TBN, 由 于 
它们 是 相对 前 面 . 
所 以 ,出 上 个 二 角形 AFG ,DCE 和 垃 个 平行 四边 形 4D, DG ,CG 围 成 
的 棱柱 等 了 由 两 个 角形 MLN, HBE 和 一 个 于 行 四 边 形 BM ,HN, BN 
组 成 的 候 标 . 

把 以 平行 了 四边形 4B 为 底 , 对 页 是 GEHM 的 立体 加 到 每 -个 楼 性 
上 ; 
于 是 ,整体 平行 六 血 体 CM 等 了 整体 平行 六 身体 CN. 


本 
bl 
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命题 30 


具有 同 底 同 高 的 二 平行 六 面体 ,它们 立 于 底 上 的 侧枝 的 
端点 不 在 相同 的 直线 上 , 则 它们 是 相等 的 . 

设 OM ,CON 是 内 有 回 底 4B8 和 辣 高 的 一 平行 六 向 体 ， 
并 用 它 们 并 于 底 上 的 仙 棱 即 AF ,AG ,LM, LN,CD,CE,BH, BK 的 端 
点 不 在 相 癌 自 线 上 ， 


则 可 证 六 体 CW 等 于 立体 CN 
征 长 NE, DH 相交 于 吾 , 允 延长 
FN ,GE 至 已 ,名 ;连接 4D ,LP, C8， 
BR, 于 不 ,以 平行 国 边 形 ACBL 为 
底 日 桂山 为 PDBM 的 立体 CM 等 于 
以 平行 四 边 形 ACBE 为 底 旦 对 面 为 
OQRP 的 立 休 CP; 
由 为 ,它们 同 底 ACBE 且 同 高 ， 
日 它 立 于 底 上 的 仙 棱 2F ,A0, LW, LP,CD, CQ ,BH,BR 的 端点 分 别 
证 一双 坪 线 FP,DR 上 . | X1.29] 
但 是 ,以 平行 四 边 形 ACBL 为 底 卫 对 而 为 OQRP 的 立体 CP 等 于 
以 下行 四 边 形 ACBL 为 底 旦 对 面 为 GPRKN 的 立体 CN， 
因为 ,它们 同 底 AGCBL 用 辐 闹 ， 
并 月 人 多 们 立 上 底 上 的 仙 棱 AG, 20, ,CR ,LN,LP, BK, BR 的 端点 
分 草 在 两 条 站 线 CQ ,AR 上 ， 
因此 ,立体 Cn 等 于 立体 CW. 


卫 
bl 
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命题 3 ) 


等 底 同 高 的 平行 六 面体 彼此 相等 . 
设 : :平行 六 面体 AE, CF 有 相同 的 也 和 相等 的 底 4B, CD. 
风 可 证 立体 AE 等 于 并 本 CF. 
首先 设 两 个 平行 六 面体 的 侗 棱 HE, BE ,4G EU PO, DF, 00， 
BS 与 底 4B8 ,CDP 成 直角 . 


延长 线段 CR 得 线段 RT， 
在 线段 RT 上 的 点 十 作 一 个 角 TRU 等 本 角 ALB， [7.23] 
使 RT 等 于 AL, 有 日 RU 等 于 LB, 叉 设 在 底 RW 上 作 民 体 XU. 
因为 ,两 边 TRE ,RD 每 二 两边 AL,LB ,有 日 夹 角 柑 等 . 
所 以 ,平行 四 地形 RW 与 平行 四边 形 HL 相等 量 相 似 . 
区 因为 AL 等 于 RT.LWM 等 于 RS, 夺 它们 交 成 到 角 ,所 以 平行 网 边 
形 RX 等 于 HH 相似 于 平行 西边 形 4M . 
回 理 , LE 也 等 于 日 相似 SU. 
所 以 ,立体 AE 的 王 个 平行 周边 撒 相 等 莫 相 似 十 立体 XU 的 一 个 平行 
四 边 撒 ， 
但 是 ,前 而 的 三 个 机 等 且 相 侯 于 王 个 对 面 的 半 行 四 边 形 ;后面 的 二 


540 


个 相等 昌 析 似 于 它们 对 面 的 平行 四 边 撒 . [XI.24 
所 以 ,整体 半 行 六 面体 AE 等 J 整体 平行 入 面体 XU. 
.XIL 证 义 10] 
延长 DR, WU 变 于 点 二 ,过 全 作 a 平行 于 DY ,并 月 将 PD 延长 
至 名 ， 
作出 补 形 立体 YX ,RI. 
天 是 ,以 平行 四 边 形 RE 为 底 和 和 Fe 为 对 谭 的 立体 XY 等 于 以 平行 
思 边 志 RE 为 底 和 以 UV 为 对 面 的 立体 XU. 
内 为 它们 在 同 -个 底 上 二 旦 有 相同 的 高 ， 


又 也 们 侧 楼 RY, RU. Tb, TW, Se, Sqd, Xec, XV 的 端点 在 --- 对 直线 YW， 
eV |. [XI.29] 


但 是 ,站 体 XU 等 于 立体 AE; 所 以 立体 XY 也 等 于 立体 AE. 

区 因为 ,平行 四 边 形 ROWT 等 于 平行 四 边 形 YY 
因为 它们 在 同一 个 底 RT 上 二 在 相同 的 平行 线 RT, YW 之 间 . 

[1.35] 

这 时 ,于 行 四 边 形 RUWT 等 于 平行 四 边 形 CP, 因为. 它 也 等 十 AB, 所 
以 ,平行 四 边 形 YT 也 等 二 CD. 

但 是 ,DT 十 四 个 平行 四 边 形 ; 所 以 ,CD 比 DT 如 同 YT EDT. 

又 因为 ,平行 六 向 体 C7 被 平行 于 一 对 面 的 面 所 载 , 于 是 , 底 


OD 比 DT 如同 立 体 CF 比 立体 RI. | %X1.25] 
同 理 ,内 为 平行 六 面体 到 被 平行 于 二 对 | 自 的 平 仙 RE 所 截 ,出 此 ， 

底 了 比 底 TD 如 同 立 体 了 YX 比 立 体 下 [ XI.25] 
但 是 . 底 CD 1 DT 如同 YT 比 DT; 

所 以 ,立体 CF 比 立 体 启 如同 立 体 玉 比 六 体育. -¥.11] 
所 以 , 谤 体 CF', YX 中 每 一 个 与 RI 有 相同 的 比 ,所 以 , 亲 体 CF 等 

于 六 人体 了 X. _¥.9] 


但 是 , 己 经 证 了 六 体 天 等 于 Ww 休 AE. 
所 以 ,立体 A 也 等 于 立体 CF. 
共 次 , 没 阿 立体 的 侧 标 4G, HE, BE, LM, CN, PQ, DF, RS 与 底 
面 AB, CD 不 成 直角 . 
号 直上 


者 | 区 儿 下 得: 儿 们 奈 小 


邮 半 可 涝 六 体 AB 等 于 立体 CE、 
及 点 KE,G,M,Q,F,N,S 作 EO, ET, GU, MV, OW, FX ,NY, 
潮 焉 由 下 原来 的 平 向 , 旦 它们 区 此 平面 于 点 O,T, U,V,W,X,Y,I. 
连接 OFT, OU, UY, TV, WX, WHY, 末 , 玖 . 
著 么 ,六 体 KV 等 于 立体 贸 , 这 是 因为 它们 有 同 底 KEM, QS 和 相 
同 的 匣 , 且 它 们 的 侧 杰 和 和 它们 的 底 成 坪 角 . 


[前 面 己 让 明 ] 
但 是 ,立体 KV 等 于 立体 2, Qi 等 于 CF， 
因为 它们 同 底 等 高 ,直筒 棱 的 端点 不 在 同 ”直线 上 . 
所 以 ,立体 AE 等 和 立体 CF. [Xx1.30) 
证 完 


命题 32 ) 


等 高 的 两 个 平行 六 面体 的 比如 同 两 底 的 比 . 

设 AB, CD 是 等 高 的 两 个 半 行 六 面体 . 

风 可 证 平行 六 而 体 AB,CDP 的 比如 同 酚 底 的 比 , 即 底 AE 比 庆 COF 
如 同 立 体 .AB 比 立 体 CD. 

在 FG 处 作 扣 等 JAE. [1.45] 
以 FH 为 底 , 以 CD 的 岛 为 高 , 作 -- 个 补 形 平 行 六 面体 GE， 

那么 ,立体 4B 等 于 立体 GE; 
因为 , 声 们 有 等 底 AE,FH, 且 与 CD 有 机 等 的 高 ， 
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B Dn K 
4 CC 加 H 
[LX1.31] 


又 因为 ,平行 六 向 体 CK 被 平行 于 二 对 面 的 平面 DG 所 截 , 上 所 以 ， 
底 CF 比 底 FE 如 同 立 体 CD 比 DH. [ X1.25] 
但 是 , 底 FH 等 二 底 AE, 并 于 江 体 GK 等 于 Ww 体 AB. 
所 以 也 有 , 底 AE 比 底 CF 如 同 立 体 48 比 立 体 CD. 


命题 33 ) 


两 相似 平行 六 面体 的 比如 同 对 应 边 的 三 次 比 . 


没 48B ,CD 是 两 个 相似 平行 六 面体 ,并 且 边 AE 对 应 十 边 OCF. 
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则 可 证 六 体 4B 比 立体 (CD 如 网 4 与 CF 的 三 次 比 . 

在 AE,GE, HE 延长 线 上 作 EEK, 到 ,EM, 放 HH 使 EK 等 于 CF， 
有 等 于 FRV 以 及 EM 等 于 FR. 
艾 作 平行 四 边 形 KL 和 补 形 平行 六 击 体 KP. 

现在 ,因为 两 边 E, EL 等 于 两 过 CF, FN; 这 时 , 角 KEL 也 等 于 
用 CR ,因此 ,和 角 AEG 也 等 于 角 CEN, 这 和 是 由 于 AB,OD 两 立体 相似 之 
晓 . 所 以 ,平行 四 过 形 话 , 相等 :HH 相似 * 于 平行 四 过 形 CN. 

回 理 ”平行 止 边 形 KM 也 等 于 且 相 似 于 CR, 以 及 EP 相等 且 相 似 
于 DF. 
所 以 ,立体 下 的 三 个 平行 四 边 形 相 等 是 相似 于 立体 0D 的 三 个 平行 
四 边 形 . 

但 是 , 果 睾 的 二 个 平行 下 按 形 与 它们 的 对 向 相等 用 本 似 ,在 后 击 的 

-个 平行 四 边 形 与 它们 的 对 面相 等 日 相似 . | X1.24] 

所 以 , 鼻 体 立体 KP 相等 HE 相似 于 整体 立体 CB. 


XI 定义 10| 
作 平 行 四 过 形 GK ,并 日 以 平行 四 过 形 GK. 开 为 底 ， 
以 AB 的 高 为 访 , 作 立体 EO0, LQ@， 
目 于 ,立体 AB ,CD 相似 ， 
于 是 , AE 比 CF 如同 EG EFN, HUG EF HFR. 
这 时 ,OF 等 于 有 ER 完 于 EEL, 以 RK FR 等 TEM, 
所 以 ,4 有 EE ER HM GE te EL ,UT HE EM. 
但 是 ,AE 比 EK 如 同 4G 比 和 下行 周边 此 GE, GE 比 EL 如 加 GK 比 
KE, 
,HE tt EM nls) QE tt KM. [V1.1] 
所 以 也 有 ,平行 四 边 形 AG 比 GK 如 同 GK LE KL 也 如 同 @E 比 KM. 
但 是 ,AG 比 GE 如 同 立 体 45 比 羡 体 EO. 
GK 比 KL 如同 立 体 OP 比 立 休 QL.. 
区 ,QE 比 EM 如 同 立 体 QL 比 立体 [ Xi.32] 
所 以 也 有 ,让 体 2B 比 EO 如 同 E0 比 LL, 出 如 同 BL 比 P. 
但 是 , 邵 果 四 个 量 成 连 比 例 , 则 第 一 与 第 四 量 的 比如 同 第 一 与 第 二 
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基 比 的 于 次 比 ， [定义 10| 
所 以 ,立体 48 比 KP 如 同 4B 比 E0 的 三 次 比 . 

但 是 ,AB 比 B80 划 同 平行 了 四边 形 4G LE GK, 也 如 了 同 线 段 AE 比 
EK. 
因为 ,立体 2B 与 EP 的 比如 同 4 与 EK 的 三 次 比 . 

但 是 ,立体 KP 等 于 立体 CD ,又 线段 EK 等 于 CF， 
所 以 ,ww 体 4B 比 京 体 CD 了 出 如同 对 庙 边 AB 与 CF 的 三 次 比 . 

证 完 

推论 ”内 此 容易 得 出 ,如 果 凹 条 线段 成 * 连 ?比例 . 那么 ,第 一 与 第 
四 线段 的 比如 辐 第 一 线段 上 的 平行 六 面体 比 第 一 线段 上 与 之 相似 左 有 有 
相 人 租 奏 置 的 半 行 六 面体 芍 比 ,因为 第 一 与 第 由 项 的 比如 同 第 与 第 二 
项 比 的 一 次 比 . 


命题 34 ) 


相等 的 平行 六 面体 ,其 底 和 高 成 互 反 比例 ;而 且 , 底 和 高 
成 互 反比 例 询 平等 六 面体 被 此 相等 . 


设 AB ,CD 二 相等 的 平行 六 面体 . 
则 可 证 在 半 行 六 面体 A8, CD 中 底 与 高 成 互 反 比例 . 即 底 EH 比 
底 NA 基 同 立体 CD 的 高 比 立 体 AB 的 高 . 
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首先 , 设 人 出 楼 4G EEF, LB, HK,COM,NO,PD, QR 和 它们 的 底 成 
如 朋 . 
出 可 证 虞 BH 比 底 和 NQ 如 [5 CM 比 4G. 
如 上 凡 底 BH 等 于 底 Ag ;这 时 ,立体 48B 也 等 于 立体 CD. 
于 起 .GM 也 等 | AG. 
因为 等 酷 的 下 个 平行 六 而 体 相 比 如 同 两 底 的 比 ; 
那么 , 拭 EN 比 A@ 0 CW LE AG, 
显然 ,在 平行 六 面体 48,CD 中 ,它们 的 底 与 高 成 瑟 及 比价 . 
其 次 , 设 虎 EB 小 等 于 底 NQ ,月 设 EB8 较 太 . 
由 于 立体 AB 等 丁 立体 (全 ,所 以 ,CT 由 大 于 AG. 
作 CT 等 于 AG, 日 以 NQ 为 底 , 在 其 上 作 补 形 平 行 六 面体 YC, 其 


商 为 《7T. 
声 在 ,因为 立体 4B 等 于 立体 GD ,并 甩 CV 是 和 它们 不 加 的 立体 ， 
这 央 , 章 寺 与 同一 莱 的 比 也 相同 [Tv .3 


所 以 ,立体 AB 比 立 体 CV 如 同 立 体 CD 比 立体 CTY. 
但 是 ,立体 4B 比 并 体 CV 如 同 认 EF 比 谋 AQ， 


因为 立体 AB ,CV 等 高 . : 「X1.321] 
,并 体 CD 于 立体 CV 如同 底 M@ LE 底 了 ， [ Xt. 25] 
也 等 于 CW 比 CT， [¥1.1] 


有 以 出 有 , 谨 EH 比 计 WWQ 0d MC 比 C7- 
但 是 ,CT 等 于 4G ,所 以 也 有 , 底 BF 比 底 N@ 如同 NC 比 4 ， 
所 以, 在 平行 六 面体 4B ,CD 中 ,它们 的 诺 与 高 成 互 反 比例 . 
再 朝 ,在 平行 六 谢 体 4B ,CD 由, 殿 它 们 的 底 与 般 成 互 反 比例 ,项 
底 EF 比 底 NQ 如 同 立 体 CD 的 高 比 立 体 A8B 的 高 . 
则 呆 证 六 体 4B 等 于 立体 GD， 
艾 设 侧 棱 与 请 而 成 育儿 . 
现在 , 嫂 求 诺 BF 等 于 底 AQ ， 
日 底 ER LIE 诡 NQ 如 同 立 体 CD 的 商 比 立体 48 的 高 ， 
所 以 ,立体 CD 的 高 等 于 立体 AB 的 高 ， 
但 是 等 底 等 沿 的 平行 六 面体 相等 ; [XI.31] 
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所 以 ,六 体 4B 等 于 立体 CD. 
具 次 , 设 底 EH 不 等 于 底 作 NNQ ,而 设 BH 是 较 太 的 . 
所 以 ,立体 CD 的 商 也 大 于 并 体 24B 的 咏 , 妈 CM 大 AG. 
床 志 OT 等 于 4G , 腻 灶 似 也 人 必 补 彤 半 行 六 和 位 CY. 
因为 , 底 EF 比 底 NGQ 如 同 WC LE AG ,这 于 ,2AG 等 于 CT. 
所 以 , 底 EH 比 底 和 NGQ 如 同 CM 比 GCT. 
但 是 , 底 E58 比 底 和 NQ 如 同 立 体 A4B 比 访 休 CY， 


因为 立体 A8B ,OV 等 尚 . XI.32] 
EH Ca tt oT I 让 WO EE QT, “WI.1] 
也 如 同 并 体 CD 比 立 体 CV i X[.25] 


所 以 也 有 ,立体 AB 比 立 体 CVY 如 加 立体 CC 比 立体 CCV, 
所 以 ,立体 4B,CD 与 CV 有 相同 的 比 

从 而 ,立体 AB 等 立体 CD. LV.9] 

珊 丰 , 没 侧 由 EE,BL, GA, HE,ON,DP,MC,RGQ 和 它们 的 底 不 
重 鼎 . 
从 点 ,GB,K,O,M,D,R 向 经 过 BH .NG 的 洁面 作 乔 线 余 平 而 于 
Ss,T,U,V,W,X,Y.oa. 
再 作 补 形 立体 FV 5 Oa 


则 可 证 ,在 这 种 情况 下 ,如果 立体 4B ,CD 相等 . 
则 它们 的 底 和 高 成 互 反比 例 , 凤 底 EF 比 NQ 如 同 立 体 CD 的 苘 比 立 
体 AB 的 高 . 
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克 欧 下 果梨 :用 何 哑 目 


因为 字体 48 等 并 体 CD, 这 时 ,AB 等 于 BT， 


国 为 它们 有 相同 的 底 FE 和 相等 的 疝 . i X1.29.,30] 
区 ,人 体 OD 等 1 六 DX, 这 是 因为 它们 有 相 问 的 底 RO 和 相等 的 高 ，; 
[前 部 分 | 


所 以 ww 人体 BT 也 等 于 立 休 DDK. 

所 以. 底 FK 比 底 GR 如 同 立 体 DX 的 高 还 立体 BT 的 高 ， 

[部 分 工 

但 是 , 拒 FE 等 二 诡 琴 ,下 且 底 OR 等 J 底 NQ. 
以 , 诡 ER 比 底 NQ 如 同 立 休 DE 的 高 比 休 BT 的 高 . 
但 是 ,YY 体 DY, BT 分别 和 立体 DCO,BA 同 高 . 
用 以 , 奈 EF 比 NQ 如 辐 并 体 DGC 的 高 比 立 体 A8 的 疝 . 
所 以 ,不 平行 六 身体 AB ,CD 中 , 诺 与 它们 的 高 成 五 所 比例. 

再 省 , 设 在 于 行 六 面体 4B ,CD 由 底 与 高 成 互 反比 何 ,部 底 5 比 
底 A@ 如同 立体 CD 的 高 比 立体 .4B 的 高 . 
则 可 述 > 体 AB 等 王立 体 CD. 

利用 同一 个 向 形 . 

内 为 , 底 EH 比 底 AR 和 如同 并 休 (人 的 此 比 立体 4 的 高 . 这 时 ， 
底 EH 等 于 奔 表 , 及 NQ@ 等 于 OR. 
所 以 , 雇 FE 比 底 OR 如 同 立体 CD 的 高 比 立体 4B 的 高 . 

但 是 ,并 体 4B ,CD 和 立体 BT, DX 分 别 有 相 同 的 锅 ; 所 以 底 FE 
比 底 OR 如 间 立 休 DE 的 向 比 立 体 百 7 的 高 . 

是 ,在 半 行 六 面体 B,DE 中 , 底 与 高 成 于 反比 例 . 


所 以 ,立体 BT 等 王 六 体 DX. [部 分 了] 
但 是 .五 ? 等 于 B4 ,这 是 辕 为 它们 网 底 FE 朋 等 高 . 
-XI.29.30] 
又 立体 DX 等 于 立体 DC [ 同 汗 1 
所 以 立体 4B 等 于 立体 CD. 
证 完 
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命题 35 ) 


如 果 有 两 个 相等 的 平面 角 , 过 它们 的 预 点 分 别 在 平面 外 
作 直 钱 ,与 原 直 线 分 别 威 等 角 ,如 果 在 所 作 面 外 二 直线 上 各 任 
取 一 点 ,起 此 点 向 原来 角 所 在 的 税 面 作 香 线 , 则 重 线 与 平面 的 
交点 和 和 角 顶 点 的 连 线 与 面 外 直线 交 成 等 角 . 

设 BA4C ,EDF 基 两 个 相等 的 直线 角 ， 
由 点 4 ,六 各 作协 外 直线 4G ,DM ,它们 分 别 和 原 自 线 所 成 的 第 师 两 相 
等 , 邮 和 骨 MDE 等 于 用 G4B ,用 MDF 等 二 由 GAC， 
在 AG,DM 上 各 取 -… 点 妇 , 形 .出 眠 日 , 放 分别 作 经 过 B4,AC 的 平面 
和 经 过 BEPD ,5 的 平面 的 焉 线 人 ,Www ,用 和 上 帆 吾 面 各 奖 于 工 .N 
连接 LA ,ND. 


则 可 证 用 G4L 等 于 角 EWN. 

截取 A 等 于 DM. 
过 点 玉 作 平 行 于 GL 的 直线 HK. 

但是 , GL 下 直 经 过 有 4,4C 的 平面 ， 
所 以 ,HK 也 垂直 于 经 过 有 4 ,4C 的 平 而 . [XI.8] 

中 点 下,N 作 直线 OO, NE KB ,NE 分 别 重 站 于 直线 AO, DF， 
4 ,站 本, 日 连接 HC, CB, ME. FE. 

因为 HA 上 的 正方 形 等 于 HE 与 4 上 的 正方 形 的 和 , 且 KC, C4 
上 正方 形 的 和 等 于 K4 上 正方 形 ， [1.47] 
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所 以 ,HA 上 的 下 方形 也 等 于 KR, KO, CA 上 的 正方 形 的 和 . 
但 是 HC 上 的 止 方 撒 等 于 HE. KC 上 的 正六 形 的 和 ， [14.47| 
| [的 正太 等 于 BG,.G4 上 的 正六 的 种 
所 以 , 角 HC6 恕 志 角 . 11.48 ] 
同 理 . 角 BFW 也是 青 着 . 
所 以 , 作 ACH 等 于 前 DEF 
但 是, 角 BA4C 等 于 骨 MDP， 
所 以 , 阿 二 角形 MDF, PhC 人 有 天 个 多 分 别 等 于 捧 个 角 , 一 笨 边 等 于 一 
条 过 , 即 等 划 所 对 的 边 五 4 等 上 MD， 
所 以 其 余 的 记 电 分 别 等 于 其 余 的 [1.26] 
Hi .AC 等 于 DF. 


|! 


类 似 地 ,能 证 明 4AB 也 等 于 DE. 

因为 ,4C 等 上 BF 日 4B 等 于 有 . 即 防 过 C4 .AB 分 别 等 于 两 边 
FD, DE. 
但 站. 角 C4B 也 等 于 前 FDE; 
所 以 , 底 BC 等 于 底 本 PP, 用 形 全 等 于 一 角 弦 .其余 的 前 等 二 其 余 的 
角 : [1.4] 
所 以 ,用 ACB 等 于 骨 DFE. 

伍 是 ,下 前 ACEK 也 等 于 直角 DEN .所 以 其 余 的 角 BCK 等 于 共 余 
的 骨 EEN. 

辣 理 , 角 CBK 也 等 于 骨 FEN. 

所 以 ,两 二 角形 BCK ,EFN 有 两 角 及 共 灯 边 分 别 相 等 , 即 BG 等 于 
ERP; 所 以 其 余 的 边 册 分别 等 于 其 作 的 按 . [1.261 

所 ,OK 等 上 EN 

但 是 ,AC 也 等 于 DF; 所 以 两 边 4C ,CE 等 于 阿 边 PP ,Fi 开关 名 
部 是 直角 . 

所 以 底 AK 等 于 底 DN. 11.41 

区 因为 ,4 等 于 DIMf ,天 AH 上 的 正方 形 也 等 十 DM 上 的 正方 形 . 
但 是 ,AK, KH 下 的 止 方 形 的 利 等 于 4H 上 的 下 方形 ,因为 4 是 直 
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前 ， | 1.471 
又 DN ,NM 上 的 正方 撒 的 和 等 于 DM 上 的 正方 形 , 因 为 DNM 已 自如. 
所 以 ,2AK, KH 上 的 下 方形 的 和 等 于 DN,NM 上 的 正方 形 的 和 ; 
其 中 AK 上 的 止 方形 等 二 DN 上 上 的 正方 形 ; 
所 以 ,其 余 的 在 KH 上 的 正方 形 等 于 NM 于 的 正方 形 ; 从 而 BK 等 于 
MN. 
半 , 因 为 两 边 五 4 ,AK 分 别 竺 于 MD ,DN， 
日 已 经 证 时 了 底 HK 等 于 I 底 MN， 
所 以 和 HAK 竺 于 角 MDN. 1.8| 
证 完 
推论 ”由 此 容易 得 到 ,如 具有 两 个 相等 的 下 向 角 , 从 角 顶 分 别 作 而 
外 的 相等 线段 ,有 量 此 线段 和 原 角 两 边 夹 骨 分 别 相等 .那么 ,从 上 硬 外 线段 
问 点 向 第 所 在 的 平面 所 作 芍 重 线 相等 . 
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命 泪 36.. 


如 果 有 三 条 钱 段 成 比例 .那么 ,以 这 三 条 线段 作成 的 平行 
六 面体 等 于 中 项 上 所 作 的 等 边 且 与 前 面 作成 的 立体 等 角 的 平 
行 六 面体 . 

屋 4, 吾 ,CC 是 二 条 成 比例 的 线段， 

即 有 及 比 BU1 则 BE 比 C. 

则 可 让 电 4 , 吾 ,C 所 作成 的 立体 等 于 在 吾 上 作出 的 等 边 日 与 阐 向 
的 立体 等 角 的 立体 . 

在 点 加 和 的 立体 角 由 二 个 角 DEG, GEF', FED 围 成 ,日 到 二 线段 
DE, GE ,EF 等 于 BB, 作 出 补 上 珍 六 行 六 面体 EE , 今 LY 等 于 A, 让 直线 
ZL 的 点 瑟 作 -个 立体 角 等 于 在 点 五 的 立体 角 , 即 出 NLO, OLM， 
JMEN 构成 的 区 , 邻 LO 等 J-B,H LN 等于. 

堪 在 ,因为 4 比 B 如 同 B 比 C. 这 时 ,4 等 于 LM,B 等 于 线段 LO， 
ED 的 每 一 个 ;5C 等 于 工 N， 
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春 欧 儿 中 得 : 儿 打 卡 本 


/人 » 
77 LAY 


CEC 


,LM i EF tA) DE 比 LN. 
是 , 克 两 等 前 NE DEF 的 边 成 下 六 比例 :所 以 平行 西边 形 WE 
等 于 平行 四 思 撒 DF. {VI.14} 
区 因为 ,用 DEF NLM 是 黄 个 平面 直线 多量 帅 个 平 徊 外 的 线 占 
LO ,EG 被 此 相等 ,它们 和 开平 面 衣 两 边 的 来 角 分 别 相等 ， 
所 以 ,从 点 个 ;得 癌 经 过 AE ,LI 和 了 PER 的 平面 所 作 的 得 线 相等 . 
[XI.35 ,推论 ] 


因而 ,了 两 个 立体 LH, EK 有 柑 问 的 高 . 
伺 是 ,等 底 等 高 的 平行 六 身体 基 相 等 的 ， [ XI.31] 
所 以 ,立体 三 等 二 立体 EK. 
吕 LH 是 由 及 ,B,C 构成 的 灾 体 ,5 进 由 B 构成 的 江 体 ; 
所 以 ,由 2, 如 ,人 和 构成 的 平行 六 面体 等 于 在 B 上 作 的 等 边 且 与 前 摧 的 
立体 等 角 的 立体 . 
证 


出 


命题 37 ) 


如 果 四 条 线段 成 比例 , 则 在 它们 上 作 的 相似 且 有 相似 位 


置 的 平行 六 面体 也 成 比例 ;又 ,如果 在 每 一 线段 上 所 作 相 似 且 
S52 


第 XI 卷 硬 


有 相位 位 置 的 平行 六 面体 成 比例 , 则 此 四 线段 也 成 比例 . 

设 AB, CD, EF.GH 由 线段 成 比例 ,二 AB tt CD 如 由 EF EE GH: 
六 设 在 4B, CD, EE, GH 开 作 相似 且 有 相似 位 置 的 平行 六 面体 KA， 
LO, ME ,NG. 


~N 
下 
厨 辐 站 
ll CC D EF 下 站 五 
则 可 证 KA 比 EC 如 同 ME 比 NG， 
因为 ,平行 六 面体 KEK4 与 PC 相似, 所 以 KA 与 5GC 的 比如 加 4B 占 
CD 的 二 次 比 . [XT.33] 
辣 理 , ME 比 和 NG 如 国 EF 与 G8 的 三 次 比 ， :同上 
,AB TIEOCD WI EF te GH. 
所 以 也 有 ,4 下 [ 比 L 上 LC 好 同 ME 比 NG. 
其 次 ,设立 体 AK 比 立 体 LO 如 同 立体 ME 比 立体 NG. 
则 可 让 线段 AB 此 CD ,如 同 EF' 比 GH. 
名 因为 , EA 与 2C 的 比如 同 4 与 CD 的 三 次 比 . [xi.33] 
是 ME 与 NG 的 比如 网 EF 与 GH 的 二 次 比 . ‘同上 | 


,EA ELC Wa ME Lk Na, 
所 以 出 有 ,2B CGD 如 同 EF 比 GH. 


命题 38 ) 
如 果 一 个 立方 体 相 对 面 的 边 被 平分 ,又 经 过 分 点 作 平 面 ， 
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则 这 些 平面 的 交 线 和 立方 体 的 对 角 线 互相 平分 . 

设立 体 AF 的 是 个 对 和 面 CE ， 
A 的 各 边 被 点 KE ,上 ,M,N, 0D， 
人 @,P,RR 所 平分 ,通过 分 点 作 平 
而 KEN, ODOR; 日 设 US 是 两 面 的 
交 线 ,又 DG 是 立方 体 AF 的 对 
角 线 . 

则 可 证 Z7 等 于 7S,DT 等 
入 了 . 

设 连 接 DU, LE, BS, SG. 

则 DO 平行 于 PE， 
于 是 ,内 错 衣 DOU, UPE 彼此 村 
等 ， [1.29] 

区 因为 ,DO 等 十 PE, OU 等 于 UP, HH 两 迪 所 上 灰 的 角 相 等 ,所 以 底 
DU 等 于 底 [ 瑟 , 二 角形 DOU 全 等 和 二 角形 PUE , 且 其 余 的 角 等 于 其余 


的 角 . [1.4] 
所 以 ,和 OUD 等 于 骨 PUE. 
由 此 ,2 天 是 一 条 直线 . [1.14] 
同 理 , BSG 也 是 一 条 直线 
日 BS 等 于 SC . 
现在 因为 , G4 等 于 月. 平行 于 了 B ,这 时 Ch 也 等 于 其 平行 于 EG. 
所 以 ,DB 也 等 放量 半 行 于 EG. [XE.9] 
区 连接 它们 端点 得 直线 DE, BG .所 以 DE 平行 于 BG.[1.33] 
所 以 ,用 EDT 等 于 角 BGT, 轩 为 它们 是 内 错 角 . [1.291 
又 用 DTU 等 于 前 GTS. “1.15: 


所 忆 , 两 二 角形 DTU, GTS 有 两 和 朋 分 别 等 于 孙 角 ,用 石 : 边 等 于 
即 等 前 所 对 的 一 边 ,也 就 是 DU 等 于 GS， 
这 是 因为 它们 分 别 是 BE ,BG 的 一 半 ; 
所 以 ,其 余 的 边 也 等 于 其 余 的 边 ， [1.26] 
SSd4 


从 而 ,DT 等 于 TG ,iH UT 等 二 25. 证 完 


命题 39 ) 


如 果 有 两 个 等 高 的 棱柱 ,分 别 以 平行 四 边 形 和 三 角形 为 
底 ,有 矶 且 如 果 平 行 四 边 形 是 三 角形 的 二 局 , 则 二 棱柱 相等 . 

设 ABCDEF', GHEKIMN 是 
两 个 等 贞 的 楼 村 ,一 -个 底 是 平 8 DpD MM 


行 四 边 形 4, 而 另 一 底 为 二 角 Vi 下 
上 撒 GHEK 日 平行 四 边 形 AF 等 Nd A 
于 -角形 GHE 的 二 信 ， E F 总 
由 是 泪 楼 和 柱 ABCDEF 等 
二 棱 杜 GHEKLMN. 
作出 补 形 立 体 A0, GP， 
轩 为 ,于 行 四 边 形 AF 等 上 三 骨 形 GHR 的 三 售 , 这 时 ,平行 四 边 形 HE 


出 等 于 三 角形 GHEE 的 一 倍 . [1.34] 
所 以 平行 四 过 形 AF 等 于 平行 四 边 形 HK. 
但 是 ,等 底 等 高 的 二 个 半 行 六 向 体 彼 此 相等 . [XT.31 3 


所 以 立体 4 等 于 立体 G7. 

又 楼 杜 ABCDEF 是 立体 40 一 半 ,而 且 棱 柱 GHKLMN 是 并 体 GP 
的 一 半 ， [LX1.28] 

所 以 , 棱 杜 ABCDEF 等 | 棱柱 GHATLMN. 证 完 
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第 4 由 着 


圆 内 接 相 人 羽 多 边 形 之 比如 同 图 真 径 上 正方 形 之 比 ， 
没 ABC ,FGH 见 阿 个 加 ,4BCDFE 和 FGHKL 是 内 接 于 圆 的 相似 多 
边 形 ,日 Bi ,GN 为 贺 的 直径 . 
其 扣 证 Ed 上 上 的 止 方形 比 Gv 上 的 十 方形 如 同 凶 边 形 ABCDE 比 
名 边 形 FGHEKL. 


六 五 
工 
| E wy 
Dy 天 
了 六 


连接 BE , AM .GEL FN. 

现 覃 ,因为 多边 形 4ABCDE 相似 于 凶 边 撒 FGHKL .于 是 角 BAE 等 
十 朋 GFL,H B4 比 A5 如 问 GF 比 二 LL. [Yl. 定 多 |] 

二 进 ,两 个 一 角形 B4E, GFL 有 一 个 角 等 十 - -个 角 , 即 角 BAE 等 
于 骨 GFL:; 炎 等 角 的 边 成 比例 ;所 以 三 角形 4BE 与 一 角形 FGL 中 等 
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角 的 . “VI.6! 
所 以 , 角 25EB 等 于 首 JC. 
人 足 , 角 AEB 等 于 第 .41 ,这 上 是 因为 它们 在 同一 图 跨 上 ; 


[UL.27] 
又 着 机 如 等 于 角 FWNG; 所 以 前 ANMB 也 等 于 角 FNG. 
但 是 ,直角 BAM 也 等 于 直角 GEW， [L110.31 
所 以 ,其余 的 角 也 等 于 其 余 的 角 . i1.321 
所 以 ,二 角形 ABM 与 三 角形 FGN 足 守 前 的 、 
所 以 ,有 比例 , BMG 如同 B4 比 GF. i ¥1.4] 


但 是 ,BM 上 的 止 方 撒 与 GN 上 的 正方 撒 的 比如 同 BWM 与 GN 的 二 
次 比 , 卫 多边形 ABCDE 比 备 边 形 FGHKE 如 问 BA 上 GF 的 一 次 比 . 
[V1.20] 
所 尽 也 有 ,BM 上 的 正方 形 比 GN 上 的 正方 形 如 同 多 边 形 ABCPP 比 多 
EE FGHEL. 


证 完 
命题 2 ) 
图 与 国之 比如 同 直径 上 正方 形 之 比 . 
A 
也 R 
五 KY TT 
P 


设 ABOD, BEFGH 是 两 阅 , 日 BD, FH 是 它们 的 直径 


ER 


三 欧 儿 由 得 :几何 虎 本 


如 中正 阅 4BCD 比 加 EFGE 加 同 BD 上 本 方 形 比 FH 的 正方 


内 为 如 昌 BD 上 移 止 方 撒 比 FH 上 的 下 方形 不 同 于 癌 4BCP 比 贺 
ZE. 那么 ,ED 上 的 正方 形 比 FE 上 的 正方 形 等 于 圆 ABCD 比 小 上 
贺 BFGE 的 面积 或 者 大 于 网 页 BCOE 的 面积 . 

首先 ,证 成 比例 的 面积 $ 小 十 国 EFGH. 

设 正方 形 EEGE 内 接 于 圆 到 G 厅 ; 屠 么 ,内 接 正 方形 大 于 园 BFGH 
向 各 的 : 半 . 册 此 ,如 果 过 点 妇 . 严 .G. 百 作 回 的 切线 , 则 正方 拒 EFGIT 
等 于 圆 外 切 于 方形 的 一 半 , 而 贺 小 于 外 切 正 方形 ;因此 ,办 接 正 方形 
BRFGBE 大 于 加 REG 的 一 半 . 

设 一 等 分 圆 引 到 PP .GH .HEB, 基 分 点 为 KK, 上 LL,M.N, 及 连接 
ER KF.FL. LGOM .HE PR NE 所 以 二 前 形 EKF, FLG, GMN, 
HNE 的 等 一 个 也 大 于 三 角形 所 在 的 弓形 的 一 半 . 因 此 .过 点 兵 工 . 邮 . 
六 作 圆 的 切线 瓦 在 线段 EF, FG, GH, HE 上 上 作 平 行 四 边 形 ,二 角形 
EKF ,FDLG ,GMH ,HNE 的 每 一 个 是 所 在 平行 出 边 形 的 一半; 这 时 , 包 
含 它 的 纪 形 小 于 它 甩 在 移 平 行 四 边 形 ; 上 是 一 角形 EKF, FLG, GMH， 
HNE 大 于 它们 所 在 弓形 的 一 半 . 

十 是 ,平分 片 余 的 图 中 ,从 分 点 作 蚁 ,这 样 继续 上 下 去, 吕 使 得 到 的 殷 
形 的 和 小 于 障 EEGEB 超过 面 税 S 的 部 分 . 

这 点 已 经 被 第 十 卷 中 第 定理 所 证 明了 , 凤 如 果 有 两 个 能 不 相 
守 , 则 从 大 明 中 每 次 减 大 大 于 一 半 的 诅 , 若 二 次 后 ,所 余 的 其 必 小 于 较 
小 的 量 . 

设 网 EFGEH 的 EK, KZ, 了 LL, LG, GM,MH, HN, NE 上 的 小 撒 的 
和 小 于 和 婴 与 面积 S 的 六 . 

所 以 ,余下 的 多 边 形 EKFLGMHN 大 于 而 积 驴 ， 

设 有 内 接 寺 加 4BCD 的 多边 AOBPCQDR 相似 于 才 边 形 EK- 
FDOGMHN ;所 以 BD 上 上 的 正方 形 比 FE 下 的 止 方形 如 问 多 边 形 A0BPC- 
QDR 比 多 边 形 ERKFYTOGMHN. TXTT TI] 

但 是 ,BD 了 的 下 方形 比 FH 上 的 正方 形 也 如 同 圆 4BCP 比 面积 
访 ; 所 以 也 有 ,加 4BCD 比 页 积 5 如 同 考 边 形 AO0BPC@DR 比 考 计 撒 EERK- 
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FLOGMIIN Ty.11| 
所 以 ,由 更 比 , 网 ABCD 比 内 接 多 边 形 如 同和 面 程 驴 比 多 边 撒 EK- 
FTOMEN, VV.16] 


但 是 ,网 A4BCD 人 于 内 接 于 它 的 多 边 形 ;所 以 面积 S 大 于 多 边 形 
ERFLOGMFN. 

作 是 , 蕊 也 小 于 多边 形 EEFLGMEHN :这 是 不 串 能 的 . 

所 以 ,BD 上 的 正方 形 比 五 上 的 平方 形 不 隔 于 砚 ABCD 引 园 下 
FT 较 小 的 和 要 . 

类 但 地 ,我 们 了 岂可 以 证 明 同 EFGH 1 一 个 小 于 加 ABCD 的 面积 之 
比 也 不 同上 FH 上 在 方形 与 BD 上 灶 方 形 之 比 


共 次 ,可 让 得 贺 ABCD 与 - -个 大 丁 国 EFGE 的 面积 之 比 也 不 同 于 
BD 上 的 正方 开本 FF 上 的 正方 比 . 

假 涝 由 能 , 设 成 比例 的 较 太 的 击 科 是 

所 以 ， 而 五 反 比例 ,FH 上 的 正方 形 各 DB 上 的 正方 撒 如 癌 面 各 号 
比 四 4BCP . 

但 是 ,面积 5S IE 加 AB0CD 如 同 加 EFGEBE 比 小 于 加 .4BCD 的 一 个 面 
积 . 色 有 以 也 有 ,FT 上 的 让 方 上 懂 比 BD 上 的 正方 虞 如 网 国 EG 比 小 于 
贡 ABCD 的 时 个 面积 : VW.11|] 

这 经 讶 明了 这 是 不 可 能 的 . 

所 以 ,BD 下 的 正方 形 比 FH 的 下 方形 不 同 于 加 ABCD 比 人 于 图 
FGH 的 某 个 面积 ， 

区 已 经 让 时 了 成 比例 的 小 上 阅 ERGE 的 面 和 是 不 存在 的 ; 

所 忆 ,BD 上 的 止 方形 比 FH 上 的 正方 形 邵 癌 辣 apBCD 比 贺 有 FFGTT 
证 完 


引 童 


车 面积 驴 大 于 国 EFGH, 则 可 证 面积 5S 比 加 ABCD 如 同 
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者 亿 几 里 得 -此 何 避 本 


加 PFC 比 小 于 国 ABCD 的 某 个 面积 . 

设 已 经 给 出 了 :页 积 访 比 辐 ABCD 如 同 网 BEPGE 引 别 和 了. 

则 可 证 面积 全 小 二 加 4BOD. 

轩 为 ,面积 5 比 加 ABCD 如 同 国 EEGE 纪 面 积 卫 ,所 以 , 册 事 比 , 面 
和 9 比 加 FGH 等 于 例 4BCD 比 面积 7. [¥.16] 

但 是 .而 积 5S 大 村 加 EFGQH ;所 以 网 ABCD 人 于 面积 工 . 

内 此 ,面积 5 LE 同 2BCD 如 同 加 EFGH 比 小 于 国 ABCD 的 某 个 面 
积 . 


证 


出 


命题 3  ) 


任何 一 个 以 三 角形 为 底 的 棱锥 可 以 被 分 为 两 个 相等 且 与 
原 楼 锥 相似 又 以 三 角形 为 底 的 三 棱锥 ,以 及 其 和 大 于 原 棱锥 
一 半 的 两 个 相等 的 柜 粒 ， 

设 有 一 个 以 三 角形 ABC 为 底 且 以 点 也 为 项 点 的 校 雏 . 

则 本 证 棱锥 4BCD 可 被 分 为 由 等 有 相似 的 以 二 角形 为 底 的 檬 外， 
且 与 原 楼 锥 相似 ,以 及 其 利 大 于 原 楼 锥 一 半 的 两 个 相等 的 棱 杜 ， 

设 平分 48, BC ,Ca ,AD，DB, DC, 片 分 点 为 EB, 了 ,GG,H,K,L; 
连接 HE, EG, GH, HE, KL,LH, KF, FG. 

二 为 48 等 于 B28, HAH 千本 DH,， 
所 以 EH YA47 DB. [¥1.2] 

问题 HK 也 平行 了 AB. 

所 以 .HEBK 为 平行 四 边 形 , 因 之 HK 
竺 EB. 

但 是 ,EB 等 于 EA4, 所 以 AB 也 等 本 
HK. 

但 是 ,AH 也 等 于 HD, 所 以 两 边 严 4 ， 
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4 分 别 等 于 类 边 KEH, HD ,又 角 E48 等 于 角 KHD, 扩 以 底 BH 等 于 
底 0. 1.4. 

所 以 , 沁 佣 形 AEH 等 于 且 相 似 于 三 角形 HED. 

同 埋 ”三 角形 45G 也 等 十 且 相 似 寺 三 表 形 HLD. 

有 因为 个 此 柑 交 的 两 直线 EH, HG 平行 于 彼此 相当 的 晤 肖 线 
ED ,DL ,有 不 在 同一 平面 荆 , 则 它们 所 夹 的 角 相 等 . 「X1.101 

所 以 用 EHG 等 十 儿 KDL. 

又 因为 ,两 线段 EH, HG 分 别 等 王政 ,HH 和 PoBG 等 于 和 
KDL ,所 以 底 EG 等 于 底 应 ， TI.4] 
所 以 一 利 形 EHG 相等 是 相似 于 三 荐 撒 KDL. 

同 理 三 角形 4BG 也 等 于 且 相 似 丁 三角 撒 HEL. 

所 以 ,以 三 角形 48G 为 底 且 以 点 吾 为 顶点 的 核 锥 等 于 日 相似 于 


以 二 角形 HET 为 底 且 以 万 为 质点 的 棱锥. XT- 定义 I0] 
及 因为 , HK 平行 于 二 角形 ADB 的 一 边 AB, 于 是 二 角 形 ADB 与 
一 前 形 DEK 足 等 骨 的 ， [1.29] 
昌 它 们 的 边 成 比例 ;所 以 三 角 撒 4DB 相似 丁 一 前 形 DHK. 
[VI. 定 六 1] 
间 理 ”二 角形 DBC 也 相似 于 二 角形 DE ,以 及 三 角形 4DC 相似 
于 三 角 撒 DLH. 


需 在 ,因为 狼 此 相交 的 两 直线 B44, AC 分 别 平行 于 彼此 相交 的 是 
育 线 KF, HL ,所 它们 不 在 同 平面 上 ,于 是 它们 所 类 的 角 相 等 . 
-XIT.10] 


二 以 角 BAC 等 于 骨 KHL. 
XBA 比 AG 如 同比 HEL, 所 以 三 角形 ABC 相似 于 一 角形 
HAL. 
所 以 也 有 ,以 一 角形 4BGC 为 底 且 以 点 刀 为 顶点 的 棱锥 相似 二 以 
三 角形 BET 为 底 旦 以 点 五 为 顶点 的 棱锥 . 
但 是 ,已经 征明 了 以 二 角形 HET 为 搬出 以 点 已 为 珠 点 的 楼 锥 相 
似 于 以 三 角形 AEG 为 底 旦 以 点 百 为 预 点 的 楼 色 . 
所 以 ,棱锥 AEGH ,PHI 的 每 一 个 都 相似 于 棱锥 4BCD. 
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此 次 ,过 为 BF 等 于 ,平行 四 边 撒 RBFG 等 于 “ 倍 的 二 角形 
GP. 

区 因为 ,如 果 分 别 有 平 行 四 边 形 和 一 角形 为 底 的 两 个 等 高 的 校 社 ， 
册 平 行 四 地 有 形 是 二 朋 形 的 二 倍 , 则 二 棱柱 相等 . TXT.39? 
所 以 ,由 两 个 .- 角 撒 BEF RHG 及 二 个 平行 由 边 烧 EBFG, EBEH,， 
HKFG 所 痢 成 的 棱柱 等 于 由 两 三 角形 GFC ,HEL 和 二 个 平行 四 边 形 
CE ,LOGEH ,HREFG 所 | 咯 成 的 枝 往 . 

明显 地 , 导 柱 的 每 -个 , 即 以 平行 四 边 形 EBFG 为 底 量 以 线段 HE 
为 对 梳 的 楼 梓 与 以 于 前 彤 GFGC 为 底 是 以 一 角形 日 地 为 对 商 的 棱柱 都 
大 上 以 一 角形 AEG .HKL 为 底 且 以 互 , 忆 为 顶点 的 棱锥 . 

内 为 ,如 果 连 接线 段 BF ,EE ,者 么 以 半 行 四 边 形 EBFG 为 底 且 以 
DHEK 六 对 楼 的 棱柱 太 于 :以 三 角形 EBF 为 底 旦 以 下 为 项 点 的 楼 锥 . 

但 是 ,以 三 角形 BBF 为 底 凡 以 点 天 为 顶 瞩 的 楼 锥 等 于 以 三 彰 形 
4BG 为 底 册 以 吾 为 项 点 的 棱锥 ;网 为 它们 是 由 相等 是 相似 的 十 组 成 . 

钻 此 也 有 ,以 平行 上 四边 形 EBFG 为 底 旦 以 线段 HE 为 械 的 棱柱 大 
于 以 角形 4ABG 为 底 且 以 点 吾 为 顶点 的 棱锥 . 

但 是 ,以 平行 四 边 形 EBFG 为 底 , 以 线段 HK 为 对 詹 的 楼 柱 等 于 
以 三 朋 彤 GEC 为 底 用 以 二 月 形 HET 为 对 面 的 棱 梓 ,又 以 了 二 角 形 AEG 
为 左 及 以 战 五 为 预 点 的 棱锥 等 上 以 一 攻 形 HET 为 席 日 以 点 瑟 为 顶点 

所 以 , 晤 个 楼 柱 的 和 太 于 分 别 以 二 角形 AEG ,HEL 为 诡 甩 以 H,D 
为 质点 的 楼 铁 的 和 . 

所 以 ,以 二 角形 ABGC 为 底 晶 以 点 如 为 项 点 的 整体 核 锥 已 被 分 为 
两 个 彼 此 相等 的 校 詹 和 和 两 个 相等 的 榨 坟 , 且 两 个 棱柱 的 和 大 于 整个 榨 
锥 蒋 - 半 . 


证 


十 


S62 


第 XIT 兰 三 


命题 4 ) 


如 果 有 以 三 角形 为 底 且 有 等 高 的 两 个 被 锥 ,又 各 分 为 相 
忆 于 原核 锥 的 两 个 相等 校 锥 和 两 个 相等 的 祯 社 . 则 一 个 棱锥 
的 底 比 另 一 个 棱锥 的 底 如 同一 个 棱锥 内 所 有 棱柱 的 和 上 比 另 一 
个 棱锥 内 同样 个 数 的 所 有 棱柱 的 和 . 

设 有 等 尚且 以 三 角形 ABC, DEF 为 底 , 以 G, 吾 为 顶 战 的 两 棱 锥 ; 
月 它们 都 被 分 为 两 个 相似 于 原 楼 锥 的 是 个 相等 的 楼 锥 和 两 个 相等 的 楼 
柱 . [XI.3] 

则 可 证 底 4BC 比 底 了 EF 如 同 棱锥 4BCG 内 所 有 校 柱 的 和 比 核 锥 
DEFH 内 同样 个 数 的 棱柱 的 和 . 

因为 , B80 等 于 DC ,又 4L 等 于 LG, 所 以 LO 平行 于 48B,H 三 如 形 
4BC 相 亿 于 三 角形 LOC. 

问 是 二 角形 DEF 也 相似 于 三 角形 RVF. 
有 因为 ,BC 等 十 CO 的 两 倍 . EF 等 上 -FV 的 两 倍 : 所 以 .BC 比 CO 如 
EF 比 FY. 

且 在 BC, CO 上 作 两 个 相似 旦 有 相似 位 置 的 直线 形 ABC ,LOC'; XX 
在 EF, FV 上 作 两 个 相似 出 有 相似 位 置 的 直线 形 DEF, RVF; 所 以 ,三 
角形 ABC 比 三 角形 LOC 如 同志 角形 DEF' 比 二 角形 RVE. 


| YL.22| 
所 以 ,由 更 比 ,二 角形 4BC 比 三 角形 DEF 项 同 二 前 形 EOC 比 三 角形 
RVF. [¥.16] 


但 是 ,三 角形 LOC [LL 王 角形 RVF' 如 同 以 二 角形 LOC 为 底 昌 以 二 
角形 PMN 为 对 面 的 楼 柱 比 以 三 角形 EF 为 底 晶 以 STU 为 对 前 的 楼 
柱 . [后 面 的 引 理 i 
所 以 也 有 ,三 角形 4BC 比 三 角形 DEF' 如 问 以 三 角形 LOC 为 底 二 以 
PMN 六 对 面 的 核 柱 比 以 一 角形 RVF 为 底 且 以 S57U 为 对 面 的 核 柱 . 
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但 是, 上 述 楼 柱 之 比如 同 以 平行 四 边 形 KBOL 为 底 且 以 线段 PM 

为 对 校 的 转 柱 比 以 平行 四 边 肛 和 BY 为 底 且 以 线段 S7T 为 对 搂 的 棱柱 . 
[XI.39 ,参看 XI.3] 

所 以 也 有 ,这 两 个 堵 柱 相 比 ,再 以 平行 四 边 形 EBOL 为 底 日 以 mv 
为 对 嫉 的 楼 柱 及 三 角形 LOC 为 底 且 以 PH 为 对 面 的 棱柱 的 和 与 
QEVYR 为 上 愤 日 以 线段 ST 为 对 校 的 梭 柱 及 以 二 角形 RVF 为 底 且 以 S7TT7 
为 对 面 的 棱柱 的 和 的 比 相 问 ， [¥.12] 

所 以 也 有 , 诺 4BC 比 底 DEF 如 同上 上述 两 个 楼 村 的 和 比 两 个 楼 柱 
的 利 . 

类 似 地 , 旭 果 了 丙 楼 锥 PMNG ,STUE 被 分 成 两 个 边 杜 和 此 个 棱锥 ; 
则 底 _ PMN 比 底 S777 如 同 酰 锥 PMNG 内 两 棱柱 的 和 比 棱锥 STUB 内耳 
楼 性 的 利 |. 

但 是 , 底 PMN 比 底 STU 如 同 底 4BC 比 底 DEF; 因为 两 三 角形 
PMN ,STU 分 别 等 于 一 角形 2OC ,和 RVF. 

所 局, 底 ABC 比 底 7 语 如 同 四 个 棱柱 比 四 个 楼 柱 . 

类 位 地 , 诺 分 余下 的 棱锥 为 两 个 棱锥 和 两 个 棱柱 .那么 , 底 4BC 比 
底 DEF 如 同 棱锥 4BCG 内 所 有 层 柱 的 和 比 棱锥 DEFH 内 所 有 个 数 相 
问 的 棱柱 的 和， 


证 


收 
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引 再 


三 角形 TDOC 比 三 角形 RVF 如 同 以 三 角形 上 LOC 为 底 且 以 
DPMN 为 对 面 的 被 柱 比 以 三 角形 RVF 为 底 卫 以 STU 为 对 面 的 
校 柱 ， [Xx1.17] 

证 明 妇 下 : 

存 上 图 中 ,从 点 如, 吾 国 平面 4BC ,DBF 作 重 线 , H. 册 下 线 相等 . 
因为 由 假设 ,两 楼 锥 有 相等 的 高 . 

现在, 因为 两 线段 GC 和 从 G 点 所 作 稚 线 被 网 平 行 平 面 4BC ， 
PMN 所 堆 ; 它 们 被 截 成 有 相隔 比 的 线段 . [XI.17] 

而 且 半 面 PHNY 半分 0G 于 点 如; 扫 以 ,从 G 和 钊 平面 4B80C 的 在线 也 
被 平面 PMN 所 平分 . 

同 理 ,从 点 吾 刘 平面 DEF 的 垂 线 也 被 平面 SITU 所 平分 . 

又 由 于 从 点 GHH 到 平面 4BC, DEF 的 自 线 相等 ;所 以 有 二 角形 
PMN ,STU 到 平面 4BC, DEF 的 重 线 也 相等 . 

上 是 ,以 三 前 形 LDOC ,PVR 为 底 H 以 PSITT 为 对 面 的 购 屡 柱 


等 高 . 
因此 也 有 ,出 上 述 防 棱柱 构 成 的 等 高 的 两 半 行 六 向 体 的 比如 同和 它 
们 的 底 的 比 . [X.32! 
所 以 它们 的 一 半 , 即 王 述 两 棱柱 对 比如 癌 底 LOC L 比 底 RVYF. 
证 完 


尺 三 角形 为 底 且 有 等 高 的 两 个 棱锥 的 比如 同 两 底 的 比 . 
设 有 以 三 前 形 4BC, DEF 为 底 , 以 点 @ ,J 为 项 点 的 等 高 的 楼 维 . 
与 看 与 


各 路 此 虫 得 - 儿 坷 皮 村 


间 可 证 底 4BC 比 底 DEF 如 同 棱锥 4BCG 比 棱锥 DEFH. 


G As 
mail 
A 


B 王 


因为 ,如 果 棱 锥 ABCG 比 棱锥 DEFU 不 同 于 诺 4BC 比 底 五 BF 则 
底 4BC 比 底 DEF 如 同 棱 逢 4BCG 比 某 个 小 于 或 大 于 棱锥 DEFH 的 立 
体 . 

首先 ,证 属于 第 一 种 情况 ,其 中 成 比例 的 是 一 个 较 小 的 立体 全 ,将 
棱锥 DEFE 分 为 两 个 相似 于 原 屡 锥 的 相等 棱锥 利 酚 个 相等 的 棱柱 ; 而 


两 棱柱 的 和 天 于 厚 梳 锥 的 半 . “XII.3] 
类 伏地 ,再 分 所 得 的 棱锥 ,这 样 继续 下 去 ,直至 由 棱锥 DEEE 得 刘 
某 些 小 本 棱锥 五 BF 与 立体 W 的 关 的 楼 锥 . [X.1] 


洲 所 要 得 齐 的 棱锥 是 DQRS, STUE ;所 以 在 核 锥 DEFH 内 剩 下 的 
棚 性 的 和 大 于 立体 丸 ， 
类 似 地 ,也 和 分 棱锥 DEFE 的 次 数 由 仿 大 人 分校 锥 ABOCG; 
所 以 , 底 ABC 比 庶 DEF 也 旭 同 棱锥 4BCG 内 棱柱 的 和 比 棱锥 DEFH 
中 棱柱 的 和 . 「XII.4] 
但 尽 , 底 ABC 比 底 DEF 也 如 辣 校 锥 4BCG 比 立 体 三 ; 
所 以 出 有 , 校 锥 ABCG 比 六 体 玉 如同 楼 锥 ABCG 小 棱柱 的 利 比 标 
锥 DEFB 中 棱柱 的 和 Tw.11| 
所 以 ,出 时 比 , 校 锥 ABCG 比 它 中 核 柱 的 和 如 同 立 体 信 比 楼 锥 DEFH 
中 棱柱 的 和 ， [Tv.16] 
但 中 ,楼 锥 ABGG 大 于 它 中 所 有 棱柱 的 和 ;所 以 立 伍 信也 大 于 核 
锥 DEFEH 中 所 有 棱柱 的 和 . 
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但 是 , 它 也 小 于 :这 是 不 可 能 的 . 

所 以 ,棱锥 4BCG 比 小 于 楼 锥 DEFYf 的 立体 不 同 于 底 4BC 比 底 
DEF. 

类 似 地 ,可 以 证 明 楼 给 DEFHFH 比 小 于 楼 村 BCG 的 任何 立 伟 不 同 
于 底 DEF 比 底 ABC. 

其 次 可 证 .也 不 可 能 有 ,棱锥 4BOG 比 一 个 大 于 棱 狱 DEFBH 的 
休 加 回 底 4BC 比 底 DEF. 

因为 ,如 果 吕 能 的 话 , 设 它 与 较 大 的 立体 环 有 此 比 , 所 以 由 反比 ， 
底 DEF 比 记 ABC 如 同 立体 序 比 校 锥 ABCG. 

得 是 ,立体 殉 比 立体 4BCG 如 同 楼 锥 DEFEH 比 小 于 楼 欠 ABCG 的 


某 个 立体 ,这 一 点 在 前 面 已 经 证 明了 ; XU .2. 引 | 理 ] 
所 以 , 底 DEF 比 底 4BC 如 同 棱锥 DEFH 比 小 于 棱锥 ABCG 的 某 
个 立体 : L¥.11] 
已 经 证 明了 这 是 不 合理 的 . 


所 以 ,棱锥 ABCG 比 太 于 楼 锥 DEFE 的 某 一 个 立体 不 同村 诬 ABC 
比 底 DEF. 
但 是 ,已 经 证 明了 化 小 于 的 某 个 立体 也是 不 行 的 . 
所 以 , 底 4BC 比 底 DEF 如 同 棱锥 4BCG 比 棱锥 DEREH. 
证 完 


以 多 这 形 为 底 且 有 等 高 的 两 个 棱锥 的 比如 同 两 底 的 比 . 
设 等 尚 的 两 棱锥 以 多边 形 4ABCDE , EGHEL 为 底 日 以 点 衣 ,N 为 
项 点. 
则 可 证 底 ABCDE 比 底 FGHKT 如 阿 棱锥 ABCDEM 比 楼 锥 
PONELN. 
连接 AC ,AD, FH ,FEK. 
因为 ABCM ,ACDM 是 以 三 角形 为 底 凡 有 等 高 的 两 个 棱锥 ,它们 
3 看 7 


各 欧 外 出 得 ' 世 何 原本 


M, N 


的 比如 隔 岗 的 之 比 ; [ XII.5] 
所 以 , 底 4BC 比 底 ACD 如 同 棱锥 4BCH 比 棱锥 ACDM. 

又 出 合 比 , 底 ABCD 比 底 ACD 如 同 棱锥 4BCDA 比 楼 锥 ACDM. 

[¥ .18] 
但 是 也 有 有 , 底 4CP 比 底 ADE 如 同 棱锥 ACDM 比 棱锥 ADEM. 
[XI[.5] 

所 以 ,由 首 末 比 , 底 ABCD 比 底 ADE 如 同 棱锥 ABCDM 比 棱锥 
ADEM., Lv.22] 

区 由 侣 引 , 底 4BCDE 比 底 ADE 如 同 棱锥 ABCDEM 比 棱锥 
ADEM. [¥.18] 

类 位 地 二 能 江 明 , 底 FGHEL 比 底 FGH 如 同 棱锥 FGHELN 比 楼 
锥 FGHN. 

六 因为 ,ADEM ,FGHN 是 以 二 角 拱 为 底 昌 有 等 高 的 两 个 棱锥 ,所 
以 , 底 丰 太 比 乓 FGF 如同 棱 锥 ADEM 比 棱锥 FGHN. [ X11.5] 

但 是 , 底 ADE tI 上 底 ABCDE 如 同 棱 外 ADEM 比 殿 锥 ABCDEM . 

所 以 也 有 首 束 比 :. 底 ABCDE 比 底 FGS 如 同居 锥 ABCDEM 比 棒 
锥 FGHN. [¥ .22] 

但 是 还 有 , 底 FGH 比 底 FGHKL 也 旭 间 棱锥 FGHN 比 楼 雏 
FF 万 所 FA 

所 以 有 也 由 首 霖 比 得 , 底 ABCDE 比 底 FEGEET 如 问 伟 锥 ABCDEM 
比 导 锥 FGHEKLN. -V.22] 


证 完 
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任何 一 个 以 三 角 


命题 7 )】 


的 三 个 彼此 相等 的 棱锥 . 
设 厂 一 个 以 三 角形 ABC 为 诡 晶 共 对 而 为 二 角形 DEF 的 棱柱 . 


则 可 证 校 性 


于 一 朋 志 EBDi 


形 为 底 的 楼 往 可 以 被 分 成 以 三 角形 为 底 


有 BCDEF 可 被 分 为 三 个 彼此 由 等 的 以 三 骨 形 为 庶 的 


连接 BD, EC', CD. 
因为 ABED 足 


平行 四 过 形 ,2DP 是 对 前 线 , 所 以 三 和 所 ABD 全 等 


[1.34] 


所 以 ,以 三 角形 48D 为 底 上 月 以 避 为 顶点 的 
棱锥 等 于 以 三 节 形 DEB 大 底 旦 以 安 为 六 点 天 
[XIT.S1] 


的 伟 锥 . 


全 性 ,以 二 角形 DEB 为 底 且 以 C 为 对 


占有 的 校 锥 与 以 一角 形 EBC 为 底 H. 以 D 为 项 


点 的 恢 锥 是 一 样 的 ;i 


成 . 


所 以 ,以 三 月 形 ABD 为 底 日 


六 为 它们 由 相间 的 而 财 


五 4 


上 忆 尼 为 玻 


点 的 校 独 也 等 上 以 二 角形 BC 六 AD 为 度 虚 的 杰 锥 . 
及 因为 , ROBE 是 平行 四 出 形 , 


三 角 背 CBE. 


所 以 也 有 ;以 三 角形 BCOE 为 底 


为 底 日 以 了 D 为 项 点 的 校 链 . 


得 是 , 书 经 广 明 了 以 .= 


起 对 前 线 , 一 角形 CEF 全 等 于 
[1.34] 


岂 品 为 观点 的 棱锥 等 以 ECF 
| XI[.5] 


形 BOE 为 许昌 以 万 为 顶点 的 棱锥 等 于 


以 .角形 ABD 为 底 H 以 GC 为 厌 点 的 棱锥 ,所 以 出 有 ,以 二 衣 形 CEF 为 
底 昌 以 了 为 项 点 的 校 锥 等 省 以 二 角形 ABD 为 询 生 以 侣 为 质点 的 楼 
惟 ; 所 代入 人 ABCDEF 已 被 分 成 一 es -角形 为 底 的 接 甸 ， 
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了 时, 记 经 让 期 了 玉 二 角形 2BD 为 底 旦 以 误 为 项 点 的 楼 锥 等 于 以 一 前 
形 4BC 为 底 日 以 了 BF 为 对 而 的 棱 杜 的 一 分 之 一 ; 

所 以 也 有 ,以 BC 为 底 旦 以 如 为 项 点 的 棱锥 侍 于 以 相同 的 三 角 
形 4BC 为 底 日 以 DEF 为 对 而 的 棱柱 的 二 分 之 


推论 ”由 以 上 竺 易 得 到 ,任何 校 锥 等 于 和 它 间 虎 等 上 的 梳 梓 的 
分 之 一 . 


证 完 
命题 8 _) 


水 三 角形 为 底 的 相 忆 棱锥 的 比如 同 它们 对 应 边 的 三 站 
比 ， 


设 有 分 别 以 4BC DEF 为 诡 ; 二 以 点 如 ,了 吾 为 项 点 的 西 个 相 伺 是 
有 相似 位 置 的 杰 锥 . 


则 可 让 楼 锥 4BCG PEFRE 的 比如 网 BC 与 EF 的 二 次 比 . 
作 平 行 六 面体 BGMEL 与 EHQP,| 寺 为 楼 锥 4BCG 相似 于 楼 锥 


DERH ,所 以 和 角 ABC 等 于 朋 DEF, 骨 GBC 等 十 人 角 HEF, 日 和 角 ABG 等 于 
骨 DEH; 


AB EDE MT BC tt EEF, 也 如 9 BG tH EH. 
久 因 为 , A4B 此 DE 如 同 BC LE EEF, 日 来 等 第 的 边 成 比例 ,所 以 平 
行 四 边 形 BM 相似 于 平行 四 边 形 EW. 
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辣 理 ,BN 相似 于 RE 相似 十 有 DO: 所 以 一 个 平行 四 边 开 MB， 
BK ,BN 相似 于 -个 平行 四 边 形 EQ ,EO ,ER. 
日 是 .二 个 平行 四 边 形 WB,BKE, BN 等 上 全 相似 于 它们 的 三 个 对 
有利, 旦 一 个 面 BQ ,EO,ER 相等 生 相 似 本 它们 的 对 面 . [ x1.24] 

所 以 ,YY 体 BGML ,EHQP 出 同样 儿 的 相似 珈 生成 . 

所 以 ,立体 BGME 相似 于 立体 EHQP. 

但 是 ,相似 平行 六 面体 的 比如 同村 应 边 的 三 次 比 ， [WI.33] 

所 以 .立体 BGME 与 立体 RHGQP 的 比如 同 对 应 过 BC 生 边 EF 的 
一 次 比 . 

但 是 ,立体 BGNMEL 比 羡 体 EHQP 旭 回 丢 锥 4BCC 比 校 对 DEFH ， 
因为 楼 锥 大 平行 六 面体 的 六 分 之 一 , 关 国 楼 柱 是 平行 六 上 面体 的 一 灶 . 
[XI.28] 


亡 双 是 枝 锥 的 一 倍 . 

所 以 被 锥 4B0CG 与 楼 锥 DEFE 的 比如 同 它 们 对 应 边 BC 与 BF 的 
三 次 比 . 

证 完 

推论 出 以 上 表明 .以 多 边 形 为 底 的 寺 锥 与 以 相似 包 边 形 为 底 的 
棱锥 的 比如 辐 它 们 对 遍 边 的 二 次 比 . 

因为 , 即 打 把 它们 分 为 以 三 角形 为 底 的 楼 锥 ,事实 上 ,把 以 相似 多 
边 形 为 底 的 也 分 为 同样 个 数 的 彼此 相似 的 三 角形 ,各 对 应 三 前 形 之 比 


如 了 问 整 体 之 比 . [¥I1.20] 
于 是 ,两 楼 锥 内 各 对 应 的 以 三 角形 为 搬 的 楼 乔 的 比如 同 二 棱锥 内 以 三 
角形 为 底 的 扫 有 棱锥 和 的 比 . [¥.12] 


即 是 如 辣 以 厚 多 边 形 为 底 的 棱锥 之 比 . 

但 是 ,以 二 衣 形 为 底 的 棱锥 比 以 .二 角形 为 底 的 棱锥 如 同 它们 对 应 
过 药 二 次 比 ;: 所 以 也 有 ,以 客 边 形 为 虑 的 棱锥 与 以 相似 允 边 形 为 底 的 楼 
锥 的 比如 同 它们 对 应 边 的 二 次 比 ， 


证 完 
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命题 9  ) 


以 三 角形 为 底 且 相等 的 棱锥 ,其 底 和 高 成 反比 例 ; 又 , 底 
和 高 成 反比 例 的 禄 锥 相等 . 
设 有 以 三 骨 形 ABC ,DEF 为 底 , 生 以 G .五 为 项 点 的 两 个 相等 的 


{7 


则 可 让 在 棱 维 ABCG , PP 中 两 底 与 高 成 及 比 入 , 即 诡 ABC 比 
底 DER 如同 楼 锥 DEFH 的 高 比 棱锥 4BCG 的 高 . 
作出 平行 六 而 体 BGNML , EHQP. 
声 在 ,因为 棱锥 ABCG 等 于 核 欠 DEFH. 
日 立体 BGME 等 十 入 信和 的 棱锥 ABCG . 
且 立 体 BHQP 等 十 六 倍 的 棱锥 DEFH ， 
故 立 体 BGML 等 二 立体 DGP. 
亿 忆 ,全 由 等 的 平行 六 面体 中 ,它们 的 底 和 高 成 反比 倒 ; 


| XI.34] 
所 以 , 底 BM 比 底下 @ 如 同 立体 EHQP 的 高 比 立 体 BGML 的 高 . 
得 是 , 底 BM 比 EQ 如 同 三 角 珍 ABC 比 一 角形 DEF.. [1.341 


所 以 也 有 .一 角形 4BC 比 三 角形 DEF 如 同 立 体 EHQP 的 高 比 立 
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体 BGML 的 高 . [¥.11] 
但 是 ,立体 EHQP 的 高 与 棱锥 DERS 的 高 相等 ,二 立体 BGME 的 
高 与 棱锥 4BCG 的 高 相等 ， 
所 以 , 底 ABC 比 底 DEF' 如 同 校 锥 DEFE 的 高 比 模 锥 ABCG 歇 高 . 
所 以 在 棱锥 4BCG 与 DEFEH 中 ,它们 的 虑 与 商 成 反比 例 ， 
其 次 ,在 棱 欠 ABCG 与 DEFH 中 , 设 它 们 的 底 和 高 成 及 比例; 邯 底 
ABC 比 底 DEF 如 同 校 锥 DEFH 的 高 比 校 锥 ABOCG 的 高 . 
则 可 证 棱锥 ABCG 等 于 棱锥 DEF . 
用 相同 的 构 阁 . 
因为 , 底 ABC 比 库 DEF 如 同 楼 锥 DEFH 的 高 比 棱锥 .ABCG 的 高 ， 
这 时 , 诡 ABC 比 底 DEF 如 问 闪 行 四 边 形 Bf 比 平行 四 过 形 BQ， 
所 以 也 在 ,平行 四 边 形 BWM 比 平 行 四 边 形 5 站 同 楼 锥 .DEFH 的 总 比 
棱 匆 4BCG 的 高 . [W.11] 
但 是 ,棱锥 DERPE 的 高 与 平行 六 人 向 体 BEQP 的 总 相 窜 ; 又 校 锥 
ABCG 的 高 与 平行 六 面体 BGML 的 高 相等 . 
所 以 , 底 BY 化 底 EQ 如 同 平行 六 身体 EHQP 的 吕 比 平行 六 面体 
BGML 的 高 . 
全 是 ,在 底 和 和 高 成 反比 倒 时 ,平行 六 面体 相等 . ~ XT1.34] 
所 以 平行 六 面体 BGH 等 于 平行 六 面体 EHQP. 
又 棱锥 4BCG 等 1 BGWEL 的 六 分 之 ,校外 DEF 等 于 平行 六 面 
体 EHQP 的 六 分 之 一 ; 
所 以 , 棱 纶 4BCG 等 于 楼 锥 DEFH. 


证 完 


命题 10 ) 


圆锥 是 与 它 同 底 等 商 的 圆柱 的 三 分 之 一 . 
设 一 个 辆 锥 利 圆柱 同 底 , 即 癌 ABGD; 它 们 有 相等 的 高 . 
岂可 证 圆锥 为 圆柱 的 三 分 之 一 , 即 贺 柱 为 圆锥 的 三 倍 ， 
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站 果 圆 梓 不 足 圆 锥 的 一 傍 , 则 圆柱 天 于 圆锥 的 一 倍 ;或 小 于 圆锥 的 


三 入 


首先 设 它 大 于 圆锥 的 三 倍 , 浆 设 正 方形 48CD 内 接 陡 国 ABCD， 
[LY¥1.6} 
那么 ,正方形 4BCD 人 于 圆 4BCD 的 - - 半 . 
在 正方 形 ABCD 上 作 一 个 和 圆柱 等 高 的 楼 柱 ， 
则 此 棱柱 天 于 岗 村 的 一 半 ; 央 为 如 
果 作 圆 ABCD 的 外 切 正方 形 ， 
[Tw .7] 
那么 圆 48CD 的 内 接 正 方形 中 图 
外 奶 下 方形 的 一 半 , 旦 在 它们 上 和 作 的 证 
行 六 面体 等 高 ， 
这 冉 ,等 高 的 平行 六 面体 之 比如 同 它们 
底 之 比 ; [XI.32] 
所 以 也 有 ,正方 形 4BCD 上 的 楼 柱 是 贺 
ABCD 外 切 正 方形 上 楼 柱 的 一 半 ; [XIT.28 .或 XIH.6 和 3 了 .推论 ] 
又 圆柱 小 于 圆 4BCD 外 切 于 方形 上 的 校 柱 ; 
所 以 , 回 圆 柱 等 上 临 的 正方 形 4BCD 上 的 楼 柱 太 于 圆 术 一半. 
一 等 分 最 48B, BC, CD, D4 于 点 ,FF,G, 开 ,日 连接 AE 、EB、 


BF.FC .COG .GD .DH.HA; 
那么 ,已 经 证 明了 二 角形 AEB, BFC, OGD, DHA 的 每 一 个 都 大 于 贺 
4BCDD 的 对 撕 一 十. [XIL2] 


在 一 角形 AEB ,BFC, CGPD ,PE4 每 -一 个 上 作 . 与 渤 柱 等 高 的 楼 柱 ; 
由 棱柱 的 每 一 个 大于 包含 它 的 号 形 杜 的 一 半 , 因 为 ,如 果 过 点 万 下、 
已 . 百 作 4PB .BC CD .DA 的 平行 线 ; 又 由 它们 作 平 行 四 这 形 ;: 岂 在 共 
上 F 作 与 贺 柱 等 高 的 平行 六 调 体 ;又 站 三 角形 4 BFC, CGD, DHA 上 
的 楼 柱 是 各 个 并 体 的 一 半 ; 交 马上 撒 隔 柱 的 和 和 小 天 六 行 六 面体 的 利 ; 
因此 也 在 ,在 一 角形 4EB ,BFC,CGD, DHA 上 棱柱 的 和 大 于 包含 它们 
的 弓形 柱 的 和 的 一 半 . 

于 是 ,二 等 分 余下 的 台 ,连接 其 分 点 ,在 每 个 三 角形 上 作 与 圆 住 等 
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高 的 楼 柱 , 谋 旦 继续 作 下 去 ， 
就 得 到 - 些 己 形 圆 术 的 和 小 于 圆柱 超过 三 倍 回 锥 的 部 分 i%.1] 
设 得 到 - 些 弓 形 柱 ,这 些 弓 形 性 十 AE, EB, BF, FO, G8, GD， 
DH, HA:; 
所 以 还 有 ,以 多边 形 AEBFCGDH 为 底 旦 其 高 与 向 性 的 高 相等 的 棱 梓 
大 于 圆锥 的 : 借 . 
但 是 ,与 网 柱 高 相同 日 以 多 边 形 48BFCGDH 为 底 的 棱柱 三 倍 上 于 
以 多 边 形 4PPFCGPF 为 底 且 和 圆锥 有 同一 项 点 的 楼 锥 . 
[X11.7, 推 论 ] 
所 以 ,以 多边 形 AEBFCGDH 为 底 旦 和 圆锥 和 有 同一 项 点 的 楼 锥 太 于 以 
加 ABCD 为 底 的 圆锥 . 
但 是 , 它 也 小 于 此 圆锥 ,内 为 圆锥 包含 棱锥 :这 是 不 可 能 的 . 
所 以 ,圆柱 不 太 于 圆锥 的 一 倍 . 
其 次 可 证 明 贺 柱 也 不 小 于 图 锥 的 二 倍 ， 
因为 ,如 果 可 能 的 话 , 设 圆柱 小 ] 辐 锥 的 二 入， 
因此 ,反之 .圆锥 去 于 圆柱 的 二 分 之 一 . 
设 下 方形 48CD 内 接 于 加 ABCD: 
那么 ,中 方形 ABCD 大 于 图 ABCD 一 半 . 
项 在 , 设 正方 形 4BCD 上 作 一 个 顶点 和 圆 稚 顶点 相同 的 楼 锥 ; 
所 以 ,此 棱锥 大 上 圆锥 的 一 半 ， 
出 此 ,在 以 前 我 们 已 经 证 明了 .如 果 作 贺 的 外 切 正 方形 ,那么 正方 堪 
ABCD 是 贺 外 切 正 方形 的 一 半 ， 
而 日 , 如果 从 两 个 下 方形 上 作 与 圆锥 等 高 的 平行 六 向 体 , 也 叫做 楼 柱 ， 
于 是 正方 撕 4ABCD 上 的 想 柱 是 圆 和 外 切 止 方 撒 上 楼 柱 的 一 半 , 因 为 它们 
的 比如 同 它 们 底 的 比 . LXI.32] 
因此 ,它们 的 三 分 之 一 相 比 也 刀 同 这 个 比 .所 以 ;以 止 方形 4BCD 
为 底 的 楼 锥 是 于 外 切 下 方形 上 棱锥 的 一 半 . 
区 圆 外 切 正方 形 上 的 棱锥 大 于 圆锥 ， 
因为 , 圆 外 切 止 方形 上 的 棱锥 包含 圆锥 ， 
所 以 ,正方 形 4BCD 上 的 棱锥 大 于 具有 同一 个 顶点 的 圆锥 的 -- 半 . 
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用 点 下, 太 半 分 AB, BC,OD, Da 最, 昌 和 连接 46, EB, BF， 
FCO, CG, GD, DH, HA, 
于 是 ,也 有 二 角 撒 AEB, BFC ,CGD, DHA 的 每 一 个 大 于 加 ABCD 上 包 
含 写 的 习 形 的 - 半 . 

A BC COD PHA 个 上 作 与 同 锥 有 问 一 
于 站， 也 在 同样 情况 FF ,每 一 个 棱锥 大 于 包含 它 的 己 形 网 狱 的 一 平 ， 

由 此 ,上 语 平 分 圆 引 ,连接 分 点 ,在 每 一 个 三 角形 工作 与 圆锥 有 和 煤 同 
价 点 的 楼 锥 . 
这 样 继续 作 下 去 ， 
则 得 到 一 些 扎 形 圆锥 之 和 小 于 圆锥 超过 届 柱 的 一 分 之 - -的 部 分 . 

[区 .11 

溢 己 经 结 出 了 了 这些 祁 形 村 ,日 设 它们 是 AE. EB, BF, FC, CG,， 
GD, DH, HA 上 的 弓形 柱 ， 
所 了 ,以 铬 过 形 AEBFCGDH 为 的 匡 与 贺 锥 的 顶点 相同 的 棱锥 大 - 生 回 
性 的 一 分 之 

但 是 ,以 和 多边形 AEBFCGDPH 为 底 与 圆锥 顶点 相同 的 校 锥 是 以 多 
边 形 AEBFCGDI 为 底 皇 与 贺 柱 回 高 的 楼 性 的 一 分 之 一 . 
所 以 ,以 多 边 形 4AEBFOGDH 为 底 且 与 屋 柱 等 高 的 楼 柱 人 -于 以 国 ABCD 
为 底 的 圆柱 ， 
但 是 ,楼 柱 小 于 圆柱 ,内 为 圆柱 包含 榜 柱 :这 是 不 可 能 的 

所 以 ,圆柱 不 小 于 图 维 购 二 倍 . 

但 是 ,已 经 证 圳 了 图 杆 不 天 于 圆锥 的 二 倍 ;所 以 圆柱 足 圆 锥 的 三 倍 ; 
因此 , 国 钼 是 网 柱 的 二 分 之 一 -. 


证 


时 


命题 31 ) 


等 高 的 圆锥 或 等 高 的 圆柱 之 比如 同 它们 底 的 比 ， 
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设 有 等 高 的 阅 锥 和 圆柱 .以 圆 ABCD ,EFGE 为 它们 的 底 , KL .MN 
是 它们 的 轴 目 AC ,EG 是 它们 让 的 直径 ; 
则 可 证 轴 ABCD 比 同 EFGH 如 同 辣 锥 AL 比 同 锥 EN. 


因为 ,如果 不是 这 样 , 则 圆 ABCD 比较 ERGEB 如 同 圆锥 4 与 小 于 
圆锥 EN 的 某 一 立体 之 比 或 是 大 于 同 锥 EN 的 其 一 立体 之 引 . 

首先 , 设 符合 此 比 的 是 一 个 较 小 的 立体 口 ,又 设立 体态 等 于 圆锥 
EN 与 较 小 的 立体 OO 的 莽 ; 
所 以 ,圆锥 EN 等 于 立体 © 与 玉 的 和 . 

设计 方形 BFGEH 内 接 耳闻 EFGH ; 
所 议 ,正方 形 大 于 同 的 一 半 ， 

设 在 下 方形 EFGH 上 作 与 同 锥 等 高 的 司 锥 ;所 以 这 棱 负 太 于 圆锥 
的 一 半 ， 

因为 ,如 有 困 作 同 的 外 切 下 方形 ,十 证 它 目 作 与 山 锥 各 高 的 域 锥 , 则 | 
内 接 楼 欠 是 外 团 校 锥 的 一 六, 因为 它们 移 比 如 同 它们 诡 的 比 ， 

[ XII.6] 


这 时 ,此 辐 锥 小 于 外 切 棱锥 . 

用 点 忆 、@ .RS 等 分 同 计 EFFG ,GH .HE, 
连接 HP .PE .EQ .QFFR .RG .GS .SH. 

所 以 ,一 攻 形 HPE ,EQF ,FRG ,GSH 的 生 :个 部 大 于 包 富 它 的 已 
形 的 一 平 . 

在 三 角形 HPE, EQF, FRG , GSH 的 每 一 个 上 作 与 圆 维 等 高 的 楼 
锥 ， 
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所 以 区 有 ,上 所 作 楼 锥 的 每 一 个 都 太 上 包含 它 的 相应 的 弓形 上 圆锥 的 -… 


蕉 


那么 ,二 等 分 得 到 的 强 , 用 线段 连接 ,在 每 个 二 角形 上 作 与 圆锥 等 
高 的 棱锥 ， 
这 样 继续 作 下 去 ,将 得 到 - 些 妃 形 圆锥 其 和 小 于 立体 互 .5.1] 
设 得 旬 的 是 HP, PR EQ, QF,FR,RG,GS,SH 上 的 志 形 圆锥 . 
所 以 剩 上 的 ,以 多边 拱 PEQFRGS 为 底 理 和 圆 詹 阿 高 的 棱锥 大 于 立 
恒 口 . 


放风 接 于 圆 ABCD 的 多 边 形 DTAUBVOW 与 和 多边 形 HPEQFRGS 
相似 日 有 相似 位 置 
又 在 亡 上 而 作 与 圆锥 AL 等 高 的 棱锥 . 

因此 ,4C 上 的 于 方形 比 BG 上 的 正方 形 如 同和 多 边 撒 DTAUBVCOCW 
比 客 边 形 HPEQFERGS,， :XIT 1 ] 
这 时 ,4C 上 正方 形 比 下 BG 上 正方 形 旭 同 圆 4BCD 比 加 EC . 

,XIL.2] 
所 以 也 ,加 4BCD 比 园 FFGB 如 同 多 边 撒 DTAUBVOW 比 多 边 形 
HPEQERGS,. 

但 是 , 同 ABOD 比 国产 GH 如同 圆 儿 4 比 立 体 O, 且 多 边 形 
DTAUBVCW 比 多 边 形 HPEQFRGS 如 同 多 边 形 DTAUBVCW 为 底 旦 工 
为 硕 点 的 棱锥 比 多 边 形 HPEQFRGS 为 底 日 以 六 为 顶点 的 棱锥 . 

' X11.6] 

所 以 也 有 ,图 锥 45 LEw 体 0 如 同和 多边 形 DTAUBVYOW 为 底 , 上 为 
项 点 的 棱锥 比 多 过 形 HPEQFRGS 为 底 ,N 为 质点 的 棱锥 [Y.11] 

于 是 出 蝎 比 ,圆锥 245 比 它 内 的 棱锥 如 同 立 体 0 比 圆锥 EN 内 的 棱锥 . 
[¥.16] 


但 是. 圆 维 AL 大 于 已 的 内 接 棱 锥 ; 
所 以 立体 口 也 大 于 国外 EN 内 的 棱 狼 . 
们 是 , 它 也 小 于 圆锥 EN 内 的 楼 锥 :这 是 不 合理 的 . 
所 以 圆锥 4L 比 小 于 回 锥 EN 的 任何 立 体 都 不 同 于 加 48CD 比 圆 
EFGH. 
号 了 宫 
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类 位 地 ,可 以 证 明 辐 锥 EN 比 任 何 小 于 图 锥 4 的 立体 都 不同 于 
圆 EFGH I ABCD. 

共 次 ,可 证 癌 锥 4AL 比 大 于 回 锥 EN 的 基 一 立体 不 同 了 区 4BOD 
比 加 EFGH. 
因为 ,如 果 相 等 , 设 符合 这 个 比 的 是 较 大 的 立体 00， 
于 是 由 反比 ,加 EFGEH LE 则 ABGCD 国立 体 0O 比 圆 欠 AL. 
但 是 ,立体 口 比 同 铁 .25 如 同 贺 锥 EN 比 旦 :个 小 上 圆锥 4 的 立 


体 ; 
所 以 也 有 ,网 EFGH 比 加 ABCD 如 同 国 锥 EN 比 小 于 圆锥 AL 的 某 - 
个 立体 :已 经 证 明了 这 是 不 可 能 的 . 

所 以 ,圆锥 AL 比 估 于 岗 锥 EN 的 某 一 立 休 不同 于 哆 ABCD 比 圆 
EFGH. 

但 是 ,已 经 证 明了 ,符合 这 个 比 而 小 于 立体 EN 的 六 休 是 没有 的 ; 
所 以 , 圆 4BCD 比 圆 Be5 如 癌 贺 锥 47 比 圆 钴 EN. 

但 是 , 圆 座 比 贺 锥 等 于 圆柱 比 圆 柱 . 


因为 圆柱 二 倍 于 圆锥 ; ; XII. 10] 
所 以 也 有 , 圆 ABCD 比 同 EFGE 如 同 在 它们 十 等 高 的 辐 忻 的 比 
证 完 


-命题 32 、) 


相似 圆锥 或 相似 圆柱 之 比如 同 它们 底 的 直径 的 三 次 比 . 
设 有 相似 辆 锥 和 相似 圆柱 ， 
设 网 ABCD. EFGH 是 它们 的 底 , BD 与 本 是 底 的 让 径 ,日 和 ,MN 是 
辕 锥 及 圆柱 的 轴 . 
则 可 证 以 攀 A80CD 为 底 旦 以 工 为 琉 点 的 阅 锥 与 以 加 EFGH 为 底 
且 以 浆 为 项 点 的 圆锥 的 比如 同 BD 与 FH 的 二 次 比 . 
如 果 圆 锥 ABCDL 与 圆锥 EFGBN 的 比 不 同 于 BD 与 FH 的 三 次 


S579 


三 了 区 下 由 竺 : 负 何 陈 本 


则 圆锥 ABCDL 与 菜 -一 小 于 或 大 下 贺 锥 EFGHN 一 个 立体 的 比如 
同 BD 与 FH 的 二 次 比 . 

首先 , 设 有 这 个 比 购 是 较 小 的 立体 0. 

设 正 方形 EEGH 内 接 于 加 EPGH; [IIw.6] 
所 以 ,下 六 撒 EFGH 大 于 国 EFGH 的 一 半 . 

现在 , 设 在 各 方形 BFGFH 上 有 一 个 和 疯 锥 癌 顶 点 的 楼 锥 ;所 忆 此 
棱锥 大 于 回 锥 的 :一 半 . 

设 点 P, 旬 , 情 ,S 二 等 分 圆 弛 BF, FG , GH ,HE ;连接 EP, PF, FQ， 
Q6, GE, RH, HS, SE. 

于 是 每 个 二 角形 EPF, FQG, GRE , HSE 也 大 于 圆 EFGH 中 包 合 
它 的 芒 形 的 - 半 ， 

现在 ,这 在 每 个 二 放 形 EPF', FC , GRE PS 有 工作 -个 种 加 锥 同 
质点 的 楼 锥 ;所 以 这 样 的 每 个 楼 锥 也 大 于 包含 它们 的 弓形 圆 匆 下 锥 体 
的 半 ， 

滥 么 ,二 等 分 得 到 的 辐 弧 , 作 改 ,在 每 个 三 角形 上 作 与 廿 锥 有 相同 
顶点 的 楼 锥 ,这 样 继 练 作 下 去 . 
我 们 将 得 到 马 形 加 锥 共和 小 于 圆锥 EFGHN 超过 立体 口 的 部 分 . 

.XX.1] 
绕 这 样 得 旬 EP ,PF 了 FQ ,CG ,GR, RH.,HS, SE 上 的 弓形 圆锥 ， 
所 以 剩 下 的 ,以 密 边 形 EPFQGRHS 为 多 HH 以 点 NN 为 天 点 的 楼 锥 太 于 
页 体 口 . 
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加 ABCD 的 内 接客 边 形 ATBUCVDW 与 多 边 形 EPFQGRHS 相似 HH 有 
相 亿 位置 ， 
且 在 和 多边形 47BBCYD 有 上 作 与 圆锥 问 顶 点 的 楼 锥 ;以 多 边 形 AT- 
BUCVDW 为 底 月 以 工 为 蔽 点 ,出 许多 二 角 卡 阐 成 一 个 核 锥 ,LBT 为 其 
一 前 形 之 - ,区 以 多 边 形 EPFQGRHS 为 底 且 以 点 六 为 不 点 ,由 许 允 三 
角形 围 成 一 个 棱锥 , NFP 为 共 三 角形 之 一 ; 


你 接连 ET, MP. 
班 让, 国 为 园 锥 ABOCDEL 相似 于 圆锥 BFGHN ,所 以 , BD 比 FH 如 
同 轴 二 比 轴 MN. I. 定义 234] 


人 是 ,BD 比 FH 加 BK 比 FW. 
所 以 也 有 ,BK 比 FM 如 同比 WN. 


又 ,由 出 比 , BE 比 EL 如 同 FN LE NNY. [¥.16] 
于 址 类 等 角 的 边 成 比例 , 即 夹 和 BKI ,FMN; 所 以 三 角 烘 BKT. 与 
三 骨 形 FMN 相似. [V1.6| 


又 ,因为 ,BE FE KT Nn) FW 比 WP, 
日 它们 是 夹 等 角 的 , 即 前 BET, FWP， 
因为 ,无 论 角 BKT 在 圆心 起 的 四 个 是 朋 十 和 多少 部 分 , 朋 FMP 也 是 在 
圆心 晒 的 是 个 直 前 占 同 样 多 少 部 分 
因为 , 夹 等 前 的 边 成 比例 ， 
所 以 ,三 角形 BKT 与 三 角形 FMP 相似 . LV1.6] 
又 ,已 经 让 明了 BE 比 开 如 FM 比 NY, 
这 时 ,BE 等 三 KT, H FM 等 于 PP， 
NLL, TE te EL Hd) PM EE MN; 
又 夹 等 介 的 边 成 比例 , 邯 等 人 朋 TET ,PWN ,因为 它们 足 提 月 ， 
所 以 ,一 用 形 LEKT 与 三 角形 NMP 相似. | YL.6] 
又 因为 ,由 十 二 角形 LKEB 与 NMF 相似 ， 
LB tk BE HI NF EE FN. 
又 ,由 于 二 朋 形 BKT 与 FMP 相似， 
EB tk BT IM MP tH FP, 
所 以 ,由 首 末 比 , LB tt BT 如 [NF kk FP. [¥ .22] 
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区 因为 ,由 于 二 角形 LTE 1 NPM 相似 ， 
LT IE TE I NP tt PM, 

六 ,由 于 二 角形 TEB 二 PMF 相似 ， 
ET 比 TB Wits] MP Le PR; 


所 以 ,市 首 末 比 ,， 7 比 下 如 同 RNP [PF. [22] 
但 量 ; 己 经 让 项 了 , TB 比 BL 如 癌 PF 比 有 v. 
所 以 ,由 首 末 比 , 至 比 7 如 同 Pv ENF. [¥.221 
所 以 ,在 二 前 彤 LTB 与 NPF 下 已 们 的 边 成 比重 ; 

于 是 ,二 前 彤 LTB 与 NPF 直 等 角 的 ; [VL.S] 

因此 ,; 它 有 也 相似. [YL 定 光 了 


所 以 ,以 二 角形 BET' 为 底下 以 点 五 为 质 具 的 校 锥 也 相似 于 灸 二 
角形 FMP 为 底 日 以 点 六 为 项 点 的 棱锥， 


因为 ,图 成 包 们 的 面 数 相等 凡 备 面相 侯 . TXI. 定 兴 号 ] 
但 是 , 帅 个 以 三 角形 为 底 的 相似 楼 锥 之 比如 同 对 应 边 的 三 次 比 ， 
i WIT.8] 


所 以 ,棱锥 BKTL 以 棱锥 FMPN 如同 BE 与 FM 的 三 次 比 . 
类 他 地 ,由 及、W.D.V.C,U 到 下 连 线 段 , XX 从 SH.R.G.Q 
到 1 连 线 段 ,在 每 个 三 角形 上 作 与 圆锥 有 相 回 顶点 的 棱 雏 
我 们 可 以 证 明和 人 竺 对 机 似 棱 锥 的 比如 同 对 上 边 BK 与 对 应 过 FM 的 一 
比 ， BD 与 FH 的 二 次 引 . 
区 ;前 瑚 之 一 比 后 项 之 一 如 加 所 有 前 项 之 和 比 所 有 后 项 之 和 . 
[¥.12] 
所 以 也 有 ,楼 锥 BKTL 比 棱锥 FYPN 如 同 以 和 多边 形 ATBUCVDW 为 底 
且 记 后 天 为 原点 的 灯 体 棱锥 比 以 多 边 拒 EPFQGRHS 为 谋 囊 以 点 部 为 
项 点 的 整体 扶 锥 ， 
内 此 ， 是 得 到 以 ATBUCVDW Me 以 点 工 为 顶 点 的 楼 甸 比 以 多 边 形 


人 是 ,出 假 设 ,以 加 ABCD 记忆 直 为 顶点 的 回 锥 比 立体 DO 
如 同 BD 与 FH 的 三 次 |; 
所 以 ,以 圆 ABCD 为 底 目 以 点 工 为 硕 点 的 加 锥 比 立体 0 如同 以 少 边 形 
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ATBUCVDW 为 底 HH 以 工 为 奈 点 的 棱锥 比 以 多 边 上 形 EPFQGRHS 为 底 疆 
以 点 浆 为 顶点 的 校 匆 ; 
所 以 ,由 更 尼 , 以 风 ABCOD 为 底 用 以 工 为 需 点 的 国 锥 比 包 党 在 它 内 的 


形 EPFQGRIIS 为 底 量 以 N 为 质点 的 起 锥 . ‘¥.16]| 
但 是 ,此 处 图 锥 大 于 它 内 的 棱锥 :因为 轴 锥 包含 若 棱 狱 . 


但 各 , 它 也 小 下 它 :这 是 沾 吓 能 的 . 

所 以 ,以 较 ABCD 为 底 量 以 大 为 项 点 的 圆锥 比 任 何 小 于 以 加 
EFGH 为 底 日 以 点 NN 为 册 点 的 圆锥 的 立体 部 不 同 于 BD 与 FH 的 二 次 
IE. 

类 但 地 ,我 们 能 够 证 明 圆 锥 EFGHN 与 丁 休 小 于 网 锥 ABCDL 的 立 
体 的 比 不 同 于 FE 与 BD 的 -次 比 . 

其 次 , 订 让 辣 包 4BCDL 比 任 何 大 于 圆锥 BEFGBN 的 立体 不 同上 
BD 与 1 的 一 次 比 . 

寺 为 ,如 果 叮 能 的 话 , 泛 和 一 个 较 大 的 立体 口 有 这 样 的 比 . 

于 大, 由 反比 ,立体 口 与 鸭 锥 ABCDL 的 比如 同 E 与 BD 的 二 次 


LE. 

但 是 ,立体 0 比 汪 座 ABCDL 如 同 贺 锥 EFGHN 比 某 个 小 上 网 
锥 .ABCDL 的 立体 ， 

所 以 ,圆锥 EFGHN 与 某 -小 十 四 锥 4BCDL 的 ww 位 的 比如 同 EH 
与 BD 的 二 次 比 : 已 经 让 时 了 这 是 不 可 能 的 ， 

所 以 ,此 给 ABCDEL 与 任何 大 于 网 锥 EFGHN 的 立体 的 比 不 同 于 
BD 与 FB 的 一 次 比 . 

但 是 ,也 已 经 证 明了 与 -个 小 上 圆锥 BCOBN 的 立体 的 比 下 同 于 
这 个 比 . 

所 以 圆锥 4BCD 与 同 锥 EFGHN 的 比如 同 BD 上 七 FI 的 二 次 比 . 

但 是 , 赔 锥 比 国 锥 如 同 圆柱 比 圆柱 ， 
寺 为 , 间 底 等 高 的 加 柱 是 圆锥 的 三 售 . [ XIU.10] 
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所 以 .圆柱 与 圆柱 之 比 也 如 同 BD 与 本 7 的 一 次 比 ， 


命题 13 ) 


车 一 个 圆柱 被 平行 于 它 的 底面 的 平面 所 截 , 则 鹤 得 的 国 
柱 比 周 柱 如 同 轴 上 比 轴 . 

为 此 , 设 圆 柱 4 妃 被 平行 于 底面 475, CD 的 平面 GH 所 截 , 昌 平面 
GH 冯 轴 下 下 点 ，; 

则 可 证 圆柱 BG 比 圈 柱 已 中 A CC_C 了 Vr 
GD 如 同 加 EK 比 轴 下" 本 - 旭 多 四 

设 向 两 方 延 长 轴 ER 至 VARSVERVISIY 
点 L,.M., 0 S$ 如 EH DU Ww 

又 任 取 办 EN, NL 等 于 
坤 LE ,并 日 取 FO ,OM 等 于 EK; 又 设 以 LM 为 轴 的 国 柱 PW 其 底 为 辐 
PO , VW. 

过 点 N,O 作 平 行 于 AB,CD 的 平面 且 平 行 于 加 村 PW 的 底 ; 
灵 设 以 NO 〇 为 国 必 而 得 出 的 网 为 RRS, TU. 

则 ,内 轴 LN ,NE ,EK 彼此 相等 ， 
所 以 ,国标 QR ,RB,BG 彼此 之 比如 河 它 们 的 底 之 比 . ” [XII.11] 

但 是 ,它们 的 底 是 相等 的 ; 
所 以 , 圆 村 QR ,RB ,BG 也 和 被 此 相等 . 
因为 轴 LN ,NE ,EK 外 此 相等， 
昌国 柱 QR ,RB ,BG 也 和 被 此 机 等， 
纪 前 者 的 个 数 等 于 后 者 的 个 数 ， 
所 以 , 轴 7 直 轴 BK 的 无 沦 多 少 个 倍数 , 国 杜 WG 也 是 圆 林 G8 的 网 
样 倍数 . 

同 理 , 轴 MK 是 轴 有 的 后 论 多 少 个 倍数 ,圆柱 WG 也 是 回 林 GD 
的 同样 倍数 . 
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又, 如 果 轴 醒 等 于 轴 了 , 则 网 柱 8G 也 等 于 圆柱 GW; 
如 果 轴 本 大 J] 轴 KN. 则 加 柱 BG 也 大 二 加 柱 GW'; 
旦 如 果 轴 KL 小] 轴 EW , 则 回 术 BG 也 小 于 圆柱 GW. 

这 样 , 让 在 四 个 旺 . 轴 EK, KF 和 圆柱 BG, GD; 纠 经 起 定 了 轴 EK 
和 病 柱 BG 的 同 信和 晤 , 即 轴 LE 和 圆 社 8G ,又 取 定 了 得 KF 和 圆柱 CD 
的 同 倍 量 ， 即 轴 KM 及 呵 桂 GW; 叉 已 经 让 得 : 如果 轴 二 大 于 加 KM， 
则 较 柱 @G 也 大 于 刚性 GW，; 
如 果 轴 说, 等 十 轴 04, 央 圆柱 QG 也 等 ] 圆柱 GW 
如 果 轴 了 I 小 十 轴 KW. 则 圆柱 BG 也 小 于 圆柱 GW. 

所 以 , 轴 EE 比 轴 FE 如同 区 性 BG 比 圆柱 GD. [LV .定义 了 | 

证 完 


命题 14 ) 


有 等 底 的 圆锥 或 圆 杜 之 比如 同 它们 的 高 之 比 . 
设 85 ,8 是 等 底 上 的 两 个 圆柱 , 底 为 加 AB, CD. 
则 可 证 圆柱 EB 比 圆柱 FD 如 问 高 GE 比 高 KL. 
为 此 ,延长 轴 谨 到 点 NN, 使 LN 
等 于 轴 GE, 区 设 CM 是 以 LN 为 轴 的 


[AR 四柱. 


因为 ,圆柱 EB， GM 等 高 , 则 它 
A a Ey 们 的 比 等 于 它们 的 底 比 . 
-X11.11] 


但 是 ,它们 的 底 和 被 此 相等 ; 
所 以 ,圆柱 了 B,CM 也 相等 . 
又 ,因为 现 柱 FW 被 平行 于 它 的 底面 的 平面 CD 所 截 ， 
所 以 ,圆柱 GM 比 贺 柱 VD 如 同 轴 LN 册 轴 了 LXIT.13] 
但 中 ,圆柱 CNM 等 于 圆 术 8, 量 轴 LN 等 于 办 G; 
所 以 ,圆柱 EB 比 辆 柱 FD 如 同 轴 G8 比 轨 不 .. 
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但 是 .圆柱 EB 比 圆 村 FD 如 同 贺 座 45G 比 圆 锥 CDK. 
[ XU.10] 
所 以 也 丰 有, 轴 人 比 轴 抱 , 如 同 贺 外 ABG 比 呈 锥 CDE ,也 如 同 加 
件 BB 比 回 柱 FD. 


证 


由 


在 相等 的 辆 锥 或 圆柱 中 ,其 底 与 高 成 互 反 比例 ;又 若 圆 锥 
或 加 柱 的 底 与 高 成 互 反 比例 , 则 二 者 相等 . 

没有 以 国 4BCD ,EFGH 为 底 的 两 个 相等 的 圆锥 或 网 柱 ; 
设 4C .EG 为 谢 的 直径 ， 
H_ KL, MN 是 轴 , 也 是 同 锥 或 同村 的 高 ; 设 已 经 作出 圆柱 4A0, ED. 


则 可 证 圆柱 40 ,EP 的 底 与 商 成 互 反 比例 , 即 , 底 ABCD 比 底 吾 - 
FGH 如 辐 启 WN 比 疝 瑟 .， 

内 为 高 LK 或 者 等 于 尚 MN 或 者 不 等 -高 MIY. 
首先 , 设 是 相等 的 ， 

现在 , 关 团 柱 A0 等 于 网 柱 EP. 

但 是 ,圆锥 或 车 柱 等 高 ,它们 的 比如 同 共 底 的 比 ， [ XIE.11] 
所 以 , 底 ABCD 也 等 于 底 EFGH. 

南 也 有 互 反 比例 , 底 ABCD 比 BFGEH 轴 同 高 MN 比 肯 了 王 .， 

其 次 , 设 商 LE 不 等 于 HE ,而 是 ME 较 大 ; 

从 高 MN 截取 WN 等 于 本 ,过 点 @ 作 平 面 TUS 截 圆柱 EP 而 平行 
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于 局 | PRE ,RPRP 所 在 的 平面 , 且 度 圆柱 BS 以 国 EFGH 为 底 , NGQ 为 


上 癌 1 . 
现在 .加 村 4O 等 于 网 柱 EP， 
所 以 , 医 柱 40 比 圆柱 ES 如 1 同 辣 柱 EP 圆柱 ES， [¥.7] 
但 是 . 贺 柱 A0 比 同 柱 BB 如 同 底 ABCD 比 底 ERGH ,因为 网 柱 
AD ,ES 是 等 高 的 ; [XH.11), 


又 .圆柱 EP 比 同 柱 BS 如 同 高 WY 比 高 8N， 
沽 为 , 同 柱 琅 被 一 个 平 南 所 堆 册 此 平面 关于 行 相对 二 底面 . 
[XII.13] 
所 以 ,又 有 , 底 ABCD 比 底 EFGE 如 同上 山 MN 比 高 QQN. 
-YY.11] 
但 是 ,高 @v 等 于 高 二 /所 以 , 底 4BCP 比 底 BFGI 如 同 高 Mrv 比 
所 以 ,在 贺 柱 A0, EP 中 , 席 与 高 成 互 反 比例 . 
其 次 ,在 园 柱 A0, EP 中 , 设 底 与 高 成 车皮 比例 ， 
即 , 底 ABOCD 比 诺 EFGH 如 同 高 MN 比 高 开 ; 
则 可 让 疝 柱 A0 等 于 向 柱 BP， 
捉 实 上 ,可 用 同一 作 图 . 
因为 , 底 ABCD 比 底 BFGIT 如 同 语 MN 比 匣 KL， 
这 轩 , 启 开 等 于 高 QN, 所 以 , 底 4BCD 比 EEGH 如 同 高 NY 比 高 
QN. 
但 是 , 底 ABCD 比 底 EFGH 如 同 圆柱 40 比 圆 村 BES, 因为 它们 同 


高 ; * XII.11] 
又 ,高 MN 比 BN 如同 晤 柱 到 比 辐 柱 EES; [XH.131 
所 以 ,圆柱 40 比 圆柱 ZS 如 同 圆 柱 EP 比 国 柱 ES. [VY.11; 
从 而 ,圆柱 4O 等 于 圆柱 EP. [V.9] 


府 司 .对 国外 来 说 同样 是 止 确 的 . 
证 完 


乔 殉 几 忠 得 :几何 原本 


命 旺 和 后 ) 


已 知 两 个 同安 圆 , 求 作 内 接 于 大 图 的 惕 数 条 边 的 等 边 多 
边 形 ,使 它 与 小国 不 相 切 ， 
设 ABCD, EFGH 是 同心 于 疏 的 天 
个 已 知 圆 . 监 求 作 内 接 于 大 同 4B0D 的 
届 数 条 边 的 等 边 多 边 拱 ,而 它 与 小 加 
EFGH 涉 相 切 . 
为 此 ,经 过 圆心 玉 作 直径 BED, XX 
从 点 如 作 G4 与 育 径 55 成 育儿 且 延 长 
至 点 ;所 以 4C 切 国 EBEGH. 
[1.16, 推 论 ] 
然后 ,平分 弧 BAD ,将 所 分 的 一 半 再 平分 ,如 此 继续 分 下 去 ,我 们 
将 得 到 -条 比 AD 小 的 弧 . [X.1] 
设 这 样 得 到 弧 是 LD; 
从 工作 了 MT 下 直 于 5D 旦 延长 至 浆 . 
连接 LD, Pi 于 中 LD 等 JDN. [ITE.3,I.4] 
现在 ,因为 LN 平行 于 4C, 且 4C 轨 半 网 EFGH,， 
所 以 ELw 与 圆 王 G 末 不 相 切 ， 
所 以 LD, DN 更 与 加 EFGH 不 相 切 ， 
如 果 在 圆 ABCD 内 连续 作 等 于 LD 的 沪 , 那 么 将 得 到 内 接 于 
BCD 的 供 数 边 的 等 边 多 边 形 , 它 与 小 闻 EFGEH 不 想 切 ， 


作 完 


命题 7 ) 


已 知 两 个 同心 球 , 在 大 球 内 作 内 接 多 面体 ,使 它 与 小 球面 
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不 相 茹 . 
设 有 问心 于 点 4 的 两 球 ; 要 求 在 大 球 内 作 内 接 多 面体 ,使 它 与 小 
球面 不 相 切 . 


六 设 球 被 过 球 心 的 一 个 平面 所 截 ; 截 迹 为 个 辐 ， 


二 为 , 球 荐 平 辣 绕 直 径 族 转 而 成 的 : [ XI. 定义 14] 
因此 ,在 任 得 位置 我 们 都 可 得 刘 半 图 ,出 此 经 过 半圆 的 平面 在 球面 上 截 
出 一 个 购 ， 


由 时 昌 的 ,这 个 刚 是 最 大 的 ,因为 是 球 的 下 径 , 上 自然 也 足 平 圆 和 这 
个 贺 的 直径 , 它 大 于 所 有 经 过 网 内 或 者 球 内 的 线段 . 

设 BCDE 是 大 球 内 的 一 个 国 , HH FGB 是 小 球 内 的 一 个 辐 ; 谤 在 它 
们 由 有 成 育 角 的 两 条 直径 BD, CE; 
于 和 让 .给 定 的 这 商 图 BCDE ,FG 是 卫 心 贺 , 讶 件 大 较 BCDE 中 有 :个 
内 慷 候 煞 条 地 的 等 也 多 迪 形 , 它 和 小 睛 EGH 不 相 团 . 

设 BK ,IL, LM ,HR 星象 限 BE 内 的 边 ， 


S89 


各 欧 几 电 得 :几何 版 不 


连接 KA 延长 在 NN. 
总 设 从 点 刀 作 直线 40 与 加 BCDE 所 在 的 平 而 成 直角 , 且 交 球面 于 点 0. 
区 过 AO 与 表 和 伦 BD ,KN 和 作 平面 ， 
它们 和 球面 越 出 最 大 加 ,这 是 合理 的 . 

汕 已 综 作 出 了 它们 ,并 又 设 在 它们 中 BOD, KON 大 BD,KN 上 的 
半 阁 . 

现在 ,内 为 O04 和 加 BCZE 所 在 的 平面 成 直角 ,所 以 所 有 经 过 4 
的 平面 都 和 了 辣 BCDE 所 在 的 平面 成 让 负 [XT.181 
因此 ,半圆 BOD ,RON 也 各国 BCDE 所 让 的 平面 成 旧 角 . 

区 , 寺 为 平 贺 BED ,BOD, KON 是 相等 的 ,因为 它们 在 相等 的 二 径 
BD, EN 上 ， 
所 以 象限 BE, BO, KO 也 彼此 相等 . 

所 了 以 ,在 象限 BO, KO 上 有 多少 茶 臣 等 于 六 BE, 瑟 ,LM .ME 就 
在 象限 BE 上 有 守 边 形 的 多 少 条 边 . 

诗 它 人 科研 办 接 的 ,又 设 它们 是 BP.P9, QR, RO 以 及 ES ,ST, TU,， 
UO, 
连接 SP, 7T@ ,Te 


及 由 PP,S 作 回 BCDE 所 在 的 平 硬 的 迁 线 ; [ XE.11| 
它们 康平 面 的 公共 交 线 BD, AN 上 ,内 为 BOD, KON 所 存 的 绊 所 与 贺 
BCDE 所 在 的 平面 成 旧闻 ， [参见 XI. 福 站 4] 


设 它们 是 PV ,SP ,连接 WT. 
现在 因为 ,看 相等 的 半 回 .80D ,KON 内 已经 截 出 了 相等 的 弦 好 ， 
KS ,而 及 蕊 经 作出 生 线 PV, SW. 
所 以 ,PY 等 于 SP ,日 BV 等 六 KW. .1.27,1.26} 
证 完 
但 是 整体 Ba 过 等 ]- 怎 体 K4 ,所 以 余下 的 大 由 等 于 余下 的 WA ; 
HILL , BV LE VA MN EW HE WA ; 


上 WW 玉 行 KB. [¥1.2] 
又 因为 ,线段 PY, SW 每 个 都 与 贺 BGDE 所 在 平 向 成 直角 .所 以 
PY 和 SW 平行 . | XI1.6] 
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位 是 ,已 经 证 明了 也 是 相等 的 ， 

所 以 WV ,SP 紫 相 等 又 平行 ， [4.33] 
及 因为 , WV 平行 于 SP， 

这 时 WV 平行 于 五 ,所 以 SP 也 平行 KB. [XI1.9| 
又 连接 BP ,ES 的 端点 ; 

所 以 ;四边形 KBPS 在 同一 平面 .:， 

因为 ,如果 两 条 直线 是 平行 的 ,在 它们 每 一 条 上 任意 取 点 ,连接 这 些 点 

的 线 与 该 二 平行 线 住 回 一 半 和 而 上 上. [xX1.7| 
同 理 ,四边形 SPQT, TQRU 的 每 一 个 都 在 同一 平 向 上 . 
但 是 ,角形 GRO 也 在 同一 个 平面 上 . [ xX1.2] 


如 果 , 我 们 由 点 卫 ,S ,日 ; 全 ,RR,U 到 A 连接 和 直线 ,就 作出 在 弧 BO， 
KD 之 间 的 一 个 多 面体 , 它 包 含 了 四 边 形 KBPS, SPQT, TQRU 以 友 二 
角 拒 URO 为 底 旦 以 4 为 顶点 的 棱锥 

区 ,如 果 我 们 在 边 一 ,TMP 的 每 :个 上 象 在 ME 上 -- 样 给 出 
同样 的 作 图 ;更 进一步 在 共 余 -二 个 象限 内 也 给 出 同样 的 作 图 ， 
干 是 ,得 到 - .个 由 棱锥 构成 的 内 接 ]: 球 的 多 页 体 , 它 划 由 前 述 的 由 边 形 
和 一 和 角形 URO 以 及 与 它们 对 应 的 其 它 一 些 四 边 形 和 二 角形 为 底 晶 以 
4 为 顶点 的 棱锥 构成 ， 

则 可 证 前 述 多 和 面体 不 切 二 出 区 FGF 生成 的 球面 . 

设 AX 是 由 点 有 A 所作 前 四 边 形 KBPS 所 在 平面 的 重 线 ,有 H 讽 与 于 
击 变 于 点 互 . [XI.11] 
连接 ZB ,XK. 

则 , AX 与 由 边 形 KBPS 所 在 平 遇 成 由 角 ， 

所 以 , 它 也 和 四 边 形 所 在 下面 上 所 有 和 它 相交 的 衣 线 成 旺角 . 
[Xi ,定义 3] 


所 以 ,AX 和 直线 BX ,XEK 的 每 :条 成 育才 . 
交办 为 ,AB 等 于 AK,AB 上 | 上 的 正方 刻 等 六 AK 上 的 不 方形. 
日 AX ,XB 于 正方 上 形 的 和 等 于 4B 的 正 盯 撒 , 因 为 于 娃 的 是 直 
负 . [1.47] 
且 AX,XK 上 正方 形 的 和 等 十 AK 的 止 方形 ， [ 同 新] 
与 吃 重 


ee 
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所 以 AX ,XB | 上 止 方形 的 种 等 AX,XE 上 正方 形 的 和 ， 
以 它们 中 和 兴 减 去 4 上 的 止 方形 ; 

虽 余 下 的 BX 上 的 正方 形 等 J 余下 的 EK 上 的 下 方形 ; 

所 以 BX 等 于 XK. 

类 亿 地 ,我 们 可 以 证 明天 到 已 ,有 连接 的 线段 等 二 线段 BX ,XK 的 
每 一 个 . 

所 轧 , 纪 慎 为 让 日 以 3B 或 XE 为 距离 的 加 遂 过 了 PP,5 HH KBPS 是 
同 内 接 四 边 形 . 

现在 ,因为 HB 大 上 ,这 时 WV 等 于 SP, 所 以 KB 太 于 SP. 

但 是 EB 等 上 线段 RS 太 BP 的 但 个 ; 

所 以 ,线段 ES ,BP 的 每 一 个 大 十 SP. 

又 因为 ,KBPS 是 面 内 的 四 边 形 , HH KB, BP, KS 相等 , x PS 小 于 
它们 ,BX 是 辑 的 半 答 . 

所 以 ,KB 上 的 止 方形 大 于 于 的 止 方形 的 一 倍 . 

设 从 百 作 EZ 重 直 上 BTV. 

网, BD 小 于 DZ 的 二 倍 ， 

又 ,BD 比 DZ 如 同 先 形 DB 、BZ 出 于 形 DZ 、 2B, 如果 在 BZ 下 作 一 个 
卡 方 找 , 把 2ZD 上 的 半 行 四边 形 画 出 米 ， 
由 知 形 DB ,BZ 也 小 于 和 矩形 DZ .2B 的 二 倍 . 

日, 如 时 连接 天 PD , 御 形 DB .BZ 等 于 BK | 的 下 方形., 交 秆 形 DZ 、 
2B 等 于 KZ 上 的 正方 形 ; [ITL31,YT.8 ,推论 ] 
所 以 KB 于 的 正方 形 小 于 KZ 上 正方 形 的 一 倍 ， 

但 是 ,KB 上 的 正方 形 大 于 了 上 止 方形 的 一 倍 ; 

所 以 ,2 二 的 正方 形 太 于 五 了 上 的 止 六 形 . 

半 国 为 B4 守 ]4,，BA 上 的 十 方形 等 4AK 上 的 小 方形 ， 

又 BY ,XNA 上 下 方形 的 和 等 于 及 4 上 的 下 方形,H KZ, 24 上 中 方 
形 的 和 等 于 KA 上 的 正方 形 : [1.47] 
所 以 ,BX, A 上 正方 形 的 利 等 于 KZ, 24 上 正六 撒 的 和 ,己基 中 KZ 
上 的 正方 形 大 于 BX 上 的 正方 形 ; 

所 以 ,其 余 的 ,24 上 1 于 访 撒 小 十 4 上 正方 形 ， 
SY2 
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所 以 ,AX 太 于 AZ; 
于 是 , AX 更 大 于 AG， 

又 AX 蚌 多 面体 -个 底 上 的 重 线 ,日 AG 在 小 球 的 球面 工 和 全; 
从 而 多 面体 与 小 球 的 球面 不 相 切 . 

所 以 ,对 已 知 二 同心 球 作 出 了 :个 客 面 体 , 内 接 于 大 球 而 不 与 小 球 
的 球面 相 切 . 


作 完 

推论 ”如 果 另 外 一 个 球 的 内 接 多 面体 相似 于 球 BCDE 的 内 接 多 
面体 , 财 么 , 球 BCDE 的 内 接 多 面体 比 另 一 球 的 内 接 多 硬 体 如 同 球 
BOCODE 的 直径 与 男 一 球 的 自 笃 的 二 次 比 . 

事实 上 ,这 两 个 立体 控 顺 序 可 分 成 同样 个 数 的 相似 的 楼 锥 . 

但 是 .相似 楼 锯 之 比如 同 对 庙 边 的 二 次 比 ; [XH.8. 推 论 ” 
所 以 ,以 下边 此 KBPS 为 底 日 以 4 为 质点 的 棱锥 与 另 一 球 肉 接 顺 赃 相 
似 的 楼 锥 之 比如 同 对 应 边 与 对 应 边 的 二 次 比 . 地, 以 A 为 心 的 球 的 半 
径 与 另 一 球 的 半径 的 一 次 比 . 

美 们 地 了 弛 有 ,在 以 下 为 心 的 款 中 的 每 个 楼 锥 比 荔 一 坏 中 按 顺 序 机 
似 的 棱 罪 如 阿 4B 与 另 一 球 的 半径 的 二 次 比 ， 

如 ,入 项 之 一 比 后 项 之 -等 于 所 有 阴 款 之 和 比 所 有 后 项 之 和 
[¥.12] 
因此 ,在 以 4 为 心 的 球 内 的 整体 多 面体 比 男 一 球 内 的 特 体 多 面体 
如 加 2AB 三 曙 一 奈 半 径 竟 二 次 比 ， 

即 , 直径 BD 与 男 一 球 和 直径 的 .次 比 . 


证 完 


命题 18 ) 


球 与 球 的 比如 同 它 们 直径 的 三 次 比 . 


和 这 人 各 话 显然 不 全 二 . 找 国 的 4 志清 本》 是 区 AG 是 小 球 的 下 季 ” .这 是 好 
的 . 
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设 所 论 的 两 球 为 4BC ,DBF 日 设 BC ,EF 为 它们 的 直径 . 

则 可 让 球 4BC 比 球 DEF 如 同 BC 与 了 的 一 次 比 . 

二 为 ,如 果 球 4BC 比 球 DEF 不 同 于 BC 与 EF 的 一 次 比 , 则 球 
ABC 比 基 一 个 小 于 或 大 于 球 DEF 的 球 如 同 BC 与 EF 的 二 次 比 . 


A Dp 
{CY | 
工 


首先 , 设 等 于 此 比 的 是 - -个 小 球 GHEK, 设 球 DEF 与 球 GHE 同心 ， 
没 在 大 球 DEF 内 有 一 -个 内 接 多 面体 , 它 与 小 球 GHK 不 相 切 ， 
[XU.17] 

吕 设 在 球 4BC 内 有 一 个 内 接 多 而 体 相似 了 : 球 2 下 内 的 内 接 多 面体 ; 

所 以 ,ABC 中 的 多 身体 比 DEF 中 的 多 面体 如 同 BC 与 EF 的 一 次 比 . 
[Xu.17 ,推论 ] 

人 是 , 球 ABC 比 球 GHE 也 如 同 BC 与 本 的 一 次 比 ; 

所 以 , 球 ABC 比 球 GHE 如 同 在 球 ABC 中 的 多 面体 比 奈 DEF 中 的 多 

面体; 

又 由 更 比 , 球 ABC 比 它 中 的 多 面体 如 同 球 GLK 球 有 PE 中 的 多 而 体 ， 

VV¥.16] 


位 是, 坏 ABC 大 十 它 中 的 过 面体 ; 
所 以 , 球 GHK 也 大 于 球 DEF 中 的 多 面体 . 
但 是 , 它 也 小 于 球 DEF 中 的 多 面体 ,因为 它 被 DEF 中 的 多 面体 所 
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所 以 球 4BC 与 一 个 小 球 DEF 的 球 之 比 不同 于 直径 BC 与 直径 EF 
的 三 次 比 . 

类 似 地 ,我 们 能 还 明 球 DEF 与 一 个 小 球 ABC 的 球 之 比 也 不 问 于 
EF 5 BC 的 三 次 比 . 

其 次 ,可 证 明 球 4BC 与 一 个 大 于 球 DEF 的 球 之 比 不 同 于 BC 与 
EF 的 二 深 比 . 

如 果 可 能 , 设 能 有 这 个 比 的 :个 天球 为 LMN; 扫 以 ,由 反比 例 , 奈 
LMN 与 球 4BC 之 比如 同 直径 BF 与 BC 的 三 次 比 . 

但 是 ,因为 LMN 大 于 DEF,， 

所 以 , 球 LMN 比 球 4BC 如 同 球 DEF 比 某 一 个 小 了 球 4BC 的 球 ， 
扔 而 已 经 证 过 ， .X11.2, 引 理 ] 

所 以 , 球 DEF 也 与 一 个 小 于 球 4BC 的 球 之 比如 同 EF 与 BC 的 二 
次 比 :已 经 证 明了 这 是 不 可 能 的 . 

所 以 , 球 4BC 与 一 个 大 于 球 DEF 的 球 之 比 不 同 于 BC 与 BF 的 二 
次 比 . 

但 是 ,已 经 证 明了 球 4BC 与 小 于 域 DEF 的 球 之 比 也 不 同 了 BC 比 
EF 的 深刻 

所 以 , 球 ， ABC 比 球 DEF 如 同 BC 与 BF 的 三 次 比 . 


I 


弟 
出 
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命 是 


命题 了 ) 


如 有 果 把 一 线段 分 为 中 外 比 , 则 大 线段 与 原 线 段 一 半 的 和 
上 的 正方 形 等 于 原 线 段 一 半 上 正方 形 的 五 悦 . 
说 线段 4B 被 点 C 分 为 中 外 比 , 卫 
设 AC 是 较 人 的 线段 ; 
延长 CA 到 号 ,使 AD 等 于 4B 的 -- 半 . 
由 可 主 CD 上 前 正方 形 是 AD 上 
正方 形 的 五 借 . 
为 此 ,在 4B ,DPC 上 和 作 正方 彤 上， 
DF, 
日 谤 在 DE 上 的 图 撒 己 经 作成 
没 上 0 经 过 让 GB. 
现在 .因为 点 局 分 248B 为 中 外 比 ， 
所 以 赴 形 AB .BC 等 于 AC 的 
让 方形 . LY. 定居 3, WI.17] 
中 CE 中 中 捐 4 .BC,H 了 EH 是 A4C FI 构 正 方形 ; 
所 以 ,CE 等 二 FH. 
又 国 为 ,BA 足 2D 的 一 倍 ， 
这 时 ,BA 等 十 KA ,日 AD 等 于 AH. 
所 以 ,KA 也 是 4 的 二 倍 . 
06 
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但 是 ,4 [EAN 如 局 CE 比 CE; [VI.1] 
所 以 ,CE 是 GH 的 二 售 . 
但 是 ZH,BC 的 和 是 CH 的 二 入. 
所 KC 等 于 LH, BC 的 和 . 
但 是 已 经 证 吉 了 CE 也 等 于 划 '; 
所 以 ,整体 中 方形 2E 等 于 的 尺 形 MNO. 
又 因为 , B4 是 45D 的 二 信 ， 
BA4 上 上 正方形 是 4 上 上 下 廊 形 的 思 售 ， 
即 , AE 是 DE 的 四 倍 . 
但 是 , 4 等 于 殷 尺 形 WOD; 
所 以 , 损 凡 形 MNO 也 等 于 4P 的 四 信 ; 
从 而 整体 DF 等 于 4P 的 五 倍 . 
又 DF 是 DC 下 的 王 方 形 .H 4P 吕 Da 下 的 下 方形 . 
所 以 ,CD 上 的 正方 形 是 DB4 上 正方 形 的 五 倍 . 


也 
出 


命题 2，) 


如 果 一 钱 段 上 上 的 正方 形 是 它 的 部 分 线段 上 正方 形 的 五 
们 .那么 , 妆 这 部 分 线段 的 二 倍 被 分 成 中 外 比 时 ,其 较 长 线段 
是 原来 线段 的 所 余部 分 . 

为 此 , 忆 线 段 4B 上 的 下 方形 是 它 的 部 分 线段 AC 上 正方 形 的 五 
们 ,有 旦 设 CD 是 4C 的 二 倍 . 

岂可 证 当 ECP 被 分 成 中 外 比 时 ,大 线段 是 CB. 

设 AF ,CG 分 别 是 4B,CD 上 的 止 方 埠 ， 

谤 在 AF 中 的 图 形 已 经 作出 ,并 有 征 而 出 BE. 

现在 .因为 B4 上 的 止 方形 是 4C 上 止 方 形 的 于 信 ,AF 是 A 的 


所 以 , 捞 尺 形 MNO 足 4 的 四 们 .又 因为 ,DC 是 C4 的 二 倍 ， 
SOT 


帮 隐 由 出 得 ， 几何 品 (本 


所 以 , DC 上 的 止 方形 是 CA 上 正方 形 
的 四 售 . 
即 , GG 是 AB 的 四 倍 . 

得 是 ,已 经 让 明了 指 尺 形 WNO 中 
4 万 的 四 信 ; 
所 以 , 揭 凡 形 MNO 等 于 0G. 

区 央 为 ,DC 是 Ch 的 二 俏 ， 
这 上 DO 等 下 CE 有 AC 等 于 OH, 
所 以 EB 也 居 BH 的 一 倍 ， [YWI.1] 
号 是 LH, HB 的 和 也 是 HB 的 一 


一 > 


[Ts 


所 以 ,KB 等 J LH ,HB 的 和 |. 
但 是 ,已 经 证 昌 了 整体 捞 尺 形 ENO 等 十 昔 体 CG; 
所 以 , 余 量 HF 等 于 BG. 
X BG 是 第 形 CD .DB， 
因为 ,CD 等 于 DG; 且 HF 是 CB 上 的 下 方形 ; 
所 以 , 知 形 CD 、DB 等 于 CB 上 的 正方 形 . 
,DC EH CB MI CB tH BD. 
但 是 , DC 大 于 ;所 以 C8 也 大 于 BD. 
所 以 , 当 线 段 CD 被 分 为 中 外 比 时 ,CGB 足 较 天 的 部 分 . 


所 
出 


证 明 AC 的 二 信 大 于 BC. 
假若 栗 是 这 样 , 设 BC 是 G4 的 二 售 , 如 果 这 是 可 能 的 ， 
所 以 ,BC 上 的 正方 撒 是 C4 上 正方 形 的 四 人 入; 所 以 BC,C4 上 正 
方形 的 和 是 C4 上 正方 形 的 五 悦 . 
但 是 ,由 假设 ,84 上 的 正方 形 也 是 CM 上 正方 形 的 五 售 ; 
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所 以 ,BA 上 正方 形 等 于 BC ,64 上 让 方形 的 和 ; 

这 是 涉 串 能 的 . IE.4] 
所 以 ,CB 不 等 于 AC 的 二 倍 . 
类 似 地 ,我 们 可 以 证 明 线 段 C4 的 二 信和 不 小 于 CB; 

册 为 这 喝 不 合唱 ， 
所 以 AC 的 二 倍 大 于 CB， 


如 果 将 一 线段 分 成 中 外 比 , 则 小 线段 与 大 线段 一 半 竟 和 
上 的 正方 形 是 大 线段 一 半 上 正方 形 的 五 倍 . 

为 此 , 设 点 局 分 一 线段 AB 成 中 外 比 , 设 4C 是 较 太 的 一 段 , 且 小 
了 玫 平 分 4C; 

出 可 让 BD 上 的 正方 形 是 DC 上 正方 形 的 五 入. 

为 此 , 设 正 方形 AE 是 作 在 48 上 的 ， 

且 设 记 经 作出 此 图 撒 ， 

因为 A0 是 DC 的 二 入 ,所 以 AC 上 下 方形 是 DC 正方形 的 出 
倍 , 即 RS 是 FG 的 四 和 售 ， 

又 因为 ,年 形 4 .BC 等 上 4C 工 的 正方 形 ,H CE 是 短 形 AB. 
Be, 
所 以 ,CE 等 于 RS.， 

代 征 ,RS 是 FG 的 四 倍 , 所 以 CE 也 是 FG 的 四 售 . 

再 者 ,因为 4D 等 于 DO, HE 也 等 二 KF. 

战 正 方形 GF 也 等 于 正方 形 HL. 

所 以 ,GE 等 王 瑟 ,有 凤 , MN 等 于 NE; 
赵 MF 也 等 于 FE， 

但 是 , MF 等 于 OG; 所 以 0G 也 等 于 FE. 

将 CN 加 在 以 上 两 边 ; 
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所 以 , 拥 凡 形 OPQ 等 于 CE. 

但 是 , 山 经 江 明 了 CE 是 GF 的 四 
售 ; 
所 以 , 擂 尺 有形 OPQ 也 是 上 方形 FG 的 
由 售 . 

所 雇 , 拐 尺 内 OP® 与 正方 形 FG 
的 和 二 FG 的 互 倍 . 

但 是 , 找 凡 慷 OP 与 下 方形 FG 
的 利 是 正方 形 DN 

又 DN 是 DB 上 的 下 方形 ,HL GF 
是 De 上 的 正方 形 . 

所 以 ,DB 上 的 下 方形 是 DC 上 止 方 形 的 无 倍 . 


局 
出 


命题 4，) 


如 果 一 个 线段 被 分 成 中 外 上 比 . 则 整体 线段 上 的 正方 形 与 
小 线段 上 正方 形 的 和 是 大 线段 上 正方 形 的 三 税 ， 

设 点 CC 将 线段 4B 分 成 由 外 比 , 旦 4C 起 
大 线段 . 

则 可 证 AB, BC 上 下 方形 的 和 笃 (4 上 正 
方形 的 一 倍 . 

因为 可 设 AB 上 的 正方 形 是 ADEB .日 设 图 


形 已 作成 . 
因为 ,AB 被 己 分 成 中 外 比 ; 晶 46 是 大 线 
投 ., 所 以 证 形 AB .BC 等 于 4C 上 上 正方 拒 ， _YT. 定义 3, WE,17] 


又 AK 由 知 形 4、BC 且 有 G 生 4C 世 的 正方 形 ; 所 以 AK 等 于 
HG. 
又 因为 , AF 等 于 FE， 
00 
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将 CE 加 在 以 上 两 边 ; 
所 以 , 司 钵 AK 等 于 粘体 CE; 
所 以 ,4 下 (CE 的 和 中 4K 的 一 信 . 
全 是 ,4 下 C 的 和 是 执 凡 此 与 正方 拭 (本 的 利 ; 
所 以 , 执 信 形 LMN 与 止 方形 CK 的 和 大 AK 的 一 信 . 
但 丰 更 有 ,也 经 让 山 了 AK 等 于 HG; 
所 以 , 扣 尺 形 LMN 与 让 方形 CC 区, HG 的 和 是 正方 形 寿 G 的 三 信 . 
又 搁 凡 撒 LMN 三 下 方形 CK ,HG 的 和 是 整体 正方 形 4 CK 的 
利 , 这 就 是 AB,BC 上 的 正方 形 的 利 , 这 时 BG 荐 4C 上 的 下 方形 . 
所 以 ,4B,BC 工 正方 形 的 和 是 4C 上 下 方形 的 三 倍 . 


证 


训 


命题 5 ) 


如 时 一 线段 被 分 为 中 外 比 , 且 在 此 线段 上 加 一 个 等 于 天 钱 

段 的 线段 . 则 整体 线段 被 分 成 中 外 上 比 , 且 原 线段 是 较 天 的 线段 . 
进 线 段 AB 被 局 分 为 中 人 引 比 , || 

C 引 太 的 线段 ,区 设 AD 等 于 4C Dp 如 © 玉 

则 可 让 线段 DB 被 4 分 成 中 外 比 ， 

HH 原 线 自 4B 是 较 人 的 线段 . 有 x 
因为 ,可 设 作证 4B 上 上 的 正方 形 足 | 

4 日 设 此 图 已 作成 £ 
有 国 为 ,AB 稚 忆 分 成 员外 比 ,所 以 短 

形 AB .BC 等 AC 了 的 正方 形 . [YL 定 艾 3,V1.171 
CE 是 夭 形 AB8 BC. 和 CH 丰 AC 十 的 正方 形 ; 所 以 CE 等 于 


HC. 


但 是 , HE 等 CE,H. DH 等 于 HC: 
所 以 DH 世 等 于 HE. 
所 以 ,整体 DE 等 于 浆 体 4 吾 ， 


看 欧 几 毕 得 : 儿 何 原本 


又 六 下 是 第 形 BD .DA .这 是 内 为 AD 等 于 由 L; 
又 AB 让 AB 的 目 方 撒 ，; 

所 以 ,第 彤 BD .D4 等 于 AB 上 的 十 方形 . 

WE ,DB it BA Is] BA tH AD. [WL.17] 

多 DB 大 于 BA4 ,所 以 B84 也 大 本 AD. [¥.14] 

所 以 ,DB 被 点 4 分 成 中 外 比 , 且 4 是 较 大 线段 . 


如 果 一 条 有 理 线段 被 分 成 中 外 比 , 则 两 部 分 线段 的 每 一 
条 线段 是 称 作 余 线 的 无 理 线段 ， 
设 避 反 有 刑 线段 4 分 成 下 外 比 , 设 4C 是 较 大 的 一段; 
则 可 证 线段 AC ,CB 是 称 为 余 线 的 无 理 线段 

为 此 可 延长 BA4 ,使 AD 等 于 8B4 的 
有 4 GC Bp 一 半 . 
因为 线段 4B 被 分 成 中 外 比 , 皇 把 

AB 的 -一半 AD 加 到 大 线段 4C 上 ,所 以 CD 上 的 正方 形 是 DA 上 正方 
形 的 五 倍 ， [XHT.1] 

所 以 ,CD 上 的 下 方形 与 DA 上 上 的 正方 形 之 比 是 :个 数 与 一 个 数 的 
比 ; 

所 以 ,CD 上 正方 撒 与 DA 上 的 正方 形 是 中 公 度 的 . [Xx.6| 
但 是 , DA 上 上 的 正方 形 是 有 于 的 ， 
因为 ,D4 起 有 理 的 ,4B 的 -平生 和 有 有理 的 ; 
所 以 ,CD 上 的 自 方 形 也 是 有 理 的 ; 及 .定义 4] 
天 此; CD 也 是 有 型 的 . 

区 因为 ,CD 上 的 下 方形 比 DA 上 的 焉 方形 不 同 于 一 个 平方 数 与 一 
个 平方 数 之 比 . 
所 以 ,CD 与 DA 中 长 度 椒 可 公 谋 的 ; "XX.9] 
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所 以 ,CD ,Pa4 是 促 正 方 可 会 度 的 有 才 线 段 ; 
所 以 ,AC 是 - 茶 余 线 . [X.73] 
,因为 4B 被 分 成 中 外 此 ,日 ac 是 大 线 段 , 所 以 和 矩形 AB、 BC 
和 本 4P 工 的 正方 形 ， I. 定 父 3, VW1.17| 


所 以 , 余 线 4C 上 的 下 方形, 如果 等 上 作 在 有 埋 线 段 4B 上 的 第 
形 , 芋 由 一 : 边 为 BC. 

得 是 ,如 上 虹 在 有 理 线 成 工作 -一 个 第 上 形 等 于 一 个 余 线 上 的 正方 形 , 具 
办 一边 是 第 - - 余 线 . [X.97] 
所 以 ,CB 入 第 - 例 线 . 
且 己 证 明了 C4 也 是 一 个 余 线 . 


疝 
时 


命题 7 ) 


如 果 一 个 等 边 五 边 形 有 三 个 和 相 邹 或 不 和 相 分 的 角 相 等 . 则 
它 是 等 角 五 边 形 . 

首先 , 设 在 等 边 互 边 形 AB8CDE 中 有 4 
相 邻 的 三 个 角 有 及, 如, 侣 彼此 相等 . 

则 可 证 五 由 形 ABCDE 是 等 朋 的 . 连 8 E 
接 AC, BE, FD. 

现在 ,因为 两边 加, BA 分 别 等 于 出 
边 AB, AE, 匡 角 CB4 等 ] 骨 BAE. 所 以 C 万 
底 4C 等 于 底 ,一 前 形 4BC 全 等 干 二 
骨 撒 ABE, 昌 共 余 的 角 等 于 其余 的 角 , 它 们 械 对 等 边 的 骨 , |1.4] 
了 ,有 BC4 先王 角 BEA, 蝇 骨 ABE 等 开 骨 CAB:; 内 此 边 AF 也 等 十 边 
BF 


人 天, 上 经 证 明了 整体 4C 等 于 整体 BE; 
所 以 其 余 的 FC 也 等 于 共 余 的 FE. 
但 是 , CD 也 等 于 DE. 
603 


Te 


| 三 敬 几 里 入 :几何 味 本 


所 以 ,两边 于 CD 等 下 两 边 琴 ED:; 
昌 底 FD 是 公共 的 ; 
所 以 衣 FCD 等 于 角 FED. .1.8] 
| 但 足 , 已 经 让 明了 和 角 BC4 也 等 十 角 AEB; 


所 以 ,整体 角 BCD 也 等 于 整体 和 4 
担 是 ,由 假说 ,用 BODP 等 上 作 和 ,中 处 的 前 ;所 以 第 48D 也 等 于 在 
4, 吾 处 的 角 . 
类 似 地 ,我们 可 以 证 明 前 GDE 也 等 上 在 4, 吾 ,C 处 的 角 ; 所 以 五 
边 形 4BOCDE 足 等 朋 的 . 
其 次 , 渴 已 知 等 角 不 是 由 邻 的 , 即 在 4,C, 厂 处 的 角 呈 等 角 ; 
则 可 证 在 这 种 情况 下 五 边 此 ABCDE 也 是 等 人 的 ， 


连接 BD. 
则 ,由 十 两 这 B4 ,AE 等 于 崎 边 BC, CD .它们 夹 着 等 角 , 所 以 底 
BE 等 于 底 BD， 
二 角形 ABE 个 等 于 二 有 角形 BCD , 旦 其 余 的 角 等 于 其 余 的 第 、 
即 等 边 所 对 的 角 ; [14.41 


所 以 , 角 AEB 等 于 角 CDB， 
们 是 ,和 BED 也 等 于 角 BDE， 
因为 边 BE 也 等 于 边 BD. [1.5] 
所 以 ,整体 册 24ED 等 上 整体 角 CDE. 
但 是 ,有 假设 ,前 CDE 等 于 在 4, 避 处 的 闻 ; 
所 以 , 角 AED 也 等 于 在 4,C 处 的 攻 . 
思考, 角 ABC 出 等 于 在 入 ,人 ,DD 处 的 角 . 
所 以 ,左边 形 ABCDE 是 等 舶 的 . 


个 征 8 ) 


如 果 在 一 个 等 边 且 等 角 的 五 边 形 中 ,用 线段 顺 次 连接 相 
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对 两 角 . 则 过 线 变 成 中 外 比 , 且 大 线段 等 于 五 边 形 的 边 . 
在 等 边 上 等 角 的 五 边 形 4BCDE 中 ,给 在 A.B 人 外 的 角 控 顺序 作对 
前 线 AC ,BE 交 于 点 五; 
则 可 证 岗 线 段 的 每 一 个 静 被 点 瑟 分 为 中 外 比 ,已 每 个 的 太 线 段 等 
左边 形 的 边 . 
向 图 4BCDE 外 接 于 五 过 形 4BCDPE . TY .141 
因为 , 册 线 段 R4 ,4B 等 于 两 线段 
AB, BC, 帮 它们 所 来 的 奶 相 等 . 如 
所 以 , 底 BE 等 于 底 4C. 
因此 .二 角 丧 4BE 全 等 于 一 攻 形 45C, 且 5 B 
其 余 的 角 分 章 等 J- 共 余 的 人 角 , 臣 等 边 所 对 
的 人 骨 . [1.4] 
所 以 .和 B4C 等 于 角 ABE; 角 ANE D C 
是 角 B45 的 二 倍 . 11.32] 
全 是 , 节 FEaC 由 是 角 BAGC 的 二 信 , 寺 为 括 EDC 也 是 弧 CB 的 二 
信 ， [UI.28, VI.33] 
所 以 ,了 HAE 等 |- 骨 AHE; 
央 此 .线段 HE 也 等 二 4 , 即 等 于 AB. [1.6] 
区 因为 ,线段 B4 等 于 AE, 角 ABE 也 等 于 人 AEB. 


[4.5] 
促 是 ,已 经 证 央 了 和 朋 ABE 等 上 用 BAH:; 
所 以 , 戎 BE4 也 等 十 机 BAH. 
交角 4BE 是 一 角 形 ABE 与 二 角形 ABH 的 公共 骨 ; 
所 世上 共 侈 的 角 BA4E 等 十 基 人 的 胡 AHB， | 1.32] 
所 以 ,二 阴 形 4BE 三 -用 彤 4DB 是 等 角 的 . 
从 而 ,有 比例 ,EB LE BA 如 同 24B HBH. [WI.4] 
他 是 ,B4 等 于 EH; 
.BE EF EH MIG EH 比 HB. 
又 到 大 于 EH; 
所 以 ,EH 也 大 于 HB. [I¥.14) 
Gis 


送 欧 儿 虽 得: 儿 何 时 本 


所 以 ,BE 被 吾 分 成 中 外 比 , 革 上 共 大 线段 HE 等 上 下边 形 的 边 . 
类 人 地 ,我 们 杀 以 证 明 4C 地 被 点 豆 分 为 中 外 比 , 它 的 大 线段 CH 
等 于 五 边 形 的 边 . 
证 完 


站 


合生 9 ) 


如 果 在 同 男 内 把 内 接 正 六 边 形 一 边 与 内 接 正 十 边 形 一 这 
加 在 一 起 , 则 可 将 此 两 边 的 和 分 成 中 外 比 , 且 它 的 大 线段 是 正 
六 边 形 的 一 这 . 

设 ABC 是 一 个 疝 ; 

二 BC 是 内 接 于 网 4BC 的 正 十 边 形 的 
边 , CD 是 内 接 正六 边 形 的 边 ; 且 向 它 们 在 问 
一 应 线 王 . 
8 中 则 可 证 可 分 BD 成 中 外 比 , 且 上 DP 是 它 
的 较 大 线段 ， 

设 玻 定 圆心 为 卢 , 连 接 BEB ,EC ED. 

且 延 长 B&B 到 A. 

因为 BC 是 等 边 |: 边 形 的 边 ， 

所 以 , 蝗 4CB 是 五 倍 的 蜂 BC 
所 以 , 蜂 4C 是 四 和信 的 昕 CB. 
但 是 , 弧 AGC 比 弧 BC 如 辐 角 ABC 比 角 CEB. | ¥1.33] 

所 以 ,前 AEC 是 角 ECB 的 出 信 ， 

区 因为 , 角 EBC 等 十 角 BC， [1.5$] 
所 以 ,前 AEC 是 舶 ECB 的 一 信 ， 11.32| 

又 因 为 , 线 厂 BEC 等 于 CD， 

因为 ,它们 都 等 王国 ABGC 中 内 接 止 六 边 形 的 : 边 ， 

[lv .15, 推 论 ] 

角 CED 也 等 于 角 CDE; LI.5] 
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所 以 , 骨 EBC0B 是 骨 EDC 的 二 俏 . 1.32] 
但 是 ,已 经 注册 了 有 AEGC 是 角 ECB 的 二 售 ; 
所 以 , 攻 ABC 是 EDC 的 册 倍 . 
但 是 ,也 证 明了 角 4PB0 是 第 BEC 的 四 信 ; 
所 以 ,人 用 EDC 等 1- 前 BEC. 
但 是 , 骨 EBD 是 两 个 二 角 烘 BEC 和 BED 的 公共 角 ; 


所 以, 其 余 的 骨 BED 山 等 于 此 余 的 角 ECB， [T.32 3 
所 以 ,三 角形 EBD 和 二 角形 RBC 的 各 用 相等 . 
所 以 ,有 比例 ,DB [ 比 BE WEB tk BBC. [¥i.4] 


介 是 ,EB 等 于 CD. 
所 以 ,BD 比 DC 如同 DC 比 CB. 
且 BD 大 于 DPC; 
所 以 ,DC 也 太 于 0B. 
从 而 ;线段 BD 被 分 成 中 外 比 , 日 DC 趾 较 大 的 一 段 . 


辣 
岂 


命题 10 ) 


如 果 有 一 个 内 接 于 圆 的 等 边 五 边 形 . 则 其 一 边 上 的 正方 
形 等 于 同 圆 的 内 接 六 边 形 一 边 上 正方 形 与 内 接 十 边 形 一 边 上 
正方 形 的 和 . 

设 ABCDE 是 -- 个 圆 .是 设 等 边 五 边 形 ABCDE 由 接 于 图 ABCDE. 

则 订 让 乒 边 形 4BCDE :过 上 的 正方 形 等 于 内 接 寺 国 ABCDE 的 
正六 边 形 :过 上 的 直方 声 与 于 过 形 - 边 上 正方 形 的 和 . 

浇 下 为 国 心 ， 
连 按 4 下 且 延 长 全 点 0 ,连接 FB， 

设 愉 户 作 直线 HH 冬 吉 填 AB 旦 交 国 十 再 ,连接 AK, FB, 设 夫 从 
拨 作 直线 碟 重 直 于 4 下 日 变 国 于 民 , 连 接 KW. 

因为 , 弛 ABCG 等 于 弧 AEDG， 
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交 弧 4BC 等 于 AED, 所 以 余下 的 弧 CG 等 于 余下 的 烽 GD. 
人 是 ,5CD 属于 五 边 形 ; 
所 以 OG 属于 十 过 形 . 
又 因为 , FA 等 十 ,日 FH 十 
所 以 ,前 AFK 也 等 于 角 KIB. 
[T.S,1.26] 
因此 , 弧 AK 也 等 十 KB; 
,III.261 
所 以 , 虹 AB 是 红 BK 的 -人 信 ; 
所 以 ,线段 AKE 是 十 边 上 的 一 过 . 
同 理 ,AK 也 是 KM 的 二 倍 ， 
现在 .因为 扳 AB 足 哑 BE 的 一 倍 ， 
这 时 弧 CD 等 十 弧 4 ， 
所以 , 强 CD 也 等 于 中 二 的 一 倍 . 
位 足 . 蝗 CD 也 等 于 CG 的 一 倍 ; 
所 以 , 弧 CG Sn BK. 
但 起 起 KM 的 二 信和, 这 是 因为 KA4 也 是 EW 的 一 倍 ;所 以 CG 
EN 的 人 
但 是 , 贞 有 . 统 08 也 是 狐 BK 的 二 售 , 这 是 因为 饭 CB 等 于 听 BA. 
所 以 ,整体 弧 BG 也 是 BM 的 二 倍 ; 
时 此 , 角 GEB 也 是 有 BE 的 二 信 . LV1L.33] 
但 是 , 角 GEB 也 是 前 F4B 的 一 信和 ,这 是 因为 有 册 fA4B 等 于 角 ABF. 
所 以 , 角 BFN 也 等 半角 FAB. 
但 是 ,和 角 ABF 是 丙 个 一 角形 4BP ,BF 的 公共 用; 


所 以 ,其 余 的 衣 AFB 等 于 其 俱 的 角 BNE; [1.32| 
所 以 ,一 角形 4BP 与 一 节 形 BFN 下 等 朋 的 . 

内 而 .在 比例 .线段 AB 比 BF 如 FB [ 比 NB; | ¥1.4] 
所 以 , 短 撒 AB ,BN 等 BF 上 的 止 方 拱 . [¥1.17] 


又 因为 ,AL 等 于 工区， 
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这 时 ,FN 是 公 丰 的 二 和 它们 成 直 崩 ， 
有 V4, 底 KN 等 于 底 AN; 11.4| 
所 已, 骨 LEN 也 等 和 角 LAN. 

但 中 舶 LAN 等 于 角 KEN， 
所 以 , 骨 LKN 也 等 于 角 KBN.、 

区 在 4 的 角 是 两 一 前 形 AKB ,AKN 的 公共 角 . 


所 以 ,其 余 的 前 AKB 等 本 其余 的 角 ENA ; L1.32. 
从 而 ,三 骨 撒 KBA 与 二 角形 ENNVA 下 等 朋 的 . 

所 以 ,有 比例 ,线段 B34 上 EAK 加 [| KA 此 AN; [YY1.4， 
从 而 ,和 外形 B4 .AN 等 于 4 上 的 正方 形 . [YL.17] 


后 昨 ,已 经 证 明子 矩形 A4B ,BN 等 于 有 于 的 和 方形 :所 以 定形 
AB .BN 与 市 形 B4 .AN 的 和 , 即 BA 下 的 下 方形 [Tt.21, 等 1 BF 上 的 
让 方形 与 4K 上 的 止 方形 的 和 . 

月 B4 旦 鼎 边 形 的 廊 .BF 是 六 边 形 的 : 迪 [TFY. 13, 推论 1 以 其 
4 下 是 十 边 形 的 - - 边 . 


证 


外 


命题 11 ) 


如 果 一 个 等 边 五 边 形 内 接 于 一 个 有 理 直 径 的 圆 . 则 五 这 
形 的 边 是 称 为 次 线 的 无 理 线段 ， 

设 园 4BCDE 的 直径 是 有 于 的 ,等 边 升 边 形 4BCDR 轩 接 于 

由 下 让 五 边 形 的 边 是 称 为 次 线 的 无 理 线段 、 

设 玉 为 圆心 ,连接 AF, ,并 钼 长 全 点 在 .所 .日 证 按 4C， 

又 作 五 是 4F 的 四 分 之 : 

现在 ,AF 是 有 理 的 ,所 以 FX 也 是 大 埋 的 . 

但 是 ,BF 避 有 理 的 ;所 以 整体 BK 也 是 有 替 的 , 交 因 为 弧 4CG 等 于 昕 
ADG ,有 在 它们 中 ABC 等 于 AED ,所 以 其 余 的 08 等 于 其 余 的 GD. 

妞 束 连接 AD, 风 在 点 荆 处 的 骨 是 直角 ， 


器 


各 欧 世 全 得 : 蕊 何 蜗 林 


是 CB 证 CL 的 并 倍 . 
同 理 ,在 加 的 衣 是 下 角 ， 


日 AGC 是 CW 的 二 售 . 
因为 角 4PC 每 丁 角 ANF， 
有 角 LAC 是 两 个 二 前 形 
AOL 站 41WF 的 公 苹 前 . 
所 以 ,余下 的 角 ACL 等 于 余 
4 下 的 角 WEA ; 


所 以 ,三 角形 AGCL 与 三 角 枢 
AMF' 是 等 和 衣 的 ， 
所 以 ,有 有 比例 ,CeGa 召回 


Mr 1 FA. 

又 县 定 两 前 项 的 一 倍 ; 
所 以 ,CL 的 二 倍 比 C4 如同 WE 的 二 信 比 4、 

但 是 , MF 的 二 倍 比 F434 如 同 WF 比 F234 的 一 半 ; 所 以 也 有 .LC 的 
二 信 比 C4 加 ME 比 4 的 - - 半 . 

艾 取 定 两 后 项 的 - 半 ; 
所 以 ,EC 的 一 售 比 04 的 一 平等 有 让 LE Fi4 的 四 分 之 一 

且 DC 是 6 的 二 人 入, CGM 是 C4 的 -六 , 以 及 FE 是 Fh 的 由 分 之 、 
所 以 ,DC LE CM 如 同 MF HE FEK. 

中 合 比 册 有 ,DC .CW 的 和 比 CW 如 阿 蜡 并 比 天 -Vv.18] 

所 以 ,也 有 ,DGC,CGM 的 和 上 的 正方 形 比 CM 二 的 正方 形 旭 回 MK 
工 鸭 止 广 形 比 KF 上 的 下 方形， 

双 因 为 , 尘 五 边 形 上 丙 相 对 角 的 连 线 AC 被 分 为 中 外 比 时 , 它 的 较 大 


- 段 是 五 地形 的 边 , 即 了 PC [XI 8&1 
这 时 , 较 大 一 段 利 整 栖 - 半 的 和 上 的 止 方形 是 整 情 一 半 上 下 方形 的 五 
入， i KL] 


与 GNM 是 整体 2C 的 一 半 ， 
所 以 ,DC CNM 的 和 上 的 目 方 形 是 CH 上 让 方形 的 五 倍 . 
但 足 , 已 经 证 得 , PC, GM 的 利 主 的 止 方形 比 C 十 的 正方 撒 如 问 
[i 
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XK 的 正方 形 比 KF 上 的 止 方形 ; 
所 以 ,MK 上 的 下 方形 是 识 上 的 正方 形 的 五 入. 

但 是 ,RF 上 的 正方 形 是 有 埋 的 ;因为 忆 的 直径 大 有 蛙 的 ; 
所 以 ,MK 上 下 方形 也 是 有 理 的 ; 故 MK 是 有 理 的 . 

入 因为 .BF' 是 FE 的 四 信 ， 
有 以 ,BK 是 二 信和 的 KF'， 
所 以 ,BK 工 的 正方 形 是 天 上 正 方形 的 一 十 去 倍 ， 

但 是 ,MK 上 的 在 方形 是 正信 的 KF" 上 的 下 方形; 
所 以 .BK 上 的 正方 形 与 BY 王 的 正方 形 的 比 林 同 于 平方 数 比 平方 数 . 
于 是 BK 与 是 长 度 不 本 会 度 的 . [x.9] 

称 它 人 机 每 个 都 是 有 理 的 ， 

所 以 ,再 本 .EM 三 公正 胡可 妇 2 设 . 

但 是 ,如果 及 一 条 有 理 线段 碱 点 -个 与 它们 正方 可 会 度 的 有 理 线 
段 , 则 共 营 是 -个 天理 线段 , 邵 一 个 余 线 ; 
所 以 ,MB 是 一 个 余 线 ,而 昌 H 机 在 它 二 面 的 是 MEK. [xX.73] 

加 证 , MB 了 出 是 第 四 余 线 . 

个 NN 上 正方 形 等 于 BK 上 正方 形 与 了 上 上 广 形 的 甘 ， 

所以 BE 上 正方 形 与 RE 1 上 下 让 有形 的 益 等 于 点 上 上 的 正方 形 

区 国 为 ,与 了 是 可 公 度 的 ， 


由 合 比 ,8 与 FB 许可 公 度 的 . [X.15 | 
但 是 , BF 与 BE 足 可 公 度 的 ; 
所 以 BK 5 BH 出 是 可 公 度 的 ， [XX.12] 


因为 ,BK 上 的 下 方形 是 KW 二 方形 的 五 信和 ,所 以 上 证 方 形 
与 KM 上 上 下方 形 之 比 为 5 比 1. 

所 以 , 峡 友 比 , BK 1 下 方形 二 NN 下 椒 方 形 之 比 为 5 比 4[W.19, 挫 
论 . ,是 这 不 是 平方 数 比 平方 数 ; 
所 以 ,BK !jNN 不 可 公 峻 ; iX.9] 
所 以 ,BK 正方形 与 WE 上 洲 方 形 的 差 正 方形 的 边 与 BK 中 不 十 公 度 
的 . 
内 为 ,整体 BE 上 的 正方 形 与 所 如 了 上 的 正六 有 形 的 莉 正 方形 的 边 与 

11 
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中 不 可 公 度 的 ， 
和 BK 与 有 理 线段 BF5 是 可 公 度 的 ， 
所 雇 ,MB 是 第 四 余 线 . [ 义 . 定 交 ,[11.4] 
们 是 ,出 右 旦 线段 和 - 茶 第 四 余 线 产 成 的 生 形 是 无 理 的 ,日 它 的 正 
方形 的 过 了 是 无 理 的 ,证明 称 为 次 线 ， [X.94] 


但 是 ,AB 上 的 正 产 形 等 于 盾 形 五 B .BM， 
因为 , 当 连 接 AF 时 ,三 角形 ABH 与 一 角形 ABM 足 等 攻 的 ,下 .7B 目 
BA 如 同 AB EH BM. 

所 以 五 边 堪 的 过 28 是 一 个 称 为 次 线 的 大 埋 线 段 . 


所 
出 


命题 12 ) 


如 果 一 个 等 边 三 角形 内 接 于 一 个 圆 . 则 三 角形 一 边 上 的 正 
形 是 圆 的 半径 上 正方 形 的 三 倍 . 
设 4BC 是 :个 癌 . 可 
用 设 竺 边 三 角形 ABC 内 接 于 它 ; 
则 可 证 ， 三 华 撒 4BC -这 上 上 的 正方 
形 是 图 半径 上 主 广 月 的 一 税 . 为 此 可 投石 
中 园 4BC 的 圆心 ,连接 4D ,延长 至 以 a 
已 ,再 连接 Bk. 则 ,因为 二 角形 ABC 是 等 | 
边 的 ， E 
所 以 , 弧 BEC 是 网 周 4BC 的 一 分 之 - 
所 以 县 BE 是 贺 周 的 六 分 之 -; 
Me BE 属于 六 按 形 ; 
而 亡 等 二 半径 DE. [VvI.15, 排 论 ] 


人 上 晤 广 为 “squarc root" ,我 们 详 作 “正方 形 的 边 ” 
612 
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又 因 为 , AE 是 DE 的 本 售 , AE 于 的 正方 形 芋 下 D 二 正六 形 的 四 
倍 . 即 BE 于 的 下 方形 ， 
但 是, AB5 上 的 正方 形 足 48,BE 上 下凡 方形 的 和 ;[TI.31,1.471 
所 以 ,48,BE 上 上 上访 拱 的 和 是 BE .上 .正方 撒 的 四 售 . 
所 以 ,由 分 比 ,258 上 的 下 方形 是 表 于 市 方形 的 三 倍 . 
在 是 ,有 等 于 DE; 所 以 AB A 是 DE 上 正方 形 的 一 位 . 
人 而 , = 和 有 形 边 上 的 由 方形 是 -下 方形 的 二 倍 . 


证 


届 


命题 13 ) 


在 已 知 球 内 人 必 内 接 棱 锥 和 代 , 并 且 证 明 球 直径 上 的 正方 形 
是 棱锥 一 边 上 正方 形 的 一 和信 此. 

设 已 知 球 的 再 葵 为 AB， 
HH 没 它 被 点 忆 分 成 4C 和 CB,AG 是 0 虽 的 一 信 ; 
设 AB 上 的 半 鸭 六.4DB ,从 点 僻 作 直线 CD 与 4B 成 直角 ,连接 D4、: 
设 回 BFG 的 半 符 等 于 DPC， 


设 等 边 二 角形 林内 接 于 加 EK， -TY .2] 
溢 到 定 国 的 图 必 为 五， [TnI.1] 
连接 EH，, HF. HG:; 

从 点 吾 作 HE 和 EFG 所 在 的 平面 成 占有 角 "XI.12] 


在 HK 上 载 联 一 成 HE 等 下 线段 4C. 用 连接 EE ,KT, KG. 
现在 ,因为 KF 三 罗 EFG 所 在 的 平 而 成 直 衣 ,所 以 它 了 种 于 BFG 
所 在 的 平面 上 一 切 与 它 机 交 的 直线 成 直角 . [XI 定义 3] 
但 是 ,线段 HE ,HF,HG 和 它 相交 ， 
所 以 五 和 线段 HE, HF, HG 的 每 -个 部 成 占用 


全 这 时 的 接 供 实际 于 瑟 正四 而 体 ,在 4 明 清 市 ?中 明确 肯 出 是 止 辐 面体 . 
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KE Fa 
[二 
上 
本 F 人 7 


六 国 为 , AC 等 于 HE, 有 i (等 于 互 到 ,HH 它们 天 知 直 前 ， 
所 以 , 底 DA 等 于 底 EE . -1.4] 
问 昕 ,线段 KF, KG 也 等 于 74; 
所 以 ,条 线段 ER, KG 彼此 相等 . 
半 因 为 , AGO 居 CB 的 工 信 ， 
所 以 ,AB 是 BC 的 二 信 . 
但 是 .AB8 比 BC 如 辣 2AD 上 止 方形 比 DE 二 正方 形 , 将 在 后 上 而 证 


骨 . 

所 以 AD 上 上 止 方形 是 了 BC 上 正方 形 的 二 供 ， 

但 是 ,五 土 正 方形 也 是 有 上 上 正方形 的 二 信 ， [XI 121] 
且 PC 等 于 EE; 所 以 D4 也 等 于 EEF. 

但 是 ,已 经 让 明了 D4 等 十 线 歧 ,KF, KG 的 信条 ;所 以 线段 
EF, FG ,GE 的 每 - - 茶 也 等 于 线段 KE, KF, KG 的 每 - 公 ; 

所 以 ,四 个 三 角 撒 EEG ,KEF ,KFC , KEG 此 等 过 的 . 

所 以 ,由 由 个 等 边 二 角形 构成 了 一 个 楼 维 ,二 角 雌 EEG 是 它 的 底 
呈 点 下 是 它 的 了 项 号 
其 次 .此 求 它 内 接 士 与 知 球 ,中 需 证 明 球 直径 上 的 正方 形 是 这 棱锥 -过 
二 于 方形 一 倍 平 . 
将 站 线 KET 二 开 攻 成 直线 天, 了 且 肥 HL 等 于 0B. 

现在 ,因为 ,4C 比 0D 如 间 CD 比 0B， LVIT.8 ,推论 ] 
这 时 AC 等 于 KH,CD 等 ,以 及 CB 等 了 于 LL， 
FFD, EH te HE MB EH ti HL; 
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所 以 ,年 形 KH .HL 等 十 BH 上 的 下 方形 . [VI.171 


日 角 KHE ,EBL 的 每 一 个 部 是 直 骨 :; 
所 以 , 作 在 柄 | 工 的 半圆 也 经 这 吾 . [V1.8.111.31] 
如 果 本 问 定 ,使 半 闻 向 味 来 位 置 族 转 到 开 靖 位置, 汤山 经 过 点 
F,G. 
因为 ,如 果 连 接 开 ,LG, 则 在 ,GBG 奸 的 是 直角. 
和 作 楼 外 内 接 于 已 知 款 . 


因为 , 球 的 直径 本 等 ] 届 知 域 的 科 径 AB8, KH 等 于 AC, 甘 HL 
等 JCB. 

其 次 , 吕 证 球 的 直径 上 的 止 方形 是 校 锥 一 边 虐 全 方形 的 一 信 半 . 

因为 , AC 是 CB 的 二 售 . 
所 以 .A4B 是 BG 的 三 信 ， 
又 出 反 比 ,B4 是 24C 的 一 倍 灶 ， 

但 是 , B4 比 20C 如 同 B4 上 的 正方 形 比 AD 上 的 正方 形 ， 

所 以 .BA4 上 的 正方 形 也 是 AD 虐 止 方形 的 _ 倍 半 . 

FL B4 蚌 已 知 球 的 直 徐 ,AD 等 于 棱 负 的 按 . 

所 以 ,这 个 妹 的 直径 上 的 正方 形 足 楼 锥 按 上 止 方形 的 : 倍 半 . 
证 完 


证 明 , AB 比 BC 如同 AD 上 的 正方 形 比 DC 上 的 正方 形 . 
为 此 设 半 圆 己 作 成 ,连接 DB， 

他 4 工作 正方 形 EC, 日 作 直行 四 边 撒 FB. 
因为 ,二 角形 D48B 与 三 角形 DAC 是 等 有 的 ， 


BA tt AD 如 同 DA LE AC. [¥E.8. ¥I.4] 
所 以 定形 BA ,AC 等 AD 上 的 止 方 撒 . | ¥E.17] 
区 因为 ,AB [LBC tp EB Lt BF. [¥I.1} 


月 EB 尽 定形 B34 、AC, 因 为 E4 等 于 AC, 有 日 BF 是 矩形 AC ,CB. 所 以 ， 
15 
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AB 比 BC 如 同和 矩形 Ba .4C 比 矩 形 AC 、 
OB 


D . 
六 和 福 彤 BA4 .AC 等 J AD 荆 的 生 方 
形 ， 
有 4 B 


日 秆 上 形 AC .CB 等 于 DC 荆 的 止 方形 ， 
因为 芷 线 DC 是 底 的 线段 40 ,CB 的 比例 


目 项 ,因为 有 ADB 是 和 直角 . 
[YL8, 排 论 ] 
所 以 .AB 比 BC 如同 AD 上 正方 形 比 


PC 上 于 方形 . 


命题 14 ) 


们 前 面 的 情况 一 样 , 作 一 个 球 的 和 肉 接 八 面体 ;再 证 明 球 
真 径 上 的 正方 形 是 八 面体 一 边 上 正方 形 的 二 倍 . 
设 己 知 球 的 直 答 为 AB， 
且 设 一 等 分 于 点 和; 再 在 48 上 作 六 和 岗 4DB， 
从 尼 作 GD 与 4B 成 吉 角 ,连接 DB; 
进 正 方形 EFGH 的 人 往 条 边 等 于 DB， 
连接 HF, EG . 
从 点 兰 作 直线 三 和 正方 找 EFGH 所 在 平面 成 让 前 ， [XI.12] 
日 梧 它 穿 过 平 而 天 一例 ,版 线段 KEM; 
在 直线 了 ,KM 上 分 别 蕉 取 所 ,KM 个 它们 等 于 线段 EK, FK, GK, 
HK 的 等 一 条 ， 
并 连接 LE ,FRR LG,LH, ME, MF,MG,MH. 
那么 , 卓 于 KE 等 于 8， 
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L DD 
| | (IN 
| 记 县 
F 他 


旺角 EKH 是 直 前 . 


所 以 ,HE 上 的 正方 形 是 区 了 下 地 形 的 -二 傍 . [1.47] 
因为 ,LK 等 了 了 ， 

且 角 LKE 是 和 直角. 

所 以 ,EL 上 的 正方 形 是 ER 上 止 方形 的 一 傍 . [ 同 前 ] 
凡是 已 经 证 下 了 BE 上 的 下 方形 丰 BK 上 IE 方形 的 二 信 ; 

所 以 ,LE 上 的 正方 形 竺 于 EH [的 下 方形; 


Hi ,LE BH. 

问 蛙 ,L658 由 等 于 HE; 
所 以 .二 衣 形 LEH 是 等 边 的 . 

类 似 地 ,我 们 可 以 证 明 以 下 方形 EFGEH 的 过 为 底 上 日 以 点 于 ,村 为 
太 点 的 其 余 的 三 角形 每 一 个 都 是 等 边 的 ;: 
从 而 和 作出 丁 由 六 个 等 边 二 角形 围 成 的 六 面体 . 
其 次 ,上 破 求 亡 内 接 寺 已 知 球 , 针 证 明 球 可 径 上 的 正方 形 是 信人 面体 过 
的 正六 形 的 一 售 . 

内 为 ,一条 线段 LK, EM, KE 彼此 相等 .所 以 LW 上 的 六 加 也 经 过 
E. 

阿 晨 , 录 果 加 定 LH, 旋转 六 图 神 原 来 位 置 , 它 也 经 过 点 F,G ,日 ， 
从 而 不 面体 内 按 于 -个 球 . 

其次 ,再 证 它 也 内 接 于 已 知 球 . 

闪 为 ,TI 下 等 于 HT ,这 时 是 会 长 的 , 峰 它 们 均 着 直角 ， 
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所 以 底 LE 等 于 底 EW. [「T.41 
又 因为 , 角 LEM 是 直角 ,因为 它 桂 半圆 上 1HI.31 
所 以 LM 下 的 正方 形 是 LE 足下 方形 的 一 悄 . [1.47 | 


又 因 为 , AC 等 于 CB,4B 是 BC 的 一 倍 . 
但 是 , AB 比 BC 明 同 4 上 于 方形 比 5D 下 正方 撒 ; 所 以 AB 上 十 
廊 撒 尽 BD 上 证 方形 的 二 信 . 
从 是 ,已 经 让 明了 LM 上 的 正方 形 是 LE 上 正方 撒 的 倍 . 
且 DB 上 的 直方 形 等 于 LE 上 的 正方 形 , 因 为 BF 等 于 DB. 
所 以 ,AB 上 下 方形 也 等 LW 上 的 止 方形; 
所 以 ,38B 等 于 LM. 
且 AB 是 已 知 球 的 直径 ; 
所 以 ,LM 等 于 已 台球 的 直径 
夫 而 ,在 已 知 域内 作出 了 入 面体 , 呈 同 时 证 胡 了 球 直径 上 让 方形 是 
从 面体 边 上 正方 形 的 二 和 倍 ， 


证 


册 


命题 15 ) 


像 作 棱锥 一 样 , 求 作 一 个 球 的 内 接 立 方 体 吕 ;并且 证 明 球 
直径 上 的 正方 形 是 立方 体 一 边 上 正方 形 的 三 倍 . 

设 己 知 球 的 直径 是 AB. 

旧 设 局 分 AB, 使 AC 是 0B 的 二 信 ; 

在 4B 十 作 灶 圆 ADB， 

访 从 已 作 CPD 与 48 成 直角， 

连 按 万 日 ; 训 正 方形 BFGH 的 过 等 于 了 DB， 

从 EG ,日 作 EK, FL.GM, HN 与 正方 形 王 65 所 在 的 平面 
呈 ” 这 里 实时 上 措 的 是 正方 体 . 

上 
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成 直角 . 


在 EK, FL ,GM, HN 上 分 别 般 有 取 EK. FL, GM ,HN 等 于 线段 EF， 


FG,GH, HE 的 每 -条 . 
连接 ,LM .MN ,NE:; 


从 而 作出 了 立方 体 FN ,七 由 六 人 相等 的 正方 形 围 成 . 


F 边 广 昌 此 立方 体内 接 杆 已 知 球 ,并 旦 证 明 球 直径 上 的 止 方 形 


此 立方 体 一 边 上 上 正方形 的 三 人 入. 


连接 KG ,EG. 
则 .因为 衣 KEG 里 直角 ,因为 开 与 平面 EG 成 直人 要， 
当然 和 百 线 BG 也 成 直角 . [XI1. 定 交 3] 


所 以 KG 上 的 半圆 电 过 点 天 . 

区 ;因为 GF 与 二 ,FE 的 每 一 条 都 成 由 角 ， 
GF 也 与 平面 28 成 肯 前 . 
由 此 也 有 ;如果 连接 FEK, GF 与 FE 成 十 角 ; 
出 此 在 GK 上 本 作 半 加 也 过 下 

类 似 地 , 它 也 过 谤 广 体 其 余 的 项 点. 

如 果 固 定 KY, 使 灶 网 旋转 到 开始 位 丫 ， 
此 vw 方 体 内 接 1 -个 球 . 

其 次 ,可 还 它 也 内 接 于 已 知 球 . 

内 为 6 等 于 瑟 , 几 在 己 的 角 是 育 仙 ， 
所 以 EG 1 上 的 止 方形 是 E&F 上 不 方形 的 二 信 ; 

但 是 ,EEF 等 于 EK， 
所 以 ,EG 上 的 正方 形 是 EK 上 人 让 形 的 二 和信. 


| 
本 


由 此 ,GE, EK 上 正方 形 的 和 . 戎 GK 上 的 正方 形 ,是 EK 上 正方 形 的 
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三 稿 . 11.471 
又 因为 ,AB 是 BC 的 二 售 ， 
这 时 ,AB 比 BC 如 和合.4B 工 的 正方 形 比 5 工 的 正方 形 ， 
所 以 ,4 百 a F 正方 形 的 .- 倍 . 
人 是 ,已 经 让 明了 GK 工 的 自 方 形 是 二 上 正方 丧 的 一 倍 . 
XE 等 于 DB; 所 以 KG 也 等 于 AB. 
区 4B 是 已 知 款 的 二 径 ; 所 以 EG 也 等 本 已 知 球 的 直径 . 
所以 ,给 己 知 球 作出 了 内 接 多 方 体 ; 调 且 同时 计 明 这 球 下 和 梭 上 的 起 
方形 是 正方 体 - - 边 上 正 上 万 形 的 二 人 入 . 


证 


中 


命题 16 ) 


与 前 面 一 样 , 作 一 个 球 的 内 接 二 十 面体 ;并 且 证 明 这 二 十 
面体 芍 边 是 称 为 次 线 的 无 理 线 段 . 
设 4B 是 已 知 球 的 声 径 ， 
日 点 位 分 4 使 4 是 人 的 止 倍 ， 
设 齐 AB 上 作 半 图 ADB， 
从 尼 作 直线 CD 和 .AB 成 直角 ,连接 DB; 
设 有 网 EEFGHE HH 半径 等 于 DB， 
的 等 角 的 二 边 上 撒 EFGHE 内 接 于 加 EFGBK, 设 点 LM.N.O.、 
二 等 分 狐 EFFG .GH .HK .KE. 
记过 本 LM, MN, NO, OP, PL , EP. 
所 以 ,下 边 凡 EROP 世 恕 等 边 的 ， 
区 线段 EP 是 十 边 形 的 边 . 
抠 半 从 点 局. 日 .人 作 下 线 8 FR ,GS BT ED 与 加 所 在 
的 平面 成 杏 角 , 寻 没 它 们 等 于 加 EEGHEK 的 半径 ， 
设 连 接 QR 、RS .ST TU. USQ. QL. LR. RM MS. SN NT. TO. 
OU .UP .PO. 
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而 让, 国 为 线段 FQ .KU 都 与 同 下面 成 在 骨 ， 
所 以 ,BQ 平行 于 KU. XI.6] 
全 是 ,它们 也 机 等 ; 


又 连接 相生 出 平行 线段 的 疹 点 的 线段 ,在 问 一 方 回 相等 日 平行 . 
[5.33j 


所 以 ,QU 等 于 日 平行 于 六 

但 是 , EK 是 等 边 上 外边 上 形 的 边 : 
所 以, Qt 出 壕 内 接 于 | 同情 PGHE 的 岁 接 等 边 五 边 形 的 边 . 

问 理 ,线段 QR, RS.ST, TU 都 是 国 EFGHEK 的 内 接 等 边 五 边 形 的 
边 ， 
用 以 ,天边 撒 RSTU 是 等 边 的 ， 

攻 因 为 , QB 属于 六 边 形 ， 
旦 属于 1 这 拱 . 交 角 QEP 是 吉 衣 ， 
所 以 ,QP 属 天 三 过 形 ; 

轩 为 , 肉 接 于 同一 圆 的 五 边 拒 的 远 上 的 秆 方形 等 于 六 边 形 的 边 上 
的 止 方形 与 十 边 形 边 .上 小 方 开 的 和 . [XIIT. 10] 
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问 理 ,PU 也是 开 边 撒 的 边 . 

但 是 .QU 也 属于 “个 五 边 形 ; 
所 以 ,二 角形 QPU 是 等 边 的 . 

同 理 , 三 角形 BLR. RMS ,SNT, TOU 的 每 一 个 也 是 等 边 的 . 

耿 因 为 ,已 经 广 明 本 线段 QL ,BP 的 和 伍 -条 都 属于 - :个 在 边 撒 ， 
1 LP 也 凡生 一 个 二 边 形 . 
所 以 ,二 角形 QLP 是 等 边 的 . 

间 理 ,一 角形 LRM ,MSN, NTO, OUP 的 每 -个 也 是 等 边 的 . 

设 取 定 圆 EFGHE 的 同性 为 点 六， 
基点 下 作 12 与 国志 在 的 平面 成 旺角. 
在 另 一 方向 延长 它 成 WE， 

设 截取 VW ,使 它 为 六 边 形 一 边 ,时 线段 WE. WZ 的 每 一 条 中 十 迪 
形 的 一 迪 ， 
吧 连 接 Q2 ,QW, UZ ,EV .LY, LX ,XM. 

现在 ,因为 线段 VW .QE 吉 与 同 所 看 的 平和 成 直角 . 


所 以 ,VW 平行 QE. ' XI.6] 
但 是 它们 也 相等 ， 
所 以 ,EV ,QW 机 等 日 平行 . [IT.331] 


但 是 EV 属于 -个 六 边 形 ; 
所 以 ,QW 也 属 ] -个 六 边 形 . 
区 因为 ,QW 属于 一 个 六 边 形 、 
又 WZ 属于 一 个 十 边 形 ， 
且 前 WZ 是 二 角 ， 
所 以 .82 属于 一 个 五 过 形 ， _XIL.101 
同和 一 LZ 也 属 个 五 由 形 ， 
这 是 岚 为. 如果 连接 TYE, WU 人 它们 相等 卫 是 相对 的 ， 
XX VE 是 半径 : 属 上 -个 六 边 形 ; TI.15 ,推论 
所 以 WED 也 属于 -个 六 边 形 . 
但 是 , FZ 属于 -个 十 边 形 ， 
月 和 角 UWZ 是 直 骨 ; 
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所 以 ,UZ 属于 一 个 村 边 撒 ， XIHI.10] 
但 是 ,QU 世 届 于 一 个 村 边 形 ; 
所 以 ,三 角形 QUZ 让 等 过 的 . 
同 圭 ,此 余 的 以 线段 QR ,RS.ST, TU 为 底 昌 以 Z 为 奈 点 的 -角形 
也 是 等 过 的 . 
再 次 ,| 村 为 了 属于 一 个 八 边 形 ， 
H VX 属 -个 十 边 撒 ， 
且 佣 LVX 是 直人 用 ， 
所以 .EX 属于 一 个 亚 过 形 . _ XI. 10] 
同 理 ,如 了 果 连 接 MW, 它 届 于 一 个 六 边 形 ,也 可 以 推出 MX 属于 一 
个 开 边 拭 ， 
口 是 , LM 出 属于 一 个 五 边 形 . 
所 以 ,二 骨 撒 LWX 是 等 过 的 ， 
类 似 地 洽 让 明 以 线段 WHV,ND.DP. 开 为 底 插 以 点 二 为 项 点 的 
二 角形 邦 中 等 过 的 ， 
所 以 ,已 作出 了 让 一 二 个 等 边 的 二 角形 构成 的 “个 一 二 面体. 
其 次 , 些 求 一 目击 体内 接 于 已 知 球 ,而 且 证 明 一 直击 体 的 边 足 称 为 
次 线 鸣 无 理 线段 . 
时 为 . VW 属于 一 个 六 过 形 ， 
月 WZ 届 于 上 迪 形 ， 
所 以 ,到 被 证 分 为 中 外 比 , VF 是 较 太 的 线段; [ XIH.9] 
所 以, ZV VW VW 比 WZ. 
全 是 ,VRHY 人 和 证 ,用 WZ 等 于 WX. 
所 以 ,2ZV LE VE WO EV ETVX， 
半角 鸣 五 ,了 本 都 起 自 胃 ; 
所 以 ,如果 过 接 E22, 则 前 了 2 是 下 仙 ,因为 .角形 亚 G 与 VEZ 机 似 . 
辣 理 ,于 为 .ZV 比 VY I VW 比 WZ， 
由 ZV 等 二 IV H VW 全 玫 WeQ. 
Wil, RW 比 We HII) OW EE WZ. 
同 理 , 如 果 连 接 人 ,在 妨 处 的 角 是 直下 ; [vV1.8] 
看 了 3 


一 


ee 


各 了 欧 儿 下 得 .几何 点 本 


所 以 XZ 上 的 斑 同 经 过 鲜 . -1.31, 

又 如 吕 , 回 定 3Z ,个 此 半圆 旋转 刘 开 始 个 置 , 它 也 经 过 点 人 久 且 过 
一 让 面体 的 其 余 的 天 点 ， 
同 此 ,一 十 面体 内 接 二 一个 球 . 

其 次 .中 证 它 也 内 接 于 已 知 球 ， 

设 4 二 等 分 TI. 

那么 , 贞 上 线段 让 被 WW 分 成 中 外 比 ,日 2 是 较 小 的 一 段 ， 
所 以 ,ZW 加 大 线段 一 半 , 即 Wh' 上 的 正六 形 是 天 线段 一 半 于 止 方 拒 的 
五 售 ， [XUI.3| 
于 是 2Z4' 的 正方 形 是 4 和 证 上 的 下 方形 的 无 倍 . 

又 ZX 中 24 二 和信, 日 VW 中 和 证 的 一 倍 ; 
所 了 以, 28 上 的 下 方形 是 WV 工 目 方形 的 五 借 . 

妈 国 为 AC 是 CB 的 四 售 ， 
所 以 ,2B 呈 BC 的 五 倍 ， 

侣 是 , 4B 比 BC 如同 2B 上 正方形 比 瑟 D 上 上 正方形; 

[v48,Y -定义 9 


所 以 ， 4B 十 的 小 方形 是 Bp 上 于 方形 的 五 俏 . 
作 是 ,已 经 证 明了 2 王 上 上 网 正 方形 是 Y 了 上 正方 形 的 五 倍 . 
多 ,DB 等 于 VW， 
国 为 ,它们 的 每 个 等 干 加 EFGHE 的 半径 ; 
所 以 ,AB 世 等 于 XZ. 
又 AB 是 局 知 球 的 青 径 ; 
所 以 ,了 8 也 等 于 已 知 球 的 育 径 . 
所 以 .这 二 十 自体 内 接 天 已 刘 球 . 
其 次 , 亚 证 这 二 十 面体 的 边 是 称 为 次 线 的 无 下 线 段 ， 
因为 , 球 的 二 经 是 有 理 的 ， 
已 让 上 的 正方 形 是 辐 EFGHE 的 平和 从 上 止 方形 的 五 借 ， 
所 以 , 贺 EFGHE 的 半 答 也 是 有 再 的 ; 
出 此 . 它 的 直径 也 是 有 理 的 . 
但 号, 如 具 一 个 等 边 五 边 撒 内 接 - 一 个 直径 是 有 埋 的 加 , 则 五 边 撒 
看 24 
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的 边 是 称 和 次 线 的 无 弄 线 左 . , XIETT] 
及 ,这 方 迪 有 形 玫 GHE 的 轴 是 这 个 .十 徊 体 的 边 . 
所 以 ,二 十 面体 的 边 是 称 为 次 线 的 无 理 线段 ， 
证 完 


推论 由 此 显然 可 知 , 此 款 上 由 径 上 的 下 方 撕 呈 内 接 上 二 面体 得 山 
的 圆 半径 诗 的 让 万 形 的 五 售 ,月 球 的 至 径 起 内 接 于 同 加 内 的 六 进 形 一 
迪 与 上 下边 形 两 过 的 和 . 


命题 17 ) 


与 前 面 一 样 , 求 作 已 知 球 的 内 接 十 二 面体 ,并 且 证 明 这 十 
二 面体 的 边 是 称 为 余 线 的 无 理 线 段 . 

度 AB8CD .CBEF 是 前 述 立 产 体 的 互相 竺 肯 的 两 个 面 , 又 没 G,H， 
下 了 ,有 ,NO 分 别 二 等 介 当 AB. B00 ,CD, DA, EF, EB, FC， 

连接 GKE. 开 ,MH ,NO , 设 点 忆 ,S,T 本 分别 分 线段 NP, PO, HQ 成 
中 外 比 ; 几 设 RP, PS ,TQ 是 它们 的 轻 大 线段 ; 

从 囊 , 咏 ,了 癌 耻 方 悼 外 作 局 F7，SV .YY 十 六 全 旬 襄 碟 下 向 . 

设 肥 它 们 等 于 RP, PS, 7 过 LB .BW. WC .Cv .VD. 
由 TE ,下 边 形 UBWCV 是 pe HH 等 衣 的 身边 形 . 
连接 RB ,SB .VB. 
那么 ,线段 NP 被 是 分 为 中 外 比 ,日 RP 是 较 太 的 线 压 ,所 以 PBN， 
A 届 上 下 方形 的 和 足 于 正方形 的 二 倍 . XUE 4] 
是 ,PN 等 J-NB, HH PR 等 J 了 RU; 
所 以 ,BN ,NR 上 正方 形 的 和 是 RU 上 J 下 方形 的 入. 
但 是 , BR 上 的 在 方形 等 二 BN. NR 上 正方 形 的 和 |; “1.47; 
所 以 ,BR 下 的 正方 懂 是 RU 上 正方 形 的 一 人情; 
出 此 BR .RU [正方 形 的 和 是 RU 上 正方 形 的 四 傍 . 

作 是 , BU 上 的 下 方形 等 二 BR ,RU 上 正方 搓 的 和 ; 
所 以 ,BU 的 下 方形 是 RU 下 正方 形 的 由 售 ; 
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者 [中 吃 本 得 -和 fd/ 本 


所 以 ,BU 是 RU 的 二 售 . 

得 是 , VU 也 是 [如 的 二 人 入， 
因为 SR 也 是 PR 的 二 信 , 芭 
RDU 的 二 信 ; 

所 以 BU 等 3 UV. 

类 位 地 ,能 竞 证 曲线 有 段 
BW, WC ,CV 的 每 一 条 等 十 线 
我 BU UY 的 每 一 茶 . 

所 以 ,五 边 形 BUVCW 是 等 
油 的 ， 

其 次 ,可 证 信也 同 在 一 个 平 
上. 

太 记 向 并 并 和 体外 作 靖 X 六 
行 于 RU, SV 的 全- -条 . 
连接 7 HW; 

出 可 证 ,HW 是 一 条 二 线 . 

因为 ,由 于 IQ 被 分 为 中 外 比 ,H. QT 是 较 大 的 线段 ,所 以 ,HS@ 
比 @T 如 同 @T t 比 TH. 

但是 ,JQ 等 DP, 及 QT 等 于 线段 TW PX 的 每 条 ; 
FL ,HP EE PR Wit WT H TH+. 
又 HP 羊 行 于 了 ,这 是 因为 它们 的 每 -条 部 与 平 抽 8D 成 育 前 ; 


[XIi.6] 

恒 YH 平行 于 PX， 
因为 ,它们 的 但 一 条 者 与 平面 BF 成 直 朋 . " 问 前 ] 

但 中 .如 果 丙 个 三 衣 形 EPH ,HTW, 此 中 一 个 的 两 条 过 和 站 一 个 
的 两 条 边 成 比例 ,如 巡 把 它们 的 边 放 在 一 起 使 角 的 挤 点 重合 在 一 起 ,市 
沪 相 应 的 边 平行 , 则 其 余 两 边 丰 一 笨 占 线 上 ， [wT,321 

所 以 ,XH !j HW 在 同一 条 由 线 上 . 

但 是 .每 一 条 直线 在 同一 个 平 身 上 ; TXT.1] 


所 以 ,五 边 形 UBWCY 在 一 平面 上 . 
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其 次 可 证 , 它 也 是 等 钊 的 ， 

二 为 ,线段 NP 被 如 分 为 中 外 比 , 用 PR 是 较 太 的 线段 .这 时 PR 等 于 
pS. 

所 以 ,WwWS 了 世 被 记分 为 中 奸 比 ， 

月 AP 足 较 大 的 接 ， [XI1.5， 

所 以 ,We SP | 的 由 方形 的 和 是 AP 和 于 方 拒 的 二 依 .，  [LXIU.41 
日 让 ,NP 千 -NB, 有 PS 等 |] SV; 

BNS ,SSV 上 由 正方形 的 和 是 NB 上 下 方形 的 三 们 ; 

上 此 ,VS .SN ,NB 上 止 方 撒 的 和 是 NB 上 上 正方形 的 四 售 . 

付 碟 , SB 上 下 方形 竺 于 SN, NB 下 方形 的 和 ;所 以 BS,SV 上 正 
方 彤 的 和 和, 邮 BV 二 下 方形 坏 为 角 WSB 足下 有 有 一 一 是 NB 上 上 正方 
形 的 四 人 展 ; 所 以 本 此 Be 的 二 倍 . 

人 是 ,BC 出 是 BN 的 二 倍 ; 

所 以 ,BV 等 于 BC. 

区 因为 ,两 过 BU ,DV 秆 两 轴 BW, WC, 且 底 BVY 等 j 底 BC， 
所 以 ,和 朋 BUVY 分 于 角 BWC. [1.8] 

类 和 位 地 ,我 们 可 以 证 明 角 UVC 也 等 了 第 BWC, 所 以 三 个 角 BWC， 
PE ETYC 彼此 村 等 . 

但 是 ,如 上 巡 个 等 边 五 岂 形 有 一 个 硼 和 被 此 相等 , 则 五 边 形 是 等 角 
的 . [XITT.7: 

所 以 ,并 过 撒 BUVYCW 是 等 骨骸 . 

又 局 经 入 明了 六 性 丰 人 管 边 的 ， 

所 以 ,十 边 形 BOVOW 丰 等 边 日 等 第 的 , 它 企 并 方 体 的 边 BC 上 . 

所 以, 姑 果 在 志方 体 的 十 二 条 边 的 条 -条 上 都 同样 作 图 , 则 由 上 一 
个 等 边 日 等 骨 的 瑟 边 形 构 成 一 个 立体 图 , 叫 微 十 一 面体 ， 

需 证 它 内 接 于 已 知 球 ,并 有 让 出 这 十 二 面体 的 过 吓 称 为 余 线 的 无 
弄 线 段 . 
因为 可 延长 下 成 直线 32 ; 

所 以 ,PZ 与 直方 体 的 对 角 线 相交 , 旦 彼此 平分 ,因为 这 已 在 第 到 着 最 
后 定理 证 明了 . [ XI.381 
27 


各 隐 儿 中 得 : 几 箱 忆 本 


没 它 们 相交 十 Z， 
所 以 ,了 是 灾 方 体外 接 球 的 球 心 ， 
且 ZP 是 立方 体 - - 边 的 于. 
设 连接 [2. 
现在 ,因为 五 分 线段 ws 为 中 外 比 ， 
1L NP 是 较 估 一 - 段 ， 
所 以 NS ,SP 上 让 方形 的 和 足 AP 上 止 方形 的 二 倍 ， 


[XIT.41 


一 . 


[是 ,NS 等 -XL. 
因为 ,NP 也 等 于 PZ, 日 KP 等 于 PS. 
日 足 , 本 出 等 于 到 7， 
因为 它 也 每] RD， 
所 以 ,2X ,RU 上 正六 形 的 和 是 NP 下 正方 形 的 一 倍 . 

但 是 , U2 上 由 万 形 等 于 2X ,了 /上 下 方形 的 和 ;所 以 [2 上 止 方 
有 形 是 NP 上 正方 撒 的 二 信 . 

但 是 ,外接 于 正方 体 的 球 的 半径 的 正方 形 也 是 立方 体 一 边 的 - 
半 . 上 于 方形 的 二 倍 ， 

罗 为 , 晰 面 已 经 指出 如 合作 内 接 于 球 的 立方 性 ,并 用 蕊 经 证 香 球 的 
直径 上 的 正方 形 足 立 万 体 一 边 上 止 方形 的 三 倍 . [xi.15] 

伍 是 ,如 时 两 整体 彬 比 . 也 如 同 两 个 阅 基 的 比 , 且 NP 是 立方 体 - 
边 的 一 半 ; 
所 上 ,WZ 等 于 外 接 于 立方 体 的 球 的 半径 . 

了 是 和 外接 于 立方 体 的 球 的 球 心 ; 
所 以 ,是 这 球面 上 -点 . 

类 似 屯 .我 们 能 够 证 明寺 -二 面体 的 多 个 和 角质 也 厢 这 球面 上 ; 
所 以 ,二 一 面体 内 接 于 已 知 球 . 

共 深 , 盯 证 上 一 身体 的 边 是 称 为 八 线 的 无 垦 线 段 . 

网 为 , 池 NP 被 分 成 中 外 比 叶 , RP 是 较 太 - : 段 ， 
又 扫 PD 被 分 成 由 外 比 时 ,PS 是 较 太 上段 ,所 以 , 当 整 体 ND 被 分 成 中 
外 比 时 , RS 是 较 太 - 段 . 
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[这 显 因 为 ,NP [上 E PR 如 同 PR HRN, 于 是 各 二 信也 是 下 确 的 ,对 
为 部 分 与 部 分 的 比 等 于 它们 同伴 其 的 比 ; LY¥.15] 
所 以 ,NO 比 RS 如 同 RS 绕 NR 与 SO 的 和 . 

但 是 , NO 大 于 RS; 
所 以 ,RS 也 太 于 NR 和 SO 的 利 | 
从 让 ,NO 被 分 成 中 外 比 ,二 RS 是 较 大 一 段 .| 

但 起 ,RS 等 于 UV; 
所 以 , 泊 和 NO 被 分 成 中 外 比 时 ,UVY 是 较 人 人 -上 拱 . 

半 国 为 , 球 的 十 径 是 有 埋 的 ， 
及 它 上 的 下 方形 是 正方 体 一 边 上 下 方形 的 三 倍 ， 
所 以 NO 是 下 Jf 体 的 一 边 , 它 契 有 理 的 . 

但 是 ,如 ) 打 有 再 线段 被 分 成 中 外 比 , 邦 么 所 分 的 是 部 分 剖 是 余 线 的 
无 理 线 自 ， 

所 以 UV 是 1 二 身体 的 : 边 , 是 一 个 称 为 余 线 的 无 理 线段 

[ XI.6| 

推论 市 此 量 然 由 得 , 当 半 方 体 的 一边 被 分 成 中 外 比 时 ,其 较 大 一 

段 星 二 一 抽 体 的 一 地、 


证 


让 


命题 18 ) 


给 定 五 种 图 形 的 过 并 把 它们 加 以 比较 . 
恋 AB 是 已 知 球 的 下 径 ， 
旧 设 它 把 它 分 成 4 年 于 CB, 关 设 DD 把 已 分 成 2D 赴 DB 的 二 依 ; 设 
AB 上 的 半 加 是 4BP， 
从 CD 作 CE,DF 与 248B 上 成 直角 ， 
连接 AF, FB, EB. 
那么 ,因为 AD 是 DB 的 二 人 入, 所 以 4B 居 BD 的 三 倍 . 
代 换 后 , B4 让 4D 的 一 倍 半 ， 
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三 哆 几 纤 得 . 儿 何 慰 相 


但 昨 , B84 比 AD 如 B44 上 的 正方 形 比 4 严 革 的 正 廊 形 ， 
[Y¥. 定 六 9, WI.8] 


因为 .二 角形 47B 与 二 角形 2AD 是 
全角 的 ; 
所 以 ,BA 上 于 止 方形 是 4 天 上 下 方形 
的 说 半 . 

们 是 , 趟 和 任 径 下 的 下 方形 也 足 
搂 错 一 边 汪 中 方形 的 一 -人 悦 半 . 

[XI0.13 

又 AB 旦 球 的 直入 
有 以 ,AF 等 字 于 笠 锥 抽 这 ， 

又 因为 , 4D 丰 DB 的 二 倍 , 所 
AB 号 的 一 借 . 

但 是 ,AB 比 BD 如 同 AB 上 上 止 方形 比 本 FE 上 正方 堪 ; 

YY1.8, .定义 9| 


所 以 ,4 上 的 正方 形 是 BF 上 上 IF 方形 的 .和信 . 
供 是 , 球 上 直径 上 的 正方 形 也 基 Y 方 体 边 了 上 正方 形 的 一 倍 ， 
XIU.15 | 
又 AB 足球 百 径 ; 
所 以 ,BF 中 立方 体 的 边 . 
显 因 为 ,4C 等 于 (有 ,所 以 4B 是 BC 的 一 倍 . 
,AB EE BC 妇 同 4 上 止 方形 比 开 于 止 方形 ; 
所 以 ,AB 二 正方形 十 BE 上 止 方形 的 一 倍 ， 
但 是 ; 球 直 径 上 上 的 下 方形 电 是 闪 面体 的 边 上 正方 形 的 一 倍 . 
TXTIT.14] 


x 4 是 局 记 球 的 肯 径 ,所 以 BE 是 人 面体 的 过 . 
其 洗 . 由 点 及 作 4G 与 直线 248B 成 吉 角 , 作 4G 等 于 4B ,连接 GO， 
由 pi A 
烤 么 ,064 等 于 AC 的 二 售 , 因 为 G4 等 4B, 有 ,G4 比 AC 如 同 
HK 比 pr HEK 也 是 KC 的 二 信 . 
看 30 


FHA) 


于 是 ,HK 上 正 广 形 是 KC 上 上 正方形 的 止 倍 ; 
所 以 ,HKE, KC 上 正方 形 的 和 和 , 即 HC 上 下 方形 ,是 KG [中 让 形 的 十 


倍 ， 


但 是 ,HC 等 于 CB, 所 以 BC 上 的 下 方形 足 (下 正方 形 的 五 售 . 
又 因为 ,AB 是 (的 二 借 ， 
开 ,在 它们 站 ,45 是 DB 的 二 信 ， 
所 以 . 余 量 BD 足 余 量 PC 的 一 倍 ， 

所 以 ,BC 是 CD 的 三 人 和信; 所 以 BC 上 上 的 止 方形 是 纪 5 :正方形 的 
九 倍 ， 

但 是 ,BC 上 于 方形 是 CE 上 正方 形 的 于 倍 ; 
所 以 ,CE 上 上 正方 形 大 于 (2 工 正 方形 ; 
所 忆 ,OK 大 于 OD. 

设 CL 等 CE, 由 工作 LM 与 AB 有 成 育 前 ,连接 MB. 

现在 ,因为 BC 下 的 正方 形 是 CK 上 在 方形 的 五 倍 . 
且 4B 是 BC 的 二 倍 ,二 是 CK 的 二 售 ， 
所 以 24B 上 和 让 上 谨 形 是 开 上 止 方 形 的 五 们 . 

自古, 奈 自 径 上 的 正方 形 也 是 作出 的 三 十 面体 的 圆 半 答 眶 正 方形 
的 五 倍 . [XII.16, 推 论 ] 

而 48 是 球 的 直径 ; 
于 是 本 是 作出 的 一 上 面体 的 圆 的 半径 ; 
所 以 , 梧 是 所 席 罗 的 内 接 信 边 形 的 边 . [WI.15, 推 论 ] 

区 因为 球 的 直径 等 |- 辐 同 中 内 接 六 边 形 一 边 与 内 接 上 下边 形 两 这 的 


和 |. 


而 4B 是 球 的 青 入 ， 
这 寺 ,; 了 直人 六 边 形 一 边 ， 
又 AK 竺 于 上 LB， 
所 以 ,线段 AK, LB 的 得 :条 都 是 一 十 面体 的 阅 内 接 十 边 形 的 边 . 
区 因为 LB 属 十 一 个 二 过 形 . 昌 4 属于 -个 入 边 形 .因为 WT 等 
于 谍 , 它 也 等 和 HK, 这 基因 为 距 园 心 等 这， 
线段 BK, 二 的 每 一 条 都 是 KC 的 一 倍 ， 


邦 葡 几时 得 : 儿 何 点 本 


所 以 ,MB 属于 五 边 形 . [X11. 101] 

但 是 ,五 边 形 的 一 边 是 二 |- 面体 的 - - 边 . [XLIIL. 16] 

于 是 , MB 属 -这 个 二 十 面体 ， 

声 在 .因为 FB 是 立 盯 体 的 一 边 ， 

设 它 筱 入 分 成 中 外 比 , 莫 没 NB 是 较 太 一 段 ; 
所 以 ,NB 是 二 二 而 体 的 这 . [XIH.17 ,推论 ] 

时 因为 ,已 经 证 明了 球 贞 径 上 的 正方 形 是 棱 外 一 地 AF 于 正方 形 的 
一 倍 半 ,也 是 八 面 体 - - 边 BE 上 的 正方 形 的 二 信和 与 立方 体 边 FB 的 一 倍 ， 
所 以 球 直 征 上 正六 形 包 会 六 部 分 , 校 锥 边 工 的 正方 形 包 含 四 部 分 , 八 面 
体 一 边 上 下 方形 包 含 三 部 分 , 立 力 体 一 边 上 十 旋 形 包 含 两 部 分 . 

所 以 , 俱 锥 一 边 上 于 方形 症 信 面体 一 边 上 下 方形 的 二 分 之 网, 是 立 
方 体 一 边 上 由 方形 的 二 情 ; 

所 夫 面 体 一 过 上 上 正方 形 是 立方 体 一 边 上 上 下方 堪 的 : 倍 半 
所 以 ,以 这 二 种 图 形 ,棱锥 ,所 面体 ,及 立方体 的 边 互 比 站 ,有理 比 . 

但 是 ,其 余 的 两 种 图 形 , 吕 二 二 疝 休 的 过 与 上 三 而 体 的 边 瑟 比 不 是 
有 建 比 ,三 阐 面 的 边 弄 比划 不 是 有 娃 比 ， 
因为 , 它 作 是 元 理 的 ,一 个 是 次 线 [XID.,161, 男 一 个 是 余 线 . 


[XU1.17] 

我 人 能够 证 时 一 二 向 体 的 边 和 WB 大 于 十 二 面体 的 由 和 NB. 
因为 ,一 前 形 FDB 与 角形 FAB 是 等 角 的 ， [WT.8] 
有 比例 ,DB EH BF Id BF LE BA. LVT.4] 


又 因为 ,一 条 线段 成 比例 ， 
条 比 第 条 划 问 第 一 条 上 的 正方 形 比 第 二 条 上 的 正方 形 ; 
定 浆 9,VT.20, 推 论 j 

所 以 .DB I BA MM DB 上 iB BF 上下 方形; 
所 以 .出 友人 比例, 如 比 BD 如 同 FB 上 正方 形 比 8D 上 未 方 撒 . 

但是 ,4B 足 BP 的 .一 信 ; 
用 以 ,FB 二 正方 形 起 BD 于 正方 形 的 三 倍 . 

全 征 , AD 上 正方 形 也 是 3B 上 上 正方形 的 四 倍 , 央 为 AD 是 DB 的 


一 售 ; 


第 XTIT 疮 硬 


所 以 ,AD 工 庄 方形 大 于 FB 上 正方 形 : 
所 以 , AD 大寺 FB: 
所 以 ,AL 更 太 二 FB. 
浆 , 当 4 被 分 为 中 外 比 时 ,三 是 较 太 一 段 ,因为 LK 属 十 从 边 
形 , 且 KA 属于 |- 边 形 ; Tx].9] 
且 , 当 FB 窒 分 成 中 奸 比 时 ,NB 是 较 大 -- 段 
所 以 ,元 大 于 NB. 
但 是 ,天 等 于 LWM:; 所 以 LM 大 十 NB. 
从 而 二 | 面体 一 边 MB 大 于 十 二 面体 一 边 NB. 


证 完 

其 次 可 证 , 除 这 五 种 图 形 以 外 ,上 骨 没 其 它 的 由 等 边 太 等 角 且 被 此 相 
等 的 面 构 成 的 图 形 . 

因为 ,一 个 立体 角 不 能 由 两 个 三 角形 或 首 两 个 平面 构成 . 

由 三 个 三 角形 构成 校 锥 的 角 , 册 四 个 一 角形 构成 八 向 体 的 角 , 由 五 
个 三 角形 构成 二 |- 面体 的 角 ; 
但 是 ,不 能 把 六 个 等 边 且 等 角 的 三 第 撒 一 个 项 点 放 在 -… 起 构成 一 
体 角 . 
因为 ,等 边 王 和 角形 的 一 个 角 昨 一 个 直 骨 的 二 分 之 二 ,于 起 六 个 角 将 等 于 
四 个 是 衣 ; 
这 是 不 可 能 的 ,因为 任何 一 个 立体 角 痢 是 由 其 和 小 十 四 直角 的 _ 些 角 
构成 的 . | X1.21] 

同 理 , 六 个 以 上 平面 角 绝 不 能 构成 一 个 立体 角 

由 汪 个 正方 形 愧 成 立方 体 的 角 , 但 是 相 个 让 广 雌 不 能 构 址 江 体 角 ， 
因为 它们 的 利 | 交 是 四 个 直角 . 

由 二 个 等 边 日 等 角 的 五 边 形 构成 十 二 面体 的 前 ;但 是 由 由 个 这 样 
的 骨 椒 能 构成 任何 立体 角 . 因 为 ，: 个 等 边 五 边 形 的 朋 是 和 直 骨 的 一 及 下 
分 之 -, J 是 四 个 角 之 和 大 于 四 个 自 骨 : 

这 是 不 可 能 的 . 

同 理 ,不 可 能 由 另外 的 多 边 形 构成 并 体 角 . 


证 完 


狐 深 儿 虫 入 -几何 卡 椒 


证 明 等 边 且 等 骨 的 五 这 形 的 骨 是 一 个 直 衣 的 一 又 五 分 之 


没 ABCDE 是 一 个 等 边 卫 等 
4 和 角 的 五 边 形 , 设 人 它 的 外 接 园 是 圆 
BCDE , 设 它 的 圆心 为 政 , 且 连接 
FA, FBR, FC, FD, FE. 
所 以 ,它们 在 4, B,C,D,E 
点 二 等 分 睹 边 撒 的 各 角 . 


E 人 
又 因 浪 ,在 点 珀 的 各 表 的 和 
等 于 四 直角 电 它 们 相等 ， 
加 所 以 ,它们 的 每 一 个 ,如 角 


AFB, 民 -个 直角 的 五 分 之 四 ;所 
以 夫 余 各 骨 FA4B,ABF 的 和 为 一 直 和 的 一 又 记分 之 - 
但 是 ,人 角 FR4B 等 于 作 FBC， 
所 以, 下边 形 的 一 个 糖 栖 第 4BC 是 -个 直角 的 一 又 五 分 之 一 . 
证 


细 


4 


& 有 几何 原 本 $# 的 昔 者 欧 几 里 得 {Euclid) , 太 约 牛 活 在 公元 前 300 牛 在 
右 . 当 叶 希 腊 科 学 发 展 处 于 身 感 时 期 ,代表 埃及 .市 腊 数 学 成 就 最 高 水 
平 的 狗 是 4 儿 何 原木》 这 一 数学 中 上 最 负 克 名 的 鼎 著 ,不仅 使 许 和 数学 
著作 相形 网 刍 ,| 条 肯 对 后 批 数学 及 白 然 科学 的 发 展 产 生 六 檬 其 洪 刻 的 
影响 ,其 数学 已 想 和 方法 支 册 了 数学 县 干 多 年 . 
恨 据 史料 记载 ,4 放 何 康 本 》 的 内 容 可 能 吸取 了 前 人 的 成 果 . 原 营 共 
-二 着 ,第 I 一 TV 着 和 第 VIE,、RX 卷 , uj 能 来 和 白 毕 达 哥 拉 斯 (Pytbagoras) 人 学 
派 的 著作 ;第 YIH 卷 可 能 来 日 阿尔 希 洪 斯 (Arclhyums) 的 著作 ;第 YYVT 和 
第 YI 卷 的 部 分 内 容 可 能 来 白 欧 包 吏 索 斯 {Endoxus) 的 苗 作 ;第 XX 和 XII 
卷 可 能 来 白 泰 特 托 斯 (Theactctus) 的 著作 .但 是 ,也 有 大 愉 六 最 难 污 的 第 
X 卷 (十 一 种 无 理 线段 } 是 欧 几 里 得 本 人 的 由 究 成 果 … 反 le 的 
创造 {在 第 一 卷 命题 7 的 证 朋 中 第 一 次 应用 ) ,后 来 的 大 续 写 了 第 XIY 
卷 和 第 XY 卷 . 闵 括 记载 .第 XIY 是 亚 力 山大 的 许 普 西 总 和 听 CBysi 
frles) , 约 公 死 前 180 年 或 150 年 左 厂 撰写 的 ,第 XY 耸 是 六 性 纪 补 叙 利 
亚 大 大 号 士 昔 乌 斯 (Damaseinus) 所 著 . 因 此 ,世界 流传 闭 $ 上 几何 原 本 少 的 上 
三 卷 本 和 十 五 卷 本 . 
* 儿 们 原本》 的 十 五 卷 本 管 在 我 国 被 分 作 两 次 详 出 .第 一 次 是 在 是 
刀 历 本 未 年 11607 年 ), 巾 泰西 (意大利 ) 传 教 上 上 利 玛 案 11 授 ,国人 徐 光 
有 (1562 一 1633 年 ) 笔 杂 , 将 前 六 卷 评 成 汉文 ,这 六 卷 的 底 本 是 利 芒 实 的 
老师 克拉 维 乌 斯 (clavius ,德国 人 ,1537 一 1612 年 ) 的 拉丁 交 版 本 . 事 卫 
250 秆 之 后 , 消 威 主 七 年 118S7) 葛 国 大 伟 烈 烛 万 (Alexander Wylie) 和 四 
人 李 善 苦 f1810 一 1882 证 ) 又 把 后 九 卷 腻 成 说 们 ,这 后妃 郑 是 相 据 一 
英文 版 本 详 出 的 ,到 现在 还 不 知道 这 个 英文 版 本 的 译 者 ,有 符 进 一 岂 守 
考 . 直 到 清 同治 四 年 (1865 年 ) 于 人 金陵 在 李 善 兰 的 主持 下 ,将 前 六 卷 和 
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三 欧 儿 里 得 几何 原本 


后 刀 卷 的 译文 侣 刻 成 二 开卷 木 .这 就 是 《几何 原本 》 的 " 明 清 和 ”. 
《几何 厚 水 ?在 世界 上 流行 着 各 种 文字 的 译本 ,其 革 同 :种 文字 有 
好 此 个 详 本 . 近 咎 来 有 些 国家 不 断 出 现 新 的 译本 和 和布 关 的 研究 论文 . 
哆 几时 得 本 人 的 手稿 避 已 失传 .当时 印刷 术 疝 末 发 明 , 在 很 长 一 个 
时 期 内 4 几何 原本 总 是 以 各 种 文字 的 手 抄 本 到 处 流传 ,以 下 仅 恋 儿 种 
艾 闻 的 第 个 印 剧 本 .最 呈 的 4 儿 何 原本 3 的 印刷 本 是 1482 年 在 意大利 
出 版 的 ,当时 普 大 利 出 版 家 爱 尔 哈 朱 得 (Erhard Ratdolt) 在 威尼斯 创立 
乒 :所 印 出 三 ,他 主动 正印 子 坎 由 努 斯 (Campanus) 从 阿拉 们 文 详 出 的 
扩 了 区 本 .出 于 它 是 印刷 本, 因此 流传 较 广 . 1486 年 该 书 在 马尔 姆 
(Ulm}) 重 印 ,1491 年 妈 在 巴塞 水 {Basel) 再 版 ,第 -一 个 希腊 交 印 而 本 是 覆 
里 内 乌 斯 (5imon Crrnaeus) 于 1533 年 在 巴塞 尔 的 译本 .1570 年 在 英国 伦 
组 负 抽 了 第 一 个 英文 详 本 ,这 个 详 本 是 伦敦 的 比 林 斯 里 (H.Billingsley) 
泽 白 项 腊 文 .汉文 第 一 个 印刷 本 就 是 明 万 具 年 问 徐 . 利 的 扩 六 卷 本 . 蒙 
文 版 前 开卷 已 于 1987 年 10 月 由 内 蒙 上 人民 出 版 社 出 版 . 它 是 莫 德 副 
教授 翻译 的 . 
几何 原本 3 流传 日 入 ,出 手 抄 到 印刷 ,经 历 了 不 同人 人 的 政 动 ,使 得 
太 部 分 版 本 内 容 个 尽 相 同 , 命 题 和 多少 及 其 证 明 步 又 亦 人 六 在 差异 .以 敏 册 
现 了 不 少 在 疑 之 处 . 突 竞 哪个 版 本 更 接近 几何 原本 》 的 原貌 , 疝 待 进 - 
步 专 证 .目前 我 国 组 然 有 “ 明 清 本 ” ,但 由 于 它 的 底 小 来 白 两 种 不 同文 字 
的 版 本 ,译文 父系 文言 六, 少 有 涉 确 切 之 处 ,加 之 一 些 术 语 和 再 代 称 法 
不 瞧 愉 同 ,这 样 该 墟 米 很 不 方 使 .这 就 布 必 时 重 新 天 译 4 儿 何 电 本 . 
我 们 选 定 了 近年 米 性 界 上 最 流行 的 .专家 们 认为 较为 确 团 的 希 加 
《EL.Heam 的 珊 译 本 :Fhe Thireen Books of Euelid ss Elementst 哆 几时 得 
《原本 》 上 二 卷 ,1956 年 版 ) 为 底 本 . 现 对 在 翻译 的 过 程 中 ,对 许多 名 闻 
利 关 系 的 译 法 我 们 晓 加 说 明 .例如 ,第 一 卷 中 的 Common Nation .是 详 
作 ”- -和 肌 概念 ,而 这 个 英文 术语 无 疑 也 是 后 人 使 用 过 的 , 近 吾 年来 多 用 
“axinonm (公理). 因此, 我们 把 ”Common Notion" 详 人 必 * 公 理 ”, 欧 几 里 得 没 
有 线段 和 续 的 称 法 ,一律 上 器 做 直线 .有 些 地 方 出 现 ^finite line” ,但 事先 
并 未 定义 ,可 能 是 后 人 无 意 中 加 进去 的 .为 了 不 使 读 省 引起 混淆 ,在 涉 
间 地 万 ,我 们 将 按 实际 情况 ,把 直线 .线段 , 弦 如 以 区 别 .“raqdius" 一 启 较 
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所 i 全 


晚 地 出 现在 证 明 步 驿 中 ,并 末 定 多 .在 公设 中 ,用 的 是 “distance” (中 
离 ) , 吕 由 ”radius 一 词 也 可 能 是 后 人 引进 的 .因此 ,我 们 把 "distance” 仍 
然 嵌 作 距 岗 . 

在 绝 太 部 分 命题 的 证 明 末 民 , 革 并 下 骨 有 “Therefore ele. ”这 足 希 思 
的 用 词 ,可 洋 作 ”上 是 六 云 "或 "上 是 等 等 ”. 据 硕 思 说 , 欧 几 里 得 在 订 题 
未 尼 总 朗 拒 诛 命 题 午 复 写 :由 ,以 示 计 完 , 他 为了 避免 重复 ,用 ”Then- 
fore et “代替 了 原 疝 题 . 托 德 六 特 (Todhouery 的 六 着 本 中 用 广 * Where- 
Fore… 六 :其 意 义 相 阿 . 而 答 “ 明 清 术 “路 ,没有 几 任 条 结尾 问 . 内 此 ,我 
们 认为 略 去 外 诺 这 个 结尾 词 无 损人 局 . 

几 证 明 题 的 末尾 和 下 攻 均 有 “0.E.D 它 是 拉丁 文 “quod crad 
demonslradum 的 缩 革 ,相当 于 英文 的 ”Which Was to be demonstrated = 
Which Wan by be Proved , 音 思 是 * 进 守 ” 几 作 图 题 林 居 丰 有 下 胡 的 “0., 天 ， 
F 训 拉丁 区 "goudg erat faciendum 的 六 写 ,相当 于 莫 交 的 Which was to be 
done”, 访 思 赴 “ 作 完 ”. 

从 第 卷 命题 4 起 , 几 届 证 明 题 , 儿 乎 得 个 题 的 证 明 步 乌 小 都 用 了 
和 请" say thar…”  . 俄 闪 本 问 样 用 了 这 个 短语 .但 是 ,“ 明 清 本 "和 托 德 享 
特 的 黄 详 本 并 本 用 此 短语 ,很 可 能 希 思 详 本 与 俄 详 本 采用 了 同一 个 底 


本 , 或 首相 这 的 眶 本 .短语 的 意思 是 我 断言 …*… “或 者 "我 着: .我 
们 为 了 与 证 明 过 程 咎 的 用 透 甸 调 ,将 它 译 作风 可 证 :…… ”命题 28 中 


的 ”exterier angle equal to interier and opposite ange 被 详 为 "同位 角 相 等 ” 
命 串 34 中 的 “parallelagranmrnic area 被 详 为 “平行 四 边 形 耐 片 ”， 

菠 中 没有 " 知 形 ”rectangl#) 这 个 词 , 调 定 交 了 "直角 平行 四 边 撒 ” 
{rectangular parsllelagram) ,这 是 辐 义 问 . 但 是 ,在 男 一 些 命 题 的 计 明 步骤 
1 出现 "rectangle ,我 们 认为 也 是 后 来 引进 的 ,一律 洋 为 第 形 ”. 

- 提 到 "平行 公理 ”. 人们 总 会 想到 第 5 公设 .但 是 ,上 事情 不 全 是 这 
样 ,“ 明 清 本 "将 半 行 公理 放 在 公论 { 凤 公 再 中 ,而 不 是 在 公设 中 ) 的 第 
11 笨 ; 托 窟 下 特 放 证 公有 压 ( 如 axiom 中 ,而 不是 旋 在 postulate 由) 的 第 12 
茶 . 到 访 哇 个 捍 法 更 接近 4 几何 原本 3 的 原貌 .到 在 述说 不 清 . 我 们 至 少 
诺 访 知道 "平行 公理 "不 一 定 是 第 5 公设, 这些 看 对 哪个 版 本 而 言 . 

第 开卷 第 17 命题 "出 已 知 点 作 已 知 圆 的 切线 ” ,其 作法 与 以 后 中 
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竹 葡 下 证 得 :下 何 版 契 
和 学 教科 书 中 的 作法 不 同 .中 这 教科 节 中 的 作法 红 了 平行 公理 的 等 价 命 
是 ,而 第 17 命题 的 作法 已 片 了 平行 公理 . 葡 儿 里 得 为 什么 不 用 他 提出 
的 下 行 概念 用? 这 种 作 图 法 届 于 "绝对 几何 ”苏联 从 了 工 色 何 作 图 术 威 
模 钙 杜 险 提 f- 一 -- 梨 处 条 大 斯 床 (Mopyyxabt - BEomnrobcgkoih ,他 是 1948 一 
1950 年 俄 交 版 几何 原本 3 的 详 省 } 和 他 的 学 生 涅 斯 塔 湛 维 奇 (TM. 
JJectopoen) 教授 ,在 人 研究 里 巴 研 夫 斯 基于 而 上 的 几何 作 图 时 镀 用 了 这 
个 作法 .有些 大 到 认为 这 个 作法 很 巧妙 ,还 党 认为 是 深 多 给 出 的 . 

第 W 共 定义 5 辟 化 例 的 定义 ,很 策 , 初 € 各 不易 理解 .但 是 ,这 个 定义 
与 现在 的 定义 是 等 价 有 的 ,可 风 当 时 对 比例 论 的 研究 相当 深 记 .在 这 -- 
章 , 似 平 欧 几 里 得 起 把 比例 的 理论 由 数 转 化 到 线段 以 至 出 税 . 体 积 秆 
来 .因为 , 创 没 育 上 和 体 说 明白 研究 的 对 象 三 什么 ,机 在 定 祥 和 命题 中 把 
所 论 对 象 -一 律 称 做 量 (Maagmitudesy ;也许 他 所 谓 的 * 旋 " 看 为 广泛 . 

吹 几 里 得 的 比例 论 影 响 很 深远 . 仿 用 线段 的 比例 刻 退 了 相似 三 角 
形 的 本 压 , 调 相似 二 角形 的 存在 ,表现 了 欧 几 里 得 空间 的 特征 .这 大 一 
个 十 分 重要 的 性 质 . 欧 元 电 得 的 比例 论 曾经 引起 了 希 尔 信 特 的 极 大 注 
总 ,在 他 的 各 著 儿 何 基 删 (有 两 个 汉 洋 本 ,1924 年 由 传 种 孙 , 炳 柱 从 
合 译 ,商务 四 书包 出 版 ;3958 年 江 泽 洱 六 出 俄 交 版 详 出 ,科学 出 版 社 出 
最 ) 肝 专门 用 - 章 { 第 二 章 )? 的 篇 是 重新 研究 了 欧 几 四 得 比例 论 .有 即 不 
用 阿 菜 米 德 的 连续 公理 { 用 了 巴 斯 加 定理 ) 建 立 了 线段 的 比例 论 . 从 而 
建立 了 了 线段 的 送 算 .最 后 ,把 问题 推 到 了 高峰----- 线段 的 丰 例 与 机 他- 二 
甫 形 的 关系 . 

在 第 外 着 中 ,对 于 "着 让 让 ti 了 Bso5sCtoD 或 者 "immBansgisin 
D" 表 声 这 四 个 合成 比 倒 , 坊 们 把 七 人 都 译 为 "A 化 B 如同 DD 

第 处 郑 论 述 了 十 一 种 无 理 线 段 ,内 和 容 娩 复杂 ,又 礁 懂 , 但 是 .条 理 
清楚 .本 详 这 -一 郑 时 ,对 上 上 二 种 无 理 线 段 的 名 称 浅 有 洛 讨 "“ 明 清 本 "的 称 
法 ,我们 作 了 -- 旦 改进 , 度 颖 储 到 随 名 思 艾 . 

为 了 帮助 读者 千 妈 了 阅 让 ,在 其 些 定 文 和 命题 之 后 , 州 打 字 斯 子 少 虽 
注解 . 

记 许 欧 所 豆 科 给 & 和 几何 原 本 3 就 没有 编写 [J 肖 ,可 以 理 出 , 托 得 齐 特 
的 六 卷 本 的 月 录 也 是 他 日 已 编写 的 ;" 明 清 本 "没有 日 录 , 但 是 , 希 思 的 
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黄 译 本 却 有 目录 .为 了 读者 容易 查 疯 起 见 ,我 们 仿照 希 思 纲 与 的 日 焉 ， 
给 此 汉 译 本 也 加 了 -~ 个 日 灶 ， 

翻 详 { 几 何 原本 } 是 一 项 柑 其 尘 繁 的 士 程 .我 们 先 釉 阅 了 有 关 介 绍 
义 章 .译注 ,历史 资料 ,比较 了 多 种 外 文 版 本 , 了解 了 “ 明 清 本 "产生 的 社 
会 文化 背景 , 它 的 序 .路 ,村 议 以 及 译文 . 当 我 们 决定 以 项 思 的 英文 本 为 
席 本 后 ,不 公 遂 读 了 原 多 及 希 思 守 的 导论 与 部 分 详 注 ,而 且 对 扫 些 部 分 
必 了 试 泽 .在 这 期 间 仍 然 不 断 翻阅 原 交 种 有关 资 料 ,以 扩 太 并 加 深 对 
去 几何 原本 # 的 理解 . 

从 1980 年 者 止 式 动 笔 翻 详 ,整理 成 试 泽 稿 , 至 1982 午 秋 完成 全 部 
译 稿 ,并 刻写 油 日 , 寄 给 一 些 专家 .教授 征求 意见 .油印 稿 寄 出 后 ,不断 
收 到 对 译 稿 的 意见 .我 们 把 意见 库 条 整理 . 赋 究 厂 ,发 十 存 详 文 中 有 不 
少 地 广 欠 受 苇 至 屁 错 误 的 . 主 归 原因 是 对 原文 某 些 部 分 理解 不 够 .我 们 
在 油印 稿 的 基础 上 进行 了 认真 修改 ,至 1984 第 夏 重 新 整理 了 一 份 译 
稿 ,再 次 征求 意见 .1984 年秋 ,我 们 收 到 的 意见 更 深入 , 宦 广 泛 , 涉 介 涉 
茂 到 及 体 问题 ,出 蛋 还 涉 太 到 整体 性 问题 ,有 的 同志 建议 我 们 对 4 几何 
原本 的 革 些 问题 进一步 推 项 .经 过 一 生 多 的 探索 .研究 ,我 们 的 译文 环 
旦 有 了 显著 的 提高 . 

1986 什 8 月 在 西安 伸 下 了 有 几何 序 本 少 翻 泽 及 研讨 会 ,我 们 和 到 会 
友 家 们 一 起 对 译 稿 逐 章 . 逐 节 进行 了 深信 .细致 的 研讨 ,对 名 谭 购 详 法 、 
标点 、 分 段 此 技巧 性 由 题 都 作 了 商议 .会 议 后 ,我 们 羡 对 译 稳 作 了 细 生 
合身 的 修改 ,1987? 年 夏 正 式 脱 稿 . 

在 翻译 # 儿 何 原 本 》 的 过 程 中 ,我 们 得 到 了 许多 教 模 和 学 者 的 关心 
和 和 点 持 . 瑰 斋 人 人 教授、 吓 庶 润 教授 自 妨 至 终 美 心 虑 们 的 工作 . 梁 宗 忆 教 
授 疯 庶 了 企 部 详 稿 ,并 为 译文 写 了 序 和 导 吝 .还 提供 了 他 多 第 收 藏 的 各 
个 时 期 出 版 的 有 甘 4 有 几何 原本 》 的 珍贵 图 片 :这些 独 片 给 译本 增色 不 少 ， 

在? 几何 原配 ?一 洋 及 研讨 会 上 , 莫 德 副教授 . 张 往 新 副教授 . 徐 们 
说 副教授 .打上 生 人 副教授 对 译 稿 中 的 定 文 ,各 词 .命题 及 翻 详 方式 谈 了 了 
许多 中 肯 的 抑 解 ,使 我 们 受 疹 菲 浅 . 钟 羡 基教 授 得 知 我 们 翻译 4 几何 环 
本 yy 二 ,特意 把 他 收藏 的 托 德 享 特 (Toqdbunter) 英 文 六 卷 洒 The Flements 
of Faceliqy 情 给 我 们 . 李 迪 教授 不 但 把 我 们 的 工作 向 社会 作 了 介绍 ,并且 
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”三 耽 几 4 时 得 此 休 呈 原 小 


在 他 的 启发 下 ,我们 成 立 了 所 几何 原本》 研讨 会 ”月 尚 息 教授 特意 寡 请 
我 们 ,提醒 芷 翻译 时 应 惰 重 对 待 希 思 版 本 中 的 评注 ,使 我 们 的 工作 日 标 
更 集中 . 少 走 了 许多 硒 路 . 珍 帅 农 救 授 乔 到 了 最 时 的 译 往 以 后 ,从 千里 
之 外 ,给 我 们 寄 来 了 热情 洋 洲 的 入 ,指出 当前 出 版 这 个 译本 的 必 妆 性 ， 
并 用 “ 它 帆 之 石 ; 辣 以 成 下 "的 十 语 鼓 励 我 们 .起 根 榕 教 授 此 次 写 信 建议 
我 们 , 尽 时 出 版 这 个 详 本 ,以 填补 我 国 无 白话 文 译本 的 空白 ,在 此 ,我 们 
对 以 上 诸位 专家 . 数 授 给 予 的 热情 关怀 和 支持 表示 诚 健 购 感 谢 ,对 经 常 
甘心 我 们 堪 作 的 问 志 电 -- 并 致谢. 

陕 上 是 科学 技术 出 版 社 - - 直 茧 励 和 支持 我 们 的 工作 ,责任 编辑 赵 生 
钦 参 有 加 了 我 们 的 4 几何 原本 》 醋 过 会 ,对 我 们 鼓励 很 大 ,在 此 ,向 他 们 笃 
以 衷心 的 感谢 . 

中 于 我 们 水 玫 有 限 , 详 文 香 受 之 处 难免 ,请 专家 学 首 们 批 详 指 正 . 

兰 纪 正 详 第 和 卷 -- 第 V1 卷 ,第 NT 答 -- 第 XI 卷 ; 朱 恩 宽 译 第 YI 一 
X 准 ， 


译 者 
1988 年 7 月 于 陕西 师范 大学 


骨 版 后 记 


进入 20 址 纪 和 于 中 人 年代, 国内 研究 4 几何 时 本 》( 有 时 也 称 《 且 本 》) 
似乎 处 于 一 全 低潮 期 . 据 一 些 文 章 介绍 , 近 一 一 年 来 ,在 国内 发 表 的 
有 关 文章 比 前 七 ,从 十 年 发 表 的 文章 还 鉴 多 ,内 容 涉 友 面 也 较 广 较 
深 >. 相 对 于 1607 年 .1857 年 汉文 六 泡沫 与 九 卷 林 译 出 之 后 出 现 的 研 
究 < 原 本 的 高 潮 凋 襄 , 吕 以 谤 这 又 是 一 次 新 的 研究 高 胜任 :前 两 次 出 现 
了 研究 4 原本 3 的 一 批 苔 者 ,他 但 [Xj 原本 》 作 了 很 多 人 媒 究 , 写 下 不 少 有 
关 玫 何方 面 的 文章 ,一 让 流传 全 今 灾 . 

1982 后 ,我 们 把 我 们 翻 详 的 & 欧 儿 下 得 :几何 原本 字 的 现代 汉文 了 
印 本 寄 给 有 关 单 位 利 - - 些 学 者 征求 对 译 稿 的 章 风 .由 此 ,联络 上: 批 有 
相同 兴趣 的 学 者 ,互通 讯息 ,交流 成 果 . 为 了 更 好 地 研究 & 儿 何 原本 >》, 在 
各 8 医者 的 代 议 下 ,以 陕 凸 师范 大 党 .内蒙 出 师范 大 学 ,四 川 师范 大 学 
为 主 , 成 立 了 儿 何 原本 $ 研 讨 沙 作 组 . 

1986 年 8 月 在 陕 贞 师范 大 学 帮 于 了 第 一 次 研讨 会 .并 有 辽宁 师范 
天 学 几 位 闹 授 参 如 .会 议 期 间 ,对 世 本 消 渍 印 科 作 了 了 深 人 组 化 的 讨论 ， 
并 前 定 了 下 一 阶段 研 窑 的 惠 题 ,商讨 了 以 押 上 作 进 种 .会 后 ,于 1987 
年 ,1990 咎 陆续 出 版 了 4 原本 的 索 文 详 本 (五 郑 本 ,此 德 { 黄 德 半 图 ). 
内 蒙古 大 民 出 版 社 } 及 现代 汉 交 泽 本 ( ?三 基本 ). 

1991 条 8 月 ,在 内 蒙古 师范 大 学 五 开 了 第 一 次 《原本 # 研 讨 会 ,并 
有 攻 京 师范 大 学 的 儿 位 教授 参加 ,会 上 宣读 了 多 箭 论 文 .以 这 次 宣读 的 
论 交 为 主 ,于 1992 牛 , 出 版 了 《了 欧 儿 时 得 几何 原本 研究 》 论 交集 (上 右 德 主 
编 , 内 蒙古 人 民 出 版 社 ,1992) .同年 ,在 台北 几 章 出 版 社 出 版 了 葡 体 字 
再 代 肖 六 有 & 几 L 打 原木 江 以 兰 纪 正 . 末 恩 宽 在 陡 西 科学 技术 出 版 社 出 版 的 
现代 汉文 6 几何 原本 》 为 底 本 ) 节 ， 

1994 年 8 月 ,在 四 川 师范 大 学 召开 了 第 三 次 & 原 木 # 出 过 会 ,并 有 
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三 欧 几 里 得 :几何 噬 术 


中 国 科学 院 和 白 然 科学 史 研 究 所 副 所 长 二 渝 咎 研究 员 夺 加 .以 这 次 会 议 
宇 读 的 论文 为 主 ,出 版 了 第 二 本 《4 欧 几 于 得 几何 原本 研究 论文 集 3( 葛 
德 , 朱 思 宽 坏 编 ,内 蒙 上 右 文化 出 版 社 ,1995). 文集 中 附 有 前 一 阶段 研讨 
内 和 作 组 的 研究 工作 总 结 及 今 厅 研究 的 设想 全 . 

作 这 十 多 年 问 还 参加 了 国内 如 是 的 数学 史 会 议 , 交 流 了 有 闫 论 六 ， 
几 次 接 到 在 国外 行 开 的 国际 数学 史 会 议 的 洲 请 听 , 有 部 分 学 者 .教授 应 
To 

-一 阶段 发 表 的 交 章 太 致 涉及 以 下 几 个 方面 :关于 4 原本 的 内 容 

结构 去 是 蚁 讨论 ,上 奈 本 了》 名 称 由 来 , 民 规 作 图 ,比例 论 , 占 希 腊 数 党 及 万 
再 线段 ,上 由 代数 学 家 对 面积 ,体积 的 研究 ,原本 对 中 学 数学 的 影响 , 国 
国外 版 下 的 流传 . 

以 下 本 谈 到 的 内 容 来 白 近 二 十 年 赎 内 学 者 发 表 的 文章 .这 些 文章 
仅 限 于 研究 4 奈 本 3 的 内 容 , 而 不 是 狂 述 一 个 时 其 内 数学 发 展 忠 .所 以 ， 
涉及 向 较 罕 ,下 而 我 们 将 把 这 些 义 章 分 类 综述 如 后 . 


-原本 2》 问 此 前 后 数学 发 展 般 况 


儿 何 学 的 起 源 并 涉足 像 西 方 人 说 的 于 样 ,发 祥 地 在 所 及 .实际 
与 绕 此 同时 代 的 中 国 . 钱 庶 .巴比伦 的 学 音 们 也 己 地 始 站 
窜 . 各 国 部 相 辐 程度 的 留 下 了 各 自 的 赋 究 成 果 , 其 研究 方法 各 有 所 长 . 
中 国 的 党 并 多 注重 算法 ,也 有 带 辑 演绎 的 证 明 , 同 样 柳 得 二 富 的 成 
如 . 

1. 和 问世 前 的 概况 

市 代 埃 及 遗留 二 来 的 最 早 数 学 著作 要 算 两 部 纸 草 卷 ,一 部 保存 在 
俄国 讽 斯 科 , 咏 一 部 保存 在 英国 伦敦 博物 馆 . 后 - :部 足 埃 成 人 阿 志 斯 
{hmes, 约 公 臣 有 1700) 的 苦 作 ,英国 人 林 德 (Rhind) 发现 了 此 卷 , 经 伯 
尔 提 (Birh, 1868 , 约 同 党 七 年 ) 解 算 , 书 的 片 始 , 写 着 一 - 句 证 "获得 -- 切 
灿 秘 的 指南 “此 卷 中 除 其 它 数 学 外 述 有 几何 问题 ,大 部 分 题目 具有 结 
论 , 少 有 艇 题 过 程 ,这 一 点 似乎 是 古代 数学 普 作 的 普遍 现 莹 了 ,公民 -七 
世纪 在 在, 埃及 ,希腊 在 调 业 上 的 频繁 究 易 促进 了 了 两 地 的 文化 太 人 交流 ， 
希腊 很 多 学 者 去 埃 太 学 避 ,讲学 .当时 ,大 数学 家 泰 列 斯 (Thales, 大 约 公 
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元 前 640 ~ 546) 研 究 过 三 角形 ,和 面积 ,体积 ,他 利用 金 宁 墙 的 影子 测 得 了 
塔 高 ,在 公正 前 585 年 准确 的 预报 了 一 次 种 蚀 ,使得 埃及 国士 阿 尖 西 斯 
Amasis) 惊 哎 不 已 . 

毕 达 和 骨 拉 斯 (Pythagoris; 公 天 朋 380 ~ 500) 是 泰语 斯 的 学 生 , 共 学 宾 
成 就 很 大 涯 .但 是 ,没有 六 下 书面 奢 料 ,仅仅 通过 普 册 唤 鲁 (Prmoclus ,412 
-485) 在 汁 解 《原本 ?第 一 郑 时 .在 他 朱 间 阿达 弓 期 (Podanmas， 公元 前 
335 秆 左右 ) 的 5 几何 出 ?由 发 现 子 关于 毕 达 哥 扩 斯 的 成 就 ,得 知 毕 氏 侠 
究 过 . : 久 形 ,站 行 线 , 揭 尺 形 ,多边形 …, 勾 股 定 全 ,并 发现 了 无 奉 数 *2 
在 数学 方法 上 初步 涉及 到 演绎 法 ,又 在 证 明 命题 时 用 了 归 雇 法 .早期 的 
必 际 本 小 第 Y 郑 命 题 117 是 x2 无 理性 的 证 是 .但 是 ,在 项 忠 CHeath) 的 
《原木 十 一 郑 > 中 设 有 此 命题 . 毕 达 醋 拉 斯 之 前 ,大 约 公元 前 3500 年 二 
右 , 巴 比 伦 大 就 知道 了 .了 边 长 分 别 为 120、119 .169 的 一 角形 是 真 角 二 
角形 .到 了 毕 氏 时 代 , 人 们 对 瑟 舶 二胡 形 有 了 更 深入 的 倒 究 , 毕 氏 把 吾 
角 . :着 形 三 边 之 癌 的 关系 遇 纳 为 局 + 车 = zx,* 为 直角 于 角形 央 直 
,2z 为 斜 边 ) 区 如 ,一 组 数 2r+1,2n2+2n2n2+2n+1 就 适 侣 这 
个 等 式 { 方程 ). 

大约 在 我 国 战国 之 简 的 “部 数学 著作 《 周 租 算 经 ?》 中 已 经 有 “ 勾 三 
股 四 攻 让 "的 记 开 . 我 们 称 这 种 美 系 趟 为 陈 子 空 奸 ,有 西方 人 则 称 为 毕 
氏 定 理 .此 定 嫂 是 & 原本 3% 第 一 着 命 题 条, 它 以 币 积 的 形式 出 更, 从 题 48 
是 命题 47 的 递 命题 .此 命题 在 以 后 数学 中 的 作用 很 大 ,引起 人 和 们 的 重 
视 , 证 法 很 多 .特别 是 ,后 世 数 学 家 对 这 个 关系 忒 刀 + 天 = 二 作 了 喝 深 
人 的 研究 和 和 发展. 获得 了 大 熏 的 重 坚 结 打 ,引出 了 了 惊 世 的 发 现 ( 炽 号 大 
定理 .法 国 )， 

欧 多 上 克 索 类 (Eudoxus, 公 元 前 460 ~ 357) 是 阿 条 扫 塔 斯 (atchytes) 的 
学 年 ,人 赋 究 过 楼 锥 , 棱 梓 的 体积 ,无 理 数 理论 . 络 出 了 线 眉 的 首 金 分 割 方 
法 ,和 慌 大 的 让 上 献 足 为 正 例 论 建立 了 - : 套 完整 的 到 论 系统 . 后 来 ,人 们 经 
常 把 5 原本 中 的 比例 论 称 做 欧 道 部 索 斯 比例 论 . 他 又 等 这 佑 用 旋 绊 法 
代替 实验 法 .并 主张 每 个 命 乾 的 证 明 虚 有 根据 .从 而 .把 汗 绎 法 引 和 人工 
几何 的 证 出 中 . 

安 蒂 丰 (aAntiphon ,大 约 公 无 前 430) 为 了 研究 作 峡 题 " 圆 积 化 方 “《 求 
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作 一 个 正方 形 ,使 其 催 积 等 开 一 个 已 知 图 的 面积) 而 引 遇 了 党 竟 法 ”， 
用 加 的 内 接 止 多 边 撒 周 长 道 近 圆周 得 到 了 各 的 周 长 . 

汉 殉 尔 { 德 ,Hankel, Hermann, 1839 ~ 1874) 认 为“ 穷 遍 法 "是 负 滤 克 
拉 斯 给 出 的 .了 凡 为 , 硕 氏 用 穷 竟 法 证 明了 两 国之 引 等 于 其 直径 平方 之 比 
(原本 》 第 旭 着 ,命题 2, 其 中 还 用 到 了 归还 法 ) 六 . 

柏拉图 (plato, 公元 前 426 ~ 347) 是 天 腊 币 名 的 梧 学 家 , 受 毕 达 哥 拉 
斯 学派 的 影 啊 很 这 , 特 别 重 视 几 何 , 对 区 何 发 展 起 了 很 大 的 推动 作用 ， 
他 让 张 用 抽象 理论 研究 几何 ,并 提出 要 拒 逻 辑 方法 引进 几何 , 闽 以 政 革 
以 入 的 叙述 方法 . 午 视 严 密 的 定义 ,公理 ,以为 公理 与 定 归 的 意义 .地 位 
上 FF 应 有 区 别 ; 公 哩 应 是 最 的 美 系 . 欧 几 里 得 的 公理 是 五 条 入 的 美 系 ,这 
出 许 受 到 柏拉图 的 影响 . 柏 氏 的 王 张 对 以 后 把 演绎 法 引信 数学 启发 很 
大 ; 影 啊 深 过 . 

旺 里 斯 多 德 tArisiolle, 公 契 拘 384 ~ 322) 是 相 拉 图 的 尝 生 ,他 在 后 
学 上 的 成 就 这 上 岂 过 在 数学 的 成 就 ,他 的 名 昔 ¢# 形 而 下 学 》( 有 中 详 本 ) 
和 的 形式 园 缉 次 谋 的 影响 了 以 后 和 白 然 科学 的 推 志 方法 与 系统 化 .特别 
是 给 数学 的 公理 化 盾 供 了 理论 和 方法 基山 .另外 ,他 还 此 用 哲学 下 息 为 
者 导 ,人 在 大 址 的 科学 成 果 中 上 去 发 更 普遍 规律 和 处 埋 问 题 的 统一 方法 (网 
他 的 & 工 具 论 条 .很 多 学 者 也 想 拒 大 基 的 数学 成 于 条 统 化 .但 部 缺 乏 明 
确 的 认识 , 淮 有 处 理 问题 的 方法 . 

到 了 欧 儿 里 得 时 代 , 数 党 已 综 积 染 广大 量 成 从, 太 了 让 有 明 合 是 的 及 
体 方 法 (如 , 归 读 法 , 穷 赐 法 等 ) ,形式 退 辑 的 二 段 论 法 又 提供 了 数学 演 
绎 法 的 哲人 党 基础, 这--- 雪 者 给 欧 几 里 得 原本》 的 形成 起 了 蓝 基 作用 .从 
而 使 得 欧 拖 末 得 能 够 写 出 -部 公 埋 化 的 数学 典范 & 味 小 》. 

原本 3》 共 十 三 痊 , 以 后 有 人 线 写 了 雌 状 ( 纯 第 XIV 着 ,第 XVW 着 ) . 
因此 ,以 后 府 世 界 流传 着 《原本 3》 十 三 卷 本 与 十 天 善本 .如 , 希 思 的 4 原本 
[三 誉 了》 与 我 国 刊 出 的 4 明 清 本 》 十 术 关 . 

2. 问 世上 后 的 概况 

在 原本 3 同和 之 后 ,不 斯 出 现 有 重大 页 献 的 占 代数 学 家 .他们 研究 
的 苇 些 课题 与 《原木 》 -此 内 容 和 有 一定 的 联系 .以 下 晓 雍 几 位 数 党 家 在 
这 方面 的 重大 成 采 . 
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爱 拉 EE 基 [ 散 (Eratosthenes ,希腊 , 约 公 丐 静 276 - 前 195) ,他 是 亚 力 
山 夫 峡 书馆 长 .数学 家 .哲学 家 .诗人 ,在 当 时 很 负 盛 名 .他 计算 出 了 地 
球 的 周 长 ( 大 贺 ) ,区 在 数 ? 人 例如 , 求 素数 的 六法 一 一 
得 法 茸 .这 个 方法 是 求 不 大 |- 给 定 的 白 然 数 N 的 全 部 素数 . 

解 ” 先 地 册 1 到 入 的 全 体 整数 ， 

1.2.3，…N. 

先 划 去 1 .然后 划 去 所 有 2 的 倍数 ,不 划 掉 2; 再 划 去 所 有 3 的 倍 
数 , 不 划 掉 3; 村 划 去 5 的 信 数 ， 小 划 操 i, 等 等 ,把 这 种 方法 继续 下 去 ， 
直到 和 N 的 最 大 素数 为 I 上 ,余下 的 数 就 是 不 大 于 NN 的 全 部 素数 . 当 
然 , 这 个 方 汗 作 量 很 太 . 们 是 在 ， 当时 来 将 , 忆 经 足 一 个 了 不 起 的 贡献 . 

到 理科 (Diophamtus, 入 脐 . 公 元 250 ~ 275 在 行 ), 曾 写 过 儿 部 数学 ， 
流传 全 今 的 有 《和 代 术 》. 其 中 主要 讲 数 的 理论 , 记 虐 了 大 芋 研 究 不 定 方 程 
整数 解 ( 或 肌理 数 解 ?的 问题 .直到 项 在 大 们 还 把 -个 ( 或 一 组 ) 束 系数 
的 不 证 方程 刁 惯 上 称 为 “五香 鲜 方 各 ”. 他 从 平方 .立方 等 等 定 交 开始， 
对 其 中 的 每 一 个 都 站 入 了 特殊 符号 .加 法 是 用 于 到 来 表示 的 ,这 种 形式 
的 符号 -一直 济 用 到 17 乱 纪 ,而 后 .二话 渐 演 浊 为 韦 在 所 用 的 算术 符 叶 系 
统 ,天 性 图 全 完 了 形 妇科 + 产 = 于 的 不 定 方程 的 整数 解 的 问题 , 区 赋 
帘子 虹 旭 了 = A + Bett i+ Bx r+ Cr+D 的 解 的 问题 ,他 示 
试图 把 一 个 给 定 的 数 表示 成 儿 个 半 方 教之 和 | 

如 ;8n+7(n 为 非 侧 整 数 ) 不 能 表示 成 一 个 平方 数 之 和 ;又 指出 , 当 
n 不 是 奇数 时 .2n +41 可 以 表示 为 两 个 数 的 平 六 和 等 等 . 

又 如 :把 16 分 成 两 个 数 的 平方 数 , 设 :个 平方 数 为 42, 则 另 :个 
数 为 16x?, 他 设 广 -个 方程 ,16 一 =(2x -4)2, 得 = 
从 而 ,得 出 两 个 数 的 平方 为 (9 用 (十 2， 

下 番 图 的 昔 作 共 一 部 ,《 论 多 边 形 数 》( On Polygonal Nombers) ,只 保 
仔 下 - : 些 昌 断 二 衍 论 3Porisms) 和 所 传 了 ;只 蕉 下 《算术 》, 原 共 十 一 卷 , 击 
促 久 下 六 卷 必 算 末 》 全 有 189 个 问题 ,相当 深奥 , 解 方程 是 一 题 - 解 .有 
人 说 :“ 近 代数 学 家 研究 了 盏 稍 图 的 100 个 问题 后 ,大 解答 101 个 题 时 ， 
仍然 感到 困难 " ,例如 ,他 在 $4 衍 论 》 中 有 一 个 问题 . 
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旧 个 有 埋 数 立方 的 关 也 是 赐 个 有 型 数 立 方 之 和 和 . 

以 后 ,很 多 大 数学 冢 都 人 斌 究 过 这 个 问题 , 妃 , 韦 达 、 费 入 . 欧 拉 . 拉 格 
上 明日 -他 还 提 各 把 一 个 数 表 冰 成 阿 个 .一个 或 四 个 数 的 平方 和 的 命题 . 
后 琴 ,分 别 由 及 面 提 到 的 包 丰 数 尝 家 完成 了 . 

他 的 算术 淡 丰 能 急 虞 & 凤 在 # 有 有 明晰 的 狂 绎 结构 , 背 明 的 山 纳 ,而 
足 - - 题 一 议 ,一 题 一 解 . 他 被 后 让 数学 家 称 为 代数 学 吕 衬 |. 

证 能 由 村: 受 于 番 图 对 一 个 平方 数 分 成 两 个 平方 数 , 旭 = x 二? 
的 闵 数 解 的 启 安 ,350 多 年 而 法 思 数 学 家 皮 绕 水 : 德 . 费 局 (Fiere de Fer- 
mat 160] ~ 1665) 提 出 ， 

当 n>2 时 ,方程 x+ = 2 没有 整数 解 .后 世 数 学 家 称 这 个 问题 
为 费 蕊 大 定 师 .此 后 一 个 客人 性 纪 , 费 革 大 定理 成 为 时 办 上 最 茹 各 的 数学 
礁 题 之 一 , 吸 刘 历代 数学 家 为 它 的 让 朋 竺 出 了 已 太 的 努力 ,在 力 地 排 动 
了 数论 万 全 整个 数 '" 闫 的 进步 ,1984 年 ,这 -及 掉 礁 蜗 被 黄 国 数学 家 安 
德 兽 : 威 水 斯 (Amdrew 可 iles 解 这， 


下 原本 2》 的 们 人 


“斯 十 儿 年 米 ,4 碌 栈 》 被 至 成 各 种 文 个 ,并 以 各 种 形式 的 抄 术 上 印 
币 本 流传 于 让, 成 了 一代 关 一 代 友 少年 学 习 科 党 的 经 典 , 其 宇 像 阿 甘 米 
德 1Arehimeses .公开 而 287 ~ 212) 、 后 顿 ([. Newton 1642 ~ 1727) 这 样 的 
科学 王 匠 都 从 路 没 起 创造 的 源 录 "到 了 我 国明 清 是 代 经 两 次 将 《 奈 
本 > | 五 状 说 为 汉 交 言 交 .自从 4 原本 ?传人 人 我 国之 后 ,对 明 清 两 代数 学 
发 展 起 逢 了 - 定 的 推动 作用 .也 成 为 中 西 交 化 交流 的 桥梁 . 

1.《 闲 本》 传 入 及 汉文 译名 的 由 来 

从 一 些 资料 分 析 ,“ 生 在 十 三 此 六 原本 》 域 曾 侍 人 我 国 .元 代 干 二 
和 科 二 二 年 (1273 年 } 语 大 从 
风 合 用 经 3 中 有 一 部 名 为 4 上 L 和 忽 列 的 四 全 算法 段 数 和 二 部 3 的 久 , 有 大 
读 为 ' 儿 外 如 的 * 即 ' 欧 几时 得 "的 并 一 音译 .回回 书 当 指 阿拉 伯 交 宁 书 
籍 "于 

原本 原来 脸 丰 有 十 三 卷 ,后 葬 卷 是 公 届 前 2 捞 纪 及 公元 6 丝 纪 为 
他 大 所 续 编 .最 先 将 后 两 卷 详 成 阿拉 伯 文 的 是 10 批 纪 岂 格 达 学 者 十 斯 
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塔 CQustaibn Liqa ? ~912). 蒙 占 大 担 列 几 (1219 ~ 1265) 在 中 亚 建 六 恨 
水 汗 国 ,他 的 首席 科学 顾问 纳 速 刺 丁 ' 徒 忠 (Nasir Eddin,1201 ~ 1274) 于 
1248 年 完成 下 十 卷 阿 拉 伯 六 4 序 本 3》 收 订 本 .可 能 是 存 1273 年 左右 藏 于 
无 代 司 大 台 的 那 部 书 ,也 许 是 路 亚 地 区 天 交 学 家 上 沉 到 中 国 来 的 最 新 的 
阿拉 伯 文 抄本 .后 直 林 见 到 这 个 抄本 ,可 能 也 未 详 成 汉文 . 

扬 传 教士 斐 化 行 (H. Bermard, 1897 -2 在 & 利 玛 室 可 鲜 与 当代 中 国 
社会 由 提 到 , 泪 太 素 (? ~ 1612) 与 -位 姓 将 的 举人 曾 企 角 翻 详 《 原 
本 少 .但 没有 有 结果 .可 也 已 经 有 大 早 想 翻 译 此 书 . 

明 朝 时 ,1582 年 意大利 传教 二 利 玛 蹇 来 中 国 时 , 带 来 了 拉丁 交 版 
《原木 15 卷 》. 1607 年 ,他 与 徐光启 将 前 六 卷 译 为 汉 奖 塞 交 州 印 .全 清 
朝 ,1857 人 外 全 普兰 盯 伟 烈 亚 力 译 山 了 原本》 后 儿 卷 . 

1865 年 ,村 巷 兰 又 将 六 着 各 九 善 侣 刻 成 十 二 卷 本 ,后 称 “ 明 清 本 ”. 

汉 译 4 几何 诛 本 》 和 名称 的 山 来 也 许 是 这 样 的 .当初 , 喀 儿 里 得 很 可 能 
把 他 的 数学 户 昔 定 名 泡 € 原 本 》( 英 交 Elemeun) 原本》 是 “原理 "“ 基 
础 "的 意 四 .但 是 , 它 在 长 期 的 流传 直 程 中 出 现 了 两 种 名 称 , 一 种 是 4 原 
小 》, 另 - -种 是 4 几何 水 本 》. 

1607 年 ,徐光启 . 利 玛 变 从 克拉 维 扎 斯 {CClavius，1537 ~ 1612, 利 
蕊 案 的 老师 } 的 拉丁 交 4 原 本 15 卷 》 中 硕 译 了 前 六 卷 .他 们 把 这 个 洋 本 


定名 为 & 几 们 原本 》. 在 “原本 "之 前 族 加 广 几 何 " 二 字 .1857 年 , 李 六 
三 ,和 伟 型 亚 力 全 合 详 了 奈 本 》 后 九 荐 ,但 对 底 本 米 源 涪 法 不 -一 , 仿 然 将 


详 本 人 算 名 为 几何 原 本 3》. 译 者 : 定 有 他 们 的 起 法 . 
我 们 在 详 希 思 {T.L. Heath) 人 The Thirteen Hooks of Euclid's Elements》 


芍 时 候 遇 到 了 问题 . 珊 思 瑞 文本 没有 ” 儿 何 ”二 宰 , 我 们 应 该 把 议 详 本 怎 
样 定名 ? 


公元 4 性 纪 有 名 的 赛 荆 (Theoa 约会 元 390) 的 抄本 上 太 1808 年 拿 被 

仑 仁 焚 莆 门 图 书馆 发 更 的 硕 腊 文 抄 本 ( 据 考 证 应 早 本 赛 笃 的 修订 本 ) 各 

称 都 是 4 原本 .1536 生 , 奥 伦 卉 斯 (Oroutus Finacus) 在 巴 歼 发 表 『“ 欧 几 

里 得 4 几何 际 本 "六 六 卷 .1570 年 ,英国 的 比 林 斯 里 (Henry Bilingsler) 的 

英文 详 本 在 席 页 上 印 着 《4 儿 何 原 本 》, 这 个 英文 版 本 流传 较 广 ,影响 较 

大 .可 见 徐 、 利 最 初 把 详 本 定名 时 经 过 本 性 重 的 深思 熟 虑 之 后 ,在 " 原 
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本 之 前 吉 上 广 几 何 " 一 学， 几何 "一 字 人 在 我 国 占 已 有 之 ,月 泛 指 事物 
的 大 小 : 莉 的 老少 而 襄 .加 之 ,国外 也 有 和 冠 以 " 斤 何 "的 名 称 .也 许 由 于 这 
样 的 原 河 , 徐 、 利 二 大 跌 把 译名 定 为 《几何 原本 》 .全 ,和 伟 也 省 受 徐 , 利 的 
影响 ,也 话 了 “ 儿 何 "人. 

由 于 以 [这些 友 素 ,我 们 也 把 希 起 英 义 相 的 汉 半 译名 定 为 # 几 何 原 


本 站. 

近年 来 ,对 这 个 问题 讨 伦 的 文章 有 多 篇 . 共 中 探讨 较 识 ,论证 较 窗 
的 文章 当 阁 文 [2.17.27 .今后 ,-- 斌 还 有 新 的 见解 出 现 . 

2.& 原 本 》 对 明 清 两 代数 学 发 展 的 影响 

在 骨 朝 时 , 陈 *$ 库 本 »》 之 外 ,还 翻译 了 里 多 的 数学 书籍 .如 ,4 测 直 全 
尽 $ 巡 攻 例 规 解 了 5“ 圆 容 较 文 》 等 .对 我 国 数学 发 展 起 了 - 定 的 推动 作 
用, 其 中 ,以 原本 ?尤为 突出 .当时 ,在 我 内 出 现 了 一 批 研究 数学 的 学 
省 ,如 .全 之 藻 , 汪 前 把 二 十 针 种 详 书 合 编 成 天 学 初 加 》, 恒山 发 行 ,将 
& 原 本 用 六 人 卷 收 入 其 中 ,地 符 霸 偿 把 西方 数学 与 中 国 4 九 章 算术 少 体 例 
分 成 几 个 专题 ,于 用 中 国 传统 方法 解 算 癌 是 . 

个 了 洁 初 车 本 及 外 来 详 书 这 渐 为 中 国 掌 彰 所 理解 和 接 党 ,学 局 
原本》 及 其 他 详 书 的 党 者 H 签 增多, 出现 卫 批 硝 究 与 旧书 的 学 首 ,他 
条 7 出 了 许 区 在 关 玫 何 著作 ,流传 全 今 .有 代表 性 的 有 名 学 者 手 属 棉 文 
砸 (1633 ~ 1721) .他 其 有 & 区 股 举 陆 少 作 几 何 摘要 让 八 儿 何 通 解 训 必 儿 何 
补 篇 》 等 等 .还 有 其 他 学 者 也 久 下 了 不 少 普 述 ” . 

17 世纪 形 上 数学 家 们 虹 利 1 中 钴 比利时 ,Bernoullis 的 家 族 被 称 为 
数学 家 族 , 序 固 是 在 17 .18 仁 纪 , 祖 孙 三 代 贞 了 了 和 后 密 往 数学 家 ,并 有 年 
大 贡献 ,被 数学 界 称 为 们 人 努 利 [ 数 学) 家族, 这 在 址 办 数学 界 是 少见 的 . 
我 国 的 悔 交 占 也 是 一 个 特殊 的 家 族 , 祖 种 三 代 存 入 妃 位 研究 数 党 ,不 伺 
有 一 记 的 贡献 ,而 玫 在 当时 影响 很 大 .因此 ,也 有 大 氛 文 称 他 们 为 梅 文 
射 (5 数学) 宗族 ， 

到 了 清 胡 ,康凯 令 " 梅 成 ( 梅 祥 电 之 孙 ,1681 ~ 1763) .和 何 固守 . 明 安 
图 (1692 ~ 1765) 和 等 人 编 千 大 型 天 文 数 空 白 科 全 节 .1721 年 元 成 《 律 历 济 
洲 3 一 白 灌 ,其 中 《数理 精 编 》 五 | 三 状 , 为 集大成 的 数学 百科 爹 书 ”. 上 
编 五 券 “ 立 纲 明 体 ”, 其 中 二 .三 ,四 着 为 《几何 原本 》 十 二 着 .这 个 《 儿 
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何 原 本 才 和 了 欧 几 里 香 的 5 几何 原木 》 轿 述 形式 .体例 .结构 完全 不 同 , 仅 为 
几 林 内容 而 已 ,后 又 有 广 广 七 卷 本 ,汉文 七 着 本 及 汉文 十 一 卷 本 , 均 与 
《数理 精 编 和 中 的 4 几何 原本 》 内 容 .结构 相近 , 据 专 家 考证 认为 .这 些 版 
本 很 可 能 同 出 一 源 ， 

竣 止 当政 之 后 ,大 兴 诡 宁 灼 , 故 一 般 知识 分 子 转向 埋 洋 于 上 册 籍 的 整 
理 与 研究 .这 就 是 以 考据 学 为 小心 的 坦 址 学 涛 兴起 的 背 拒 .和 色 了 喜 隆 年 
间 常 常 接受 士大夫 的 意见 ,开设 凤 库 全 书馆 ,编辑 四 库 全 书 》, 共 中 收 
集 了 了 原本》 六 卷 本 .这 时 出 现 了 一 个 研究 出 典 数学 的 疝 潮 ,当时 还 出 现 
了 一 些 数学 家 .如 , 李 锐 (1768 ~ 1817) 全 他 的 时 人 人 传 汪 传 论 ”中 曾 说 
“( 西 方 传人 的 数学 蓝 述 ) 当 以 & 玫 何 厌 本 ?为 最 ,以 共 不 言 数 而 颅 能 于 娄 
之 理 也 .” 又 有 焦 循 (1763 ~ 1820) . 注 柴 (1768 ~ 1813}) 邦 起 当 时 有 一 定 成 
怠 的 数 党 家 ,他 们 在 代数 学 方面 都 丰 不 人 少 著述 ,很 本 能 受到 % 碌 小 与 时 
方 数学 理论 的 影响 ,把 这 些 娃 沦 用 于 研究 我 国 的 出 典 数 学 .因此 ,人 在 代 
数 方 向 获得 了 很 多 成 果 . 风 六 [11. 寻 ]. 

李 羡 兰 在 译 4 原 本》 之 阐 就 对 数学 有 有 一定 的 研究 .1857 后: 他 利 作 
询 业 万 合谋 的 4 蛛 本 》 后 蕊 卷 正 式 刊 出 .于 1865 年 你 将 4 原本 % 放 六 关 和 
后 儿 卷 合 记 成 十 开卷 本 ( 明 清 本 ) .他 善 和 在 & 原 个} 刊 出 之 后 ,区 写 了 很 
多 有 关 几 和 何 的 著作 .不 得 对 《原本 } 作 很 多 注 种 , 达 把 尝 多 问题 向 前 推 
进 了 . 

李 立 兰 之 后 ,多 有 顾 观 区, 吴 央 溢 等 多 位 学 省 姬 究 了 4 原本 3》, 计 要 
出 了 儿 部 儿 何 著作 ,这些 和 苦 作 允 & 原 本 》 的 内 容 作 了 某 些 注释 , 述 作 了 了 进 
一 步 的 发 挥 . 

1862 年 ,在 北京 成 站 了 同文 馆 , 在 天 文 算 学 销 让 以 有 原本 加 为 教材 ， 
后 来 又 把 4 原本 3 玖 编 为 教材 , 

由 以 上 叙述 , 串 以 知道 ,《 原 本 3》 经 明 .、 清 上 申 次 传 入 我 国 .他 次 传人 我 
国之 后 ,都 在 国内 掀起 了 尝 避 《原本 》 必 其 它 数 学 的 高 潮 . 由 此 ,可 其 & 原 
本 》 传 人 后 对 我 国 的 数学 发 展 起 到 了 税 极 作用 ,对 明 清 两 代 的 数学 家 的 
研究 工作 志 到 了 椎 动作 用 . 文 LI 在 谈 到 & 原 本 》 在 我 国 传播 的 同时 广 
斌 地 论证 [ 序 木 3 对 我 国明 清 两 代数 学 家 的 成 长 以 及 对 他 们 研究 工作 
的 影响 ,作者 以 《原本 》 的 传人 为 主线 ,全 面 沦 述 了 明 清 黄 代 数学 发 展 的 
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概貌 .如 果 饥 要 更 广泛 ,风骨 致 深入 的 了 解 徐光启 . 李 善 兰 的 T 作 与 数 
学 术 完 的 成 末 以 及 《原本 3》 传 人 后 明 清 数学 的 发 展 ,就 请 阅读 义 [7 .111. 


三 《原本 3》 的 结构 及 其 理论 二 偶 


1.% 原 本 3》 的 公理 化 结构 

《原本 》 是 一 个 实质 公理 学 , 它 给 出 了 现实 空间 的 其 体 对 象 一 一 点 、 
线 . 面 以 及 抽象 出 的 数 .这 些 床 始 慨 念 部 有 定义 (或 者 说 大 说 明 ) ,这 些 
对 得 应 满足 的 关系 ,就 是 所 请 的 公设 和 公理 .根据 这 些 公设 .公理 ,并 通 
过 逻辑 的 让 其 得 全 了 极其 让 帘 的 四 衣 多 个 命题 .4 原本》 的 诞生 ,标志 着 
住 公 无 前 300 年 左右 数学 就 先 于 其 它 学 科 而 成 为 - 门 独立 的 学 科 . 

了 拘 几 里 得 提出 了 五 个 公 度 和 五 个 公理 , 它 梅 成 了 历史 上 第 一 个 数 
学 会 理 体系 .这 些 会 设 利 公理 在 第 工 卷 前 34 个 命题 中 都 分 别 被 应 用 
了 , 旭 ”1.1( 第 上 卷 第 工 个 草 题 ) ,在 :个 线段 二 作 一 个 等 这 -有 用 形 " 中 应 
用 了 [会 没 1 和 [公理 1]; 如 "1.4, 苦 两 个 -角形 有 两 边 分 别 相等 , 且 夹 
角 相 等 , 娜 么 底 也 相等 ,两 个 二 角形 余 等 ,……… ”. 其 中 用 到 [公理 1]; 在 
“1.5 由, 如果 两 直线 相交 , 则 它们 区 成 的 对 顶 旬 相等 ”其 中 用 刘 [ 公 设 
4 ,在 "1.16 中 ,在 任意 三 角形 中 ,车 延长 一 边 , 则 外 人 角 太 本 任何 -个 内 
对 骨 " 中 用 到 本 公 汉 41;" 平 行 公 量 ”, 即 第 5 公设 第 一 次 出 现在 “1.29， 
- :直线 与 两 条 平行 线 相 光 , 则 内 铺 角 相等 ,…… “中 ;|[ 公理 2] 在 1].34|] 
中 被 应 用 了 . 

+ 原本 3 的 公设 和 公理 是 经 过 精心 选取 的 ,公设 2 说 明了 直线 县 有 
无 限 性 , 它 届 FF 绝对 几何 范围 ;第 5 公设 { 即 平行 公理 ) 和 其 它 公设 和 公 
理 决 定 了 所 得 的 儿 何 是 局 儿 时 得 的 二 维 空间 的 儿 何 , 即 基 撤 物 型 的 几 
何 .由 于 公设 ,公理 集 以 现实 空间 为 模型 ,故而 它们 是 无 六 盾 的 .但 又 是 
不 完备 的 ,因为 很 多 地 方 借 助 于 图 形 直 观 , 人 们 认为 这 足 g 原 本》 的 缺 
点 .而 在 4 原木 # 公 股 和 公理 的 基础 上 ,和 灶 是 利用 了 留 形 的 直 规 , 即 灌 认 
了 “ 些 串 实 {( 即 直线 .平面 和 空间 的 连续 等 ). 才 使 得 4 原本 》 中 的 平面 几 
何 、 立 体 几 何 的 命题 部 成 立 ,这 些 理论 已 成 为 数学 的 基础 ,我 国 现行 中 
党 的 几何 课本 的 体系 仍 以 ¢ 原 本》 为 基础 ,课本 的 内 容 也 几乎 汕 有 超过 
其 内 容 . 
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有 人 依 $ 原 本 )》 扇 少 某 些 公理 而 提出 了 儿 何 的 二 个 悖 论 一 一 征明 任 


个 三 角形 是 等 膝 的 ;证 明 坪 角 等 ] 印 第 和 让 明 从 一 点 到 一 直线 有 贞 笨 
重 线 .我 们 来 看 他 们 是 


怎样 下 明和 伍 何 三 角形 4 
是 等 采 二 角形 ”这 个 命 

滋 ABC 为 任意 二 a c 总 
角形 , 作 一 4 的 平分 线 D Ds 
和 BC 的 王 直 分 线 , 从 
它们 的 交点 下 分 别 作 图 1! 图 2 


4B、 AGC 的 重 线 ER 和 
Re , 王 中 分别 为 玉 各 避 , 连 接 E88 和 EC( 图 1). 

由 以 上 和 件 法 可 以 和 证明/ B= 一 性 

这 个 谷 题 是 大 们 为 广 洲 明了 殉 几 里 得 缺少 “ 汀 序 公 理 " 而 得 的 性 论 . 

然而 ,这 种 证 明 忽 视 了 获 氏 几何 基本 论证 方法 .问题 出 在 没有 按照 
作 图 点 求 作 图 ,市 任意 设想 五 点 之 位 置 , 束 依 此 错误 图 形 扩 以 论 让 . 举 
实 上 (不 失 - 般 件 ), 作 全 406 的 外 接 圆 ,可 以 论 让 下 点 壮 全 4BC 之 外 ， 
昌 旦 BC 昨 的 中 点 ,由 可 讶 得 6, 分 别 在 48 之 外 利 4C 之 [NC AC > 
AB ). 

{当然 , 凤 使 图形 较 淮 确 , 也 鉴 和 依 碌 推 泪 , 风 2). 

不 难得 出 “证 且 占 角 等 于 转 篆 ”和 和 * 计 明 从 一 点 到 直线 有 禺 笨重 
线 " 册 俞 卜 泪 明 中 的 还 误 . 

当然 ,并 不 是 说 “顺序 公理 "不 必 览 提出 ,J 们 是 说 此 三 个 惊 论 之 论 焉 
不 是 以 说 是 向 题 . 

被 议论 轻 多 的 公理 4 不 就 是 公用 在 矿工 4] 与 “18 过 对 应 相 
等 , 疝 二 角形 个 等 " 吗 ? ,如 将 [IT.4] 作 为 公理 以 代替 公理 4, 耐 118 是 可 
以 从 [4 得 到 的 . 

所 本 } 中 还 用 到 了 一 些 被 默认 的 假设 .如 在 论 及 人 到 比例 时 ,. 定 
多 4 给 出 * 当 个 是 售 以 后 大 于 六 个 组 , 则 说 两 个 量 有 一 个 比 ”， 
然而 在 点 用 时 ,只 要 论 芒 两 个 线段 时 就 认为 有 … 个 比 ,而 从 未 证 天 贿 线 

关 人 $1 
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乔 吹 儿 量 得 :几何 还 本 


段 吓 弄 满 幢 定 文 4 的 条 件 . 这 就 是 以 后 语 加 的 阿 基 米 德 公 绅 ， 

住 s 原 本 中 ,对 二 疯 图 撒 的 利用 有 下列 二 种 情况 : 此- -是 欧 儿 里 得 
在 一 些 命题 中 利用 图 形 的 特殊 情况 而 得 小 一般 结论 ;其 二 是 正确 的 二 
疯 计 定 , 则 直线 相 困 的 连续 性 等 (这 两 种 情 沈 已 为 数学 家 所 指出 }) ;第 二 
是 把 图 形 公 作为 论证 的 直观 示意 ,从 中 看 出 条 件 的 内 在 联系 ,而 图 形 并 
不 作为 论证 的 依据 .这 种 情况 在 4 原本 》 中 刷 有 很 大 部 分 . 
欧 玫 围 得 人 完 分 地 利用 了 儿 何 的 模型 .但 是 , 呈 然 战 认 是 正确 的 ,也 
不 能 作为 推论 的 依据 .* 太 本 3 的 缺点 集中 到 一 点 ,就 是 没有 能 够 区 分 感 
性 吾 观 与 科学 抽象 ,对 感性 十 观 过 于 依赖 ,因而 缺乏 数学 的 闫 格 性 . 

“ 压 本 的 公 埋 化 方法 号 数学 公理 化 的 散 果 典范 ,而 且 也 影响 着 共 
它 学 科 ,如 隔 基 米 德 (Archimedes ,会 抑 前 287 ~ 前 212) 不 仪 用 公理 化 方 
法 元 成 共 效 学 论述 ,而且 利 用 会 理化 方法 完成 了 了 物 埋 莹 由 的 “村 村 的 平 
衡 " 理 论 和 “浮力 "理论 生生 顿 LNewton, 1642 ~ 1727) 利 用 公理 化 方法 完 
成 论述 运 芭 大 定律 理论 的 户 昔 & 自 然 哲 学 的 数学 原型 》 ,而且 在 现代 
霸 论 物理 中 出 有 应 用 . 

公理 化 方法 直人 类 逻辑 思维 故 展 的 必然 产物 ,我 国 占 代数 学 家 刘 
徽 ( 公 元 263 咎 前 后 ) 为 & 九 章 算 本 3 所 作 的 注 ,实际 就 是 对 书 中 的 公式 、 
算法 如 以 证 明 ,所 泪 肥 旬 的 被 乔 认 的 序 嬉 命题 ( 即 公 理 ) 存 :存在 四 这 机 
等 , 叫 和 角 都 是 峙 前 的 正方 撒 ( 这 是 与 “ 欧 几 里 得 "第 五 公 说 等 价 的 傅 题 ); 
出 大 相 补 奈 理 ,极限 原理 ; 刘 一 宙 截面 原 埋 以 及 长 方形 面积 公式 和 长 方 
体 体 各 公式 , 刘 徽 片 创 了 我 国 数学 理论 化 的 道路 , 足 传 统 数学 理 沦 的 竟 
竺 人 …， 

在 SI 本 2 资 生 J 的 1800 年 间 , 和 人们 对 & 原 本 ?的 逐步 这 入 研究 ,无 
其 是 韭 欧 几何 的 诞生 ,使 得 对 公理 化 六 法 的 认识 风 加 成 熟 , 有 共有 代表 性 
的 杰作 是 1899 年 希 尔 伯 特 (Hilher.D.1862 ~ 19431 的 形式 公 虹 学 一 站 用 
后 基 础 》, 他 在 片 半 提出 了 :个 欧 几 里 得 公理 系统 ,后 经 进一步 修改 ,一 
个 完全 而 简单 的 欧 几 里 得 公理 系统 就 形成 广 . 它 使 4 原本 的 缺点 得 以 
纠正 ,而 用 提 山 了 会 理 系 统 的 相 容 性 ,公理 的 独立 性 和 会 理 系 统 的 完备 
性 等 三 个 基本 问题 .在 此 基础 上 , 希 尔 伯 特 建 立 了 以 撕 式 系统 为 研究 对 
销 的 元 数学 ,把 公理 学 的 人 研究 推进 到 一 个 轿 新 的 了 眉 .1931 年 以 后 , 哥 
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德尔 (Gidel,kurt.1906 ~ 1978) 等 人 发 展 了 元 数学 , 待 到 了 关于 形式 系统 
的 内 在 局 限 性 的 一 些 重 要 结 玉 ,使 公理 学 和 抑 数 学 多 得 了 空前 的 发 展 . 

2.4 原 本 》 的 整体 结构 
&《 原 本 全 书 共 13 孽 ,和 福 卷 1 中 , 提 测 了 23 个 定义 .5 个 公设 相 5 个 
公理 作为 基本 是 发 点 ,全 书 给 出 上 119 个 定 关 和 465 个 伍 题 及 证 明 , 它 
包括 了 平面 玫 何 .立体 几何 和 初等 数论 的 一 些 内 容 . 

第 [一 TY 卷 为 平面 几何 中 生 线 形 茂 半 的 有 关 命 题 ， 

第 工 卷 后 两 个 命题 是 毕 还 证 接 斯 定理 (11.4717 和 它 的 闭 命 题 . 

第 贞 卷 有 14 个 命题 .其 中 前 10 个 代数 命题 是 用 面积 变换 与 毕 达 
可 拉 撕 定理 解决 的 .于 .12] 和 [ 工 .13] 给 出 了 余 引 定 埋 的 让 明 . 

第 王 卷 有 37 个 命题 ,本 卷 先 给 出 了 有 美国 的 一 些 定义 , 然 古 计 论 
弦 .切线 . 割 线 此 图 心 角 与 图 周 角 的 有 关 定 埋 .[HE.I71 给 出 了 出 已 知 点 
作 已 和 郑 加 的 切线 的 作 图 方法 (不 用 平行 公 至 ) 

第 二 着 有 16 个 命题 ,论述 了 圆 和 守 边 形 的 其 系 .如 求 作 止 多 和 边 形 
央 切 .外 接 圆 以 及 加 的 内 接 ,外 切 正 密 边 形 

第 站 卷 是 比例 论 , 帮 25 个 命题 ,第 YT 卷 是 相 似 形 .在 例 论 址 有 关 

- 般 民 的 比例 的 理论 , 它 装 和 倪 了 无 理 数 ,而 适用 寺 不 可 会 度 的 时 .比例 

论 是 5 原本 3 两 大 理论 支柱 之 一 , 放 它 解决 了 "YIT.1 等 高 的 冰 个 二 节 形 
面积 ) 之 地 等 于 它们 底 之 比 ” .由 此 和 宅 易 也 解决 了 相似 形 葵 本 定理 “VI. 
2，- 直 线 平行 王 三 角 撒 - 边 , 它 截 二 前 形 的 两 边 成 比例 ， 述 有 繁 “VT. 
19 氏 伺 三 角 珍 的 比 等 于 对 诬 边 的 六方 比 ,过 及 "VI.311 ,在 直角 二 角 
形 的 斜 由 上 所 作 的 图 形 (的 时 积 ) 等 于 两 下 角 过 上 所 作 的 与 之 相似 的 二 
图 形 { 的 面 利之 和 .此 处 被 和 涉 此 加 面积 的 命题 . 
第 WI 一 [X 二 着 是 有 关 初 等 数论 的 102 个 命题 ,是 整数 的 整除 性 质 
的 讨论 ,其 中 包括 了 求 两 数 最 太公 因数 的 轻 转 相 除法 (WIE.1,2]) (过 
叫 欧 几时 得 算法 ) .给 出 了 有 关连 比例 的 定理 ,素数 励 劳 多 的 让 明 
(Yi.1,21 .最 后 一 个 命题 足 一 个 数 是 完全 数 的 充分 性 的 定理 . 

第 飞人 卷 是 讨论 无 理 线段 ,有 115 个 命题 .这 起 {原本} 中 最 礁 的 -- 
卷 , 这 部 分 肉 容 直属 计 西 次 泰 德 斯 (Theaetetus, 公元 前 417 ~ 前 369) 的， 
该 卷 命题 论证 严谨 . 它 导 论 了 线段 的 如 , 减 . 乘 以 及 开 方 运算 .对 所 得 之 
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特殊 线段 命 了 各 ,并 讨论 了 这 些 特殊 线段 之 间 的 关系 . 

第 XI 一 XHI 卷 是 立体 几何 , 共 75 个 命题 . 它 首先 给 出 了 立体 几何 
四 的 一 些 基 椒 概 富 , 好 和 贞 线 与 平王 真 .两 平 击 和 针 和 .两 平 击 的 炎 有 用、 亦 
体 角 定 多 等 .并 且 把 圆 村 .圆锥 利 球 定义 为 半 员 出 形 绕 一 轴 旋 转 吊 第 
by 

第 XE 卷 有 39 个 党 题 .给 出 了 是 线 与 平面 .平面 与 平面 关系 的 许多 
性 质 定 备 .如 ;“XI.15 风采 两 相 笑 直 线 分 别 平 行 于 术 在 同 - -平面 内 的 
-相交 直线 , 则 两 对 相交 思 线 押 在 的 平面 平行 . “XL21 任何 -个 立体 
乔 的 各 面 币 的 和 小 于 中 次 草 “还 给 出 了 平行 六 面体 的 有 基体 积 的 命 


题 . 


第 XU 疮 有 13 个 个 题 .是 关于 面积 和 体积 的 依 题 ,特别 是 疯 十 加 
山竹 与 球体 要 的 问题 ,对 于 这 些 亲 题 我 们 王 在 是 几米 极限 的 办 法 解决 
的 ,但 当 时 还 没有 这 样 的 基础 ,而 欧 几 里 得 利用 欧 多 克 索 斯 的 穷 况 法 ” 
下 格 地 论证 这些 辣 题 . 训 "XD.2, 同 与 时 之 比 等 打 表 和 平方 比 .” 

利用 窃 沪 法 述 解 决 了 如 下 午 监 的 命 琶 . 

Xl.5 [以 一 舱 形 六 底 生 有 等 高 的 两 个 恢 锥 之 比 等 和 于 上 山 碟 之 比 . 由 此 
合 题 可 得 到 等 底 等 贞 的 两 二 械 锥 体积 相等 ,进而 得 到 任意 一 个 三 棱锥 
等 二 司 底 等 所 棱 柱 体 积 的 二 分 之 - :这 个 重 些 个 题 .:XIT.7. 扒 伦 ] 

XIE.10, 例 请 ( 人 体积) 是 和 它 同 底 等 商 加 柱 ( 伟 和) 的 一 分 之 一 - 

XU.18 ,五 球 之 比 等 于 它们 直径 的 二 次 比 . 

第 XHI 卷 旦 止 多 面体 的 : 些 性 质 . 共 上 月 的 在 于 讨论 蒜 内 接 各 正 多 
面体 迪 长 之 间 的 关系. 最 后 -个 命题 | XTT.181 给 出 了 球 内 : 斤 个 下 多 面 
体 边 的 作 图 . 它 的 推论 指出 正 多 面体 仪 有 二 个 ， 

《原本 3 在 当时 是 一 部 数学 全 尿 , 其 中 的 形 与 数 足 逻辑 地 联系 痊 的 . 
如 在 数论 中 利用 了 第 卷 的 有 有 关 定 广 和 命题 ,第 X 着 由 命题 的 证 有 明 利 
用 了 第 WIT 卷 中 的 命 颐 ,而 第 XTU 卷 中 命题 的 证 明 又 应 用 了 第 X 卷 中 
的 命 雌 . 

《 诛 本 >》 完 蜗 地 二 现 了 证 希腊 数学 的 -= 大 成 就 , 目 欧 多 克 守 斯 (Euo- 
doxus of Cnidus ,公元 前 4 世纪 ) 的 比例 论 . 西 艾 系 德 斯 (Theanletus , 公元 
前 417 ~ 前 369) 的 无 理 线 段 利 正 多 面体 的 理论 . 
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3.& 原 本 少 的 两 个 理论 支柱 一 一 比例 论 和 穷竭 法 

为 了 论述 相似 形 的 理论 ,局 几时 得 安排 了 第 和 W 卷 比 例 论 , 在 该 郑 
中 , 捧 几 电 得 引用 了 欧 多 克 索 斯 的 比例 论 .这 个 理论 是 无 故 的 成 功 , 它 
避 升 了 无 理 数 ,而 建 示 了 可 会 度 与 不 可 公 度 的 正确 的 比例 论 ,因而 顺利 
地 建站 子 相似 形 的 理学 ,这 被 人 认为 是 欧 几 里 得 几何 的 重要 成 就 之 一 . 

在 第 郑 中 给 出 广 " 比 "过 * 比 便 "“ 有 关 的 定 驻 ， 

定 艾 3. 颖 是 两 个 同类 大 小 方面 的 :种 关系 - 

定义 4. 泊 一 个 直 几 借以 后 能 大 于 四 外 一 个 量 , 则 说 两 个 民有 一 个 
比 , 从 中 汀 看 出 ,有 比 的 量 是 有 有 限 的 ,我 们 把 两 个 量 4 的 比 用 axb™ 
表 :， 

定 久 5. 车 对 于 比 eABb,erd, 如 虹 及 cc 习 以 任 一 止 整数 m,b5 成 d 
都 乘 以 止 整数 请, 从 me < np 推 敌 me < nd 从 ma = mb 推 需 me = nnd, 从 
ma > 码 推 得 me > nd ;好 设 凸 个 量 a,8,c,4 成 比例 . 

以 上 是 欧 和 多 克 索 斯 给 出 的 比例 论 , 它 与 实数 理论 建立 以 契 所 给 出 
的 比例 论 是 等 价 的 . 

在 几何 发 拱 的 历史 上 ,解决 曲 边 有 成 的 血 积 和 曲面 辕 成 的 体积 等 
问题 .一 直 是 大 们 关注 的 重要 课题 .这 也 是 微 积分 最 初 斑 及 的 辣 题 . 它 
的 解决 依 井 十 棋 限 理论 ,这 记 是 17 世纪 的 事 了 .然而 在 上 庙 希 腊 于 公元 
主 三 四 考 纪 对 _ 些 重要 的 而 积 、 体 积 癌 题 的 证 归 却 没有 了 明显 的 机 限 过 
时 ,他 们 解决 这 些 问题 的 蛙 沦 和 方法 是 如 此 的 超前 ,并 深 刻 地 影响 关 
数学 的 发 典 . 
自 而 腊 数 党 家 安 带 上 趟 (Amiphon 公开 前 480%? ~ 前 411?) 曾 提出 “从 
网 内 接 和 多边 形 开始 ,将 其 边 数 如 倍 ,可 得 到 一 个 新 的 贺 内 接 止 多 边 
形 ,再 将 共 边 歼 其 倍 ,这 样 不 断 也 作 下 去 最 哲 "的 和 多边 形 必 将 与 辆 重 
合 气 即 客 过 形 与 加 的 鞠 将 灾 具 ) .以 此 来 解决 化 加 为 方 的 问题 ,而 这 个 
论断 受到 了 批 马 .希腊 大 认为 和 多边形 绝 不 可 能 与 一 个 圆 上 形 完 全 重合 . 因 
为 卢 线 段 水 远 不 能 怡 好 沙 在 昌 线 二 .各 认 这 点 战 意味 着 束 兴 此 可 以 无 
限 分 着 ,和 调 这 一 观点 被 芝 诺 的 一 系列 迟 沦 所 批 驭 

以 上 问题 的 解决 是 十 希腊 数学 家 欧 多 克 索 斯 提出 的 ,后 来 以 "穷竭 
法 "而 得 名 的 方法 .“ 穷 竟 法 ”的 依据 是 4 原本》X.1 和 反 证 法 . 
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[%.1 对 开 两 个 不 相等 的 十, 如 果 册 较 大 的 二 中 减 去 个 大 丁 它 
的 : =- 半 的 量 , 青 由 所 得 的 余 芋 中 减 去 大 于 它 的 一 六 的 革 , 并 且 连 续 这 村 
进行 下 去 , 则 必得 人 一 个 余 芥 小 于 较 小 的 坚 

证 明 姐 下 

设 AB 及 CD 为 二 个 给 定 的 不 等 各 .AB > CD. 

证 ( 妨 的 RR 信和 大 TAB. 设 nn': OD = EF, 于 EF > AB. 

桨 DE 分 成 及 等 从 ,EG = GG = = G, 1F= CD. 

从 AB 取 掉 太 于 它 本 自 - 半 的 AH, 内 从 玉 :B 中 取 提 太 十 HB 


- 半 的 吾 吾 ,, 这 样 不 断 地 继续 下 去 ，…… 眶 记 4 分 段 数 目地 为 于 
4 地 Pe 
cn 

全 1 2 Gn 1 二 
AH > 六 4PB, 于 是 3 AB > HIB. 


XX EG < 二 柄 ,于 时 GIF> ) EF. 


又 由 EF > 4B,… 由 以 上 知 GIF> HIB. 

间 理 可 证 G3 下 > 扣 ;,B, 以 此 类 推 就 有 Gn_1F> Hi_1B, 芭 CD > 
五， 如 .命题 得 证 

我 们 仍 可 分 析 - -下 [%,1], 设 两 贡 4 > 吾 , 谱 从 已 知 蝶 4 中 所 减 大 
符 人 条件 的 最 为 4 4， ,4 , 即 

A-AI=B, B,<A/2, 

Bi- As=Bs, B,< B/2, 


EA ] -AA, = B,,, B, < B,_12. (1) 
晤 然 B/ < A/2,Br< A/4, ,BB, < A/2", 
“ lim 47Z2” =0, (2) 


再版 后记 全 
本 lim B, =0. C3) 
区 六 一 (六 | +t At + An) = B,, 
于 中 limfay+ At 十 六 = 及. (4) 


市 上 33) 知 [X. 上 成 立 . 14) 说 明了 穷 况 法 的 实质 ,由 以 上 可 剂 ,穷竭 法 
公 是 利用 了 很 特 钰 的 极限 结果 !2). 并 且 在 证 明 中 更 预先 知道 所 求 的 结 
果 ,然后 利用 度 让 法 斯 以 证 明 , 穷 山 法 的 忠孝 可 以 说 二 极限 理论 的 萌 
车, 以 后 为 数 尘 家 们 进一步 发 展 ， 

站 这 个 命题 的 证 明 : 引 用 六 一 个 量 的 葫 十 傍 总 可 以 天 于 另 -- 萎 ” 
的 沦 断 , 盟 然 欧 儿 里 得 存 和 W.4] 定 尝 4 由 也 引用 过 ,但 这 只 二 直 疯 了 藉 
认 , 这 就是 以 后 由 阿 基 米 德 给 出 的 " 阿 革 米 德 公 理 ”. 

三 几何 原本 3 中 欧 几 里 得 利用 “穷竭 法 "证 明了 以 下 命题 : 

[XI.22 同 与 加 的 在 积 之 比 等 汪 自 径 平 方 比 . 

[ XI.51 以 三 角形 为 磺 HH 有 等 襄 的 棱锥 体积 之 比 等 于 两 底 之 比 . 
由 此 命题 可 得 到 等 底 等 高 的 两 二 楼 锥 体积 相等 ,进而 得 刘 任 一 楼 
纵 等 于 同 底 竺 高楼 柱 体积 的 一 分 之 一 这 个 重 吾 的 命题 . 

| XILI0i 轩 锥 体 贞 是 和 它 癌 展 等 高 的 回 柱 体积 的 173. 

[XI 18] 两 球体 积 之 比 等 于 它们 的 直径 的 立方 比 . 

阿 基 米 德 应 用 “ 穷 竟 法 "更 加 熟练 ,而 划 技 上 巧 很 岛 . 计 且 几 它 和 解决 
一 花 如 下 重要 的 和 侧 积 和 体积 命题 只 . 

“任何 一 个 况 面 积 备 了 :一 个 直角 三 角形 , 它 多 赤 直 负 的 - - 边 等 于 全 
的 半径 ,和 有 男 一 边 等 于 图 的 同 长 .加 的 度 绰 3》 命题 1) 

“全 - 款 等 于 4 倍 的 刁难 ,该 回 锥 的 底 等 于 蒜 的 大 圆 , 它 的 商 等 于 
球 的 半径 .以 论 款 和 阅 夺 ?命题 34) 

“ 任 一 抛物 线 马 形 的 褒 积 是 问 底 等 闻 二 痛 形 面积 的 4/3”. (6 求 抛 
物 线 己 形 的 面积 ?命题 17) 

“ 星 线 第 - 痪 与 初始 线 所 园 成 的 南 积 等 上 第 - 圆 面积 的 1737 0 论 
蝶 线 3} 命题 24) 

“旋转 抛物 面 性 - - 截 段 的 体积 是 与 其 同 底 同 轴 的 圆锥 或 辕 锥 截 段 
的 体积 的 3“2 .性 论 臂 锥 曲面 体 与 旋转 椭圆 体 》 命 题 21 ,22) 
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三 区 儿 里 入 :几何 惧 本 


于 然 ,利用 * 穷 岂 法 "证 明 命 题 ,首先 要 知道 命题 的 结论 ,而 结论 往 
入 是 由 稚 测 、 济 断 等 确定 的 . 阿 某 米 德 在 此 作 丁 重要 的 工作 ,他 在 4 
法 3》 -文中 桨 述 了 发 现 结论 的 .- 般 方 法 ,这 实际 又 包含 了 了 租 分 的 起 想 . 
他 在 数学 上 的 贡献 , 疯 定 祝 他 在 数学 中 上 的 突出 地 位 . 


四 半 儿 何 原 本 3》 与 4 玉芝 算 术 》 


这 两 部 数 作 营 作 都 是 世界 上 流传 很 十 .影响 深远 的 户 黄 ,对 东西 廊 
数 党 的 宪 展 都 起 了 问 基 作用 . 黄 书 的 内 容 .结构 差别 较 大 ,各 有 特点 ,部 
代表 了 不 同 地 域 几 千年 新 数学 长 展 的 辉 焊 成就 , 见 文 | 221]， 

在 结构 方面 ,4 儿 章 算术 》( 以 下 称 $ 玫 章 让 小 儿 着 ,246 个 问题 ,每 
卷 中 的 每 小 类 有 解 题 步 又 , 森 当 十 现代 数学 公式 ,每 题 部 有 答案 ,大 部 
分 没有 计算 过 程 . 住 旦 ,部 可 套用 能 题 步 骤 .246 个 回 是 几乎 全 中 应 用 
题 ,* 原 本》 缉 汕 有 一 : 道 应 用 题 ， 

两 书 各 有 有 长 盘 , 九 冯 3 以 实用 性 .计算 性 种 十 官 性 见长 .4 原本 3》 则 
突出 了 数 党 演绎 法 的 特点 和 公理 化 的 结构 . 义 [221 痰 到 “在 同一 历史 时 
期 ,不 同 氏族 对 同一 对 每 的 认识 内 容 会 在 差 漠 . 作 是 ,它们 互相 补充 , 形 
成 关于 问 一 村 和 象 的 较 爷 整 的 认识 .因而 .关于 不 同 民 旅 对 网 :对象 认 识 
是 可 以 比较 的 .” 

文 122 .专门 号 比 与 比例 论 帮 其 性 质 将 西 世人 作 了 详细 的 比较 , 开 就 
其 应 用 作 了 系统 的 介绍 .凡生 的 研究 资料 对 这 :… 重 竖 问题 很 少 提 到 中 
赎 的 成 号 . 

芝 甩 可? 没有 像 & 原本》 那样 ,集中 伐 述 比 此 比例 ,上 喇 是 体现 在 每 个 单 
抑 !{ 妃 卷 ) 的 具体 问题 的 谋 用 中 , 刘 徽 84 九 章 3% 注 中 也 是 这 样 .《 序 相对 数 
论 右 集 咎 的 论 逊 ,又 内 有 还 辑 结 税 的 特点 ,这 是 很 自然 的 .因为 ,两 书 的 
形成 忆 然 受到 各 自 所 处 的 社会 基础 的 不 同 影 啊 , 这 种 影响 及 典 到 学术 
领域 就 形成 了 各 月 的 独特 内 容 结 构 及 全 究 产 法 , 表 叙 形式 . 文 122] 中 认 
为 太 本 站 妃 章 》 及 刘 微 《< 九 章 注 分 别 起 多 了 西方 与 路 国 占 典 数学 的 
改 基 作用 ,并 壬 对 黄种 数学 传统 的 形式 分 别 是 有 创造 忻 的 作用 .任何 牢 
究 数 学 中 的 专家 ,学 者 都 不 能 不 知道 这 一 部 善 作 , 文 [221 又 把 这 三 部 车 
作 的 比例 部 分 作 了 较 详细 的 比较 ,并 效 述 了 个 人 的 见解 .他 还 引出 了 刘 
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三 了 哆 由 时 得 :几何 外 水 


作 汪 咎 哺 认 了 直线 利 圆 相交 ,日 交点 存在 . 

出 欧 民 公设 .会 理 不 能 推出 以 上 两 个 作 阁 题 中 "交点 "存在 .因为 ， 
共 中 没有 连续 性 (公理 概念. 这 鲍 和 需要 给 欧 氏 的 公理 系统 中 深 加 新 的 
公理 ~- 一 连续 性 公理 . 

虽然 19 此 纪 之 订 费 蕊 与 第 下 此 已 经 发 现 了 解析 几何 ,代数 有 长 
颈 直 人 的 进展 . 微 和 分 进 人 了 大 学 课 常 ,拓扑 学 和 射影 儿 何 已 经 出 现 . 
但 是 ,数学 家 对 数 双 理论 基础 仍然 是 各 糊 的 ,没有 31 起 重视 .直观 地 承 
让 了 实数 与 和 线 上 的 点 玫 是 连续 的 ,有 旦 成 一 一 对 应 ,直到 19 此 纪 末 叶 
才 完 满 地 解决 这 个 重大 问题 .从 事 这 一 1. 作 的 学 者 和 有 康 托 (Can- 
tor) , 代 德 全 (Dedekind) . 睹 亚 江 tCPeano). 希 水 们 脱 (CHilbert) 等 大 . 

当时 , 康 托 希 染 几 基本 鬼 列 建立 实数 理论 , 代 德 爹 也 深入 地 研究 了 
无 埋 数理 论 ,他 的 一 箱 论 交 发 表 在 1872 年 .在 此 之 前 的 1858 年 ,他 给 
尝 生 并 没 微 积分 时 , 知 站 实 数 系 达 没 有 浇 辑 菇 础 的 保证 .因此 , 当 他 要 
证 有 出" 单调 递增 有 有 界 竖 量 序 列 赵 向 于 个 极限 "时 ,只 得 借助 上 几何 的 
寻 烦 性 .实际 上 上 上， 瑞 线 上 人 全体 点 足 连 续 统 " 志 是 没有 屠 和 辑 基础 的 . 丙 浇 
有 了 明确 合体 实 数 和 和 上身 线 对 们 体 点 足 -一 村 应 这 一 重大 关系 .他 ,数学 家 
波 尔 查 奴 (bolzaneo) 把 两 个 数 之 间 至 少 存 在 一 个 数 , 兴 为 是 数 的 连 钳 性 . 
实际 上 ,这 是 误解 .因为 ,任何 类 个 在 理 数 之 癌 一 - 定 能 炒 到 个 有 理 数 . 
但 是 ,有理 数 并 不 是 数 的 全 体 . 有 了 了 代 德 爹 分 利之 后 ,大 们 认识 介 流 尔 
查 奴 的 说 法 只 是 数 的 秽 窗 性 ,市 不 是 连续 性 . 

将 康 托 与 代 德 爹 命题 用 几何 形式 表述 如 下 . 

康 托 命题 C. 设 在 企 意 直线 a 上 给 了 线段 的 无 穷 序 列 418),A,B， 
-一 ,其 中 每 个 后 和 面 的 部 在 前 向 一 个 的 内 部 ;并 县 不 存在 这 样 的 线段 ,已 
住所 有 这 些 线 段 的 内 部 ,那么 ,在 直线 a 二 -和 宦 存在 着 一 个 而 量 仅 仪 
一 个 点 也, 落 在 所 有 线段 41B81,A2B3.… ,的 内 部 . 

代 德 金 合 题 DPD. 贡 虹 把 直线 的 有 所有 点 分 成 网 类 ,使 得 : 

(1) 每 个 点 归于 - -个 府 且 由 一 个 类 ,每 个 类 都 乌 合 着 点 ， 

(2) 第 -类 的 每 个 点 部 在 第 二 类 的 每 个 点 脏 身 , 则 或 首 在 第 一 类 厂 
在 着 这 样 的 点 ,第 -类 的 所 有 的 其 余 的 点 都 在 它 的 后 面 ,或 者 在 第 二 类 
车 在 在 着 这 样 的 点 : 它 在 第 二 美的 所 有 其 余 的 点 的 前 画 . 我 们 就 赔 , 这 
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个 点 决定 了 自 线 上 的 代 德 金 分 制 . 

如 米 拒 康 托 命 是 有 (与 阿 基 米 德 会 班 合用 ?或 代 德 金 命 题 D 单独 
作为 5 连续 性 ) 会 理 , 即 可 证 明言 线 上 上 的 全 体 点 是 连续 的 ,上 上面 所 提 到 的 
命题 1.2 中 的 网 网 相 和 区 , 线 辐 相 委 ,其 灾 点 存在 ， 

2. 希 尔 伯 脱 公理 系统 中 的 连续 公理 

i9 性 纪 后 半 片 ,数学 家 们 愈 来 认 重 视 数学 基山 的 娃 立 ,尤其 以 希 
东 柏 脱 的 工作 最 力 出 色 . 他 不 但 对 几何 基础 的 建 了, 而 HH 对 数 系 基础 的 
建立 进行 了 让 泛 深 入 的 研究 .1899 年 ,他 出 版 了 和 名著 《 儿 何 基础 》{ 德 ， 
Urumydlagen der Geometrie; 第 一 版 ) ,有 和 引 列 赂 了 再 组 公理 .5 嫩 合 公 上 
(于 9 条 ); 开 .顺序 公理 ( 共 5 条 ); 二 .于 行 公理 (一 条 );1Y. 合 同 公理 { 共 
6 条); 1. 连续 公理 (1 条 , 即 阿 寺 米 德 公理 }. 

书生 列举 了 - 些 定 理 . 还 讨论 了 公理 系统 的 独立 性 与 种 谐 性 .这 两 
个 问题 也 蚌 以 曾 不 为 数学 察 证 意 的 问题 . 盟 然 全 节 有 内 有 150 页 在 右 ,但 
是 ,引起 了 数学 内 检 很 大 谍 动 .一 时 间 ,很 志 数 学 家 者 阅读 了 这 部 著作 ， 
除 赞 赏 之 外 述 发 更 了 不 足 之 处 .1902 年, 美国 数学 家 葛 尔 (Moore) 对 及 
序 公 理 提出 过 改进 意见 . 诺 森 塔 尔 (Rosenmtha]) 与 诛 苏联 数学 家 拉 合 夫 
斯 其 (IT,KK, parueecki 立 ; 俄 关 第 7 版 几何 林 础 3 的 详 者 } 先 后 都 给 合同 
公里 提出 过 合理 化 建议 . 

一 个 帘 册 的 问题 是 ,第 :版 中 的 连续 公理 (只 有 阿 基 米 德 公 理 Y 1 
仍然 不 能 解决 变 刚 问题. 这 建立 直线 上 点 的 连续 性 ,上 共 条 件 是 不 充分 
9， 

WL( 阿 基 米 德 公 再) 设 4 .8B 为 一 直线 上 任意 给 定 的 两 个 点 ,A 为 
二.B 之 回 的 任意 一 点 .区 在 此 胡 线 上 取 二 43 和 一 等 点 , 设 41 伯 4 
与 42 之 间 ,42 在 4 与 机 之 问 ,4 在 4 与 44 之 问 , 等 等 .又 设 

= 
则 这 些 点 中 , 售 定 本 在 一 点 4 ;使 旦 点 在 4 与 二 之 间 ( 见 傅 种 孙 , 畦 柱 
从 译 自 烽 交 版 , 希 尔 伯 脱 $ 雹 何 基 础 》.1924) 

根据 希 代 的 公理 系统 建 并 的 欧 氏 空间 不 是 完备 的 ,因为 凡 采 用 了 
V1 ,条 忻 是 不 充分 的 .比如 ,用 希 氏 的 公理 系统 建立 的 兽 卡 尔 直 角 华 怀 
系 空间 ,其 中 点 的 坐标 只 能 是 代数 数 , 涉 包含 坐标 x、y、s 中 有 超越 数 
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的 那些 点 -有 人 把 这 种 塞 问 毕 和 做 "二 蜂 窗 " 式 的 空间 .所 以 ,这 种 空间 包 
括 不 学 上 所 有 的 点 , 因 调 它 居 不 完备 的 . 1902 年 ,法 国 数学 家 淆 加 某 
(Poincatg) 就 指出 了 这 -不 是 之 处. 俄国 数学 家 拉 售 夫 斯 基 岂 谈 到 了 这 

-点 { 见 江 泽 渭 闪 自 希 尔 伯 脱 俄 交 《几何 基础 中 拉 开 写 的 序言 ,1930 
和 牛 巾 德 文 第 7 版 详 为 俄 文 ). 

希 尔 竹 赔 接 受 了 谷 者 们 的 意见 ,在 他 的 $$ 几何 基 础 > 第 二 版 中 红 作 
修改 ,并 和 伍 增 加 本 一 条 完 罩 性 公有 晶 %;, 补 完了 连续 公理 . 

.完备 尾 公 理 ” 除 点 ,直线 ,平面 外 ,不 能 竺 增 加 其 已 沁 率 ,和信 然 
满足 公理 1 一 |. 

有 了 和 Y; 以 而 ,利用 希 尔 怕 聪 公理 系统 (外 322 条) 建立 的 定 间 驶 是 
起 稍 的 所 几 里 得 空间 .这 时 ,就 可 以 让 得 自 线 上 的 点 是 连续 的 .从 而 , 叮 
以 让 得 和 {本} 中 命 骨 1 .2 圆 圆 相关 . 线 加 相交 ,其 交点 存在 . 又 可 证 得 
直线 [全体 点 和 全 体 实数 构成 -对 应 关系 . 

有 意志 的 是 ,从 中 学 几何 中 其 道 (不 出 连续 会 归 ?可 以 二 等 分 线 自 ， 
主要 用 利平 行 公理 ;用 青 尺 与 回 规 不 能 :等 分 任意 站 .有 一 个 重 归结 末 
就 是 ,在 硕 氏 的 公理 系统 中 不 用 平行 公理 .只 用 苹 余 4 组 公 即 ,特别 是 
要 有 连续 公理 Wi 及 YY ;, 就 可 以 三 等 分 任意 线段 ,等 分 侍 意 各 *. 

3. 连 续 公理 的 等 价 关系 

以 上 意 革 二 出 了 四 条 连 绪 公理 守 ,Di 在 争 立 拓 简 的 欧 压 


儿 何 时 ,怎样 选用 这 此 连续 公理 呢 ? 首先 绝 若 道 它 们 之 问 的 关系 . 其 等 
价 关系 是 


Das Cy V2. 

思 此 ,在 使 用 时 仅 用 万, 或 同时 间或 同时 者 Yi YY; 就 可 建 
立 完 备 性 宇 癌 , 例 旭 ,在 以 下 几 种 上 向 等 刀 阿 中 苦 者 所 选用 的 过 续 会 理 . 

上 前 等 昂 何 ! 俄 ,时 非 贡 去 ,Epavnon.1949 ) ,选用 公 惠 w， 忆 . 

几何 基础 ! 俄 , 科 士 青 ,Kocran ,1948) ,选用 公 邱 1. 

几何 基础 { 中 国 , 钱 彦 诺 ,上海 ,19591 ,选用 公理 多 

几何 基础 { 中 国 , 傅 章 毅 ,北京 ,1983) ,选用 公 特 中 . 

希 尔 伯 上 赔 不 但 给 几何 建立 了 贷 备 的 公理 系统 ,他 还 重视 建站 数 系 
的 基础 ,1889 年 ,上 度 亚 诺 {Peano)y 在 他 的 节 中 给 出 了 自然 数 的 会 理 系 统 
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之 后 , 希 乐 个 脱 在 息 的 几何 基础 3 第 7 版 中 发 表 本 实数 系 的 完备 公 下 
系统 . 其 中 把 问 其 米 德 公 理 Y 完备 公理 Ya: 转化 为 数 的 尼 式 ,使 得 实 
数 系 也 成 为 一 个 连 经 统 . 

从 于 ,并 是 在 :实数 各 初等 几何 | 上 的 高 等 数学 有 本 让 确 的 算术 和 
形 的 坚实 基础 . 


六 、 八 规 作 图 发 展 史 


户 舰 作 鸭 5( 即 用 下 尺 和 圆规 作 儿 和 何 图 形 ) 来 源 于 《几何 版 本 少 , 以 后 ， 
在 -个 时 期 过 成 为 数学 中 的 重要 研究 课题 .在 《4 厚 本 # 癌 性 之 而 ,埃及 ， 
希腊 就 已 经 有 大 用 尺 规 作 几 和 何 疝 影 .在 我 国 也 有 ”不 以 规 娠 ,不 能 成 方 
辣 ” 的 记 戟 ! 遂 了 :网 类 简 ) .可 见 估 类 文 比 的 发 展 进 程 有 首 非 常 相似 之 
处 .用 凡 规 作 图 是 人 类 认识 大 自然 的 共同 得 划 屎 序 本 东 癌 址 之 后 大 规 作 
| 圭 成 为 非常 引人入胜 的 问题 

住 尺 规 作 图 的 研究 中 过 到 了 很 多 难以 作出 的 图 形 , 有 的 是 当时 没 
有 有 发现 作 图 的 方法 , 主 的 是 具 用 尺 规 不 能 作 册 的 图 形 . 在 后 一 种 情况 
中 , 盟 然 用 尺 规 不 能 作 , 也 果 能 用 共 尼 上 具 或 其 
数学 家 了 导 找 的 是 能 用 尺 筑 作出 图 形 的 方法 . 

香 作 图 的 研究 过 程 中 , 遇 到 的 难题 中 最 罕有 出 的 问题 就 是 儿 何 作 图 
“本 大 难题 ,限制 用 是 尺 与 阅 规 作 图 . 则 

1 一 等 分 任意 节 : 

.和 作 一 个 立方 体 , 使 基体 积 等 于 忆 知 立方体 体 程 的 三 入 (二 信 立 
方 体 }; 

.和 作 一 个 正方 形 , 使 其 面积 等 二 已 划一 个 加 的 面积 ( 园 积 化 订 )， 

1 . 作 图 方法 的 三 种 途径 

介 了 欧 凡 里 得 时 代 , 他 把 凡 规 作 图 止 式 列 人 《原本 ,以 公议 的 地 位 
体现 尺 规 的 "能 力 ” 以 下 称 效 能 ) .限制 工具 有 具 能 用 台 记 和 贺 舰 ,( 应 用 
叶 步 又 只 能 足 有 限 次 ) .这 种 根 制 很 象 :个 命题 的 已 知 条 件 . 

所 看 起 来“ 工大 难题 "并 不 难 , 其 至 上 不 是 从 事 数学 专业 的 人 也 能 
理解 题 意 . 自 从 原本》 癌 世 之 后 :各 个 时 代 的 数学 家 都 花费 了 很 多 精力 
从 事 这 工作 .在 研究 的 漫长 过 程 中 义 获 得 了 很 多 作 图 题 的 重 鉴 结果 ， 
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三 聊 儿 日 行 : 几 何不 本 


碧 到 1882 个 才 得 到 了 完满 的 答案 , 即 用 和 鼎 尺 和 加 规 不 能 作 山 "三 太 难 
题 ”. 喝 重 此 的 结果 是 得 到 广 用 尺 规 作 图 时 ,判断 能 作 或 不 能 作 的 准 
则 .以 后 ,大 们 用 直 尺 利 圆 规 不 能 作 的 问题 出 做 “ 作 图 不 能 问题 ”， 

住 几 个 世纪 的 研究 过 程 中 尺 发 现形 多 的 “ 作 图 不 能 问题 .如 ,上 上 
巧 迪 形 , 引 妃 过 形 , 正 上 天边 形 , 用 阐 . 妈 , 及 分 外 线 4 不 能 作出 一 
个 :角形 等 等 . 

在 两 千金 年 疝 , 户 规 作 册 问 题 的 发 展 过 程 大致 可 分 一 种 途径 . 

{D) 不 用 育 尺 和 回 规 ,而 用 其 它 方法 求 作 < 二 大 礁 题 "及 其 它 作 图 问 

最 早 iu 载 着 作 图 问题 的 著作 是 疾 国 人 人 兰 德 (Rhind) 在 1858 年 获得 
的 草 纸 着 (埃及 Ahmes 的 旧作 , 约 公 元 前 2000 ~ 前 1700) , 共 中 有 圆 积 
化 方 问 题 . 他 以 图 直 裕 的 859 为 边 , 作 一 个 二 方形, 共 面 积 就 是 已 知 轩 
的 面积. 希腊 数学 家 希 波 克 带 斯 (Hipperates, 约 公元 前 466 年 ) 用 比例 中 
项 求 出 正方 形 一 边 , 作 一 和 正方形, 共 尚 积 即 为 已 知 轿 面积 .415 址 纪 意 大 
利和 多才多艺 的 达 - 芬 奇 利用 2rrr 和 yz2f7 为 已 知 国 的 半径 ) 为 边 作成 
-一 个 拓 形 ,其 面积 等 天 7 为 半径 的 图 面 和 .然后 ,再 将 此 惩 形 作 等 各 演 
据 ,使 它 化 为 一 个 正方 形 , 这 个 正方 形 即 为 所 求 作 的 正方 形 . 从 而 ,解决 
了 贺 积 化 方 问题 . 

基于 一 倍 立 方 休 作 图 . 阿 估 架 搭 斯 (Arthytas, 约 公元 前 428 ~ 前 
343) 用 上 直 贺 柱 及 射影 方法 解 总 了 上 一 倍 立 方 体 作 图 .尼克 米 德 1 Nicomed ， 
约会 瑟 阐 250)? 利 用 自己 发 瑰 的 蚌 线 (Concheidy 利 基 乌 克 革 斯 克 用 他 发 
现 的 蓝 时 线 (Oissoid) 分 别 解 决 了 一 倍 立 方 体 作 图 . 

关于 一 等 分 任意 前 问题 .希腊 有 各 的 数学 家 .力学 家 阿 基 米 德 用 直 
尺 , 较 规 给 出 了 -个 二 等 分 负 的 方法 .但 电 他 加 大 了 直 尺 的 效能”, 不 
符合 此 求 . 海 售 阿 斯 (Hippias, 约 公元 前 4207 利 用 他 月 己 给 出 的 -种 志 
越 山 线 .及 尼克 米 德 利 用 他 的 蚌 线 解决 了 二 等 分 角 问 题 . 巴 斯 卡 { Pas- 
cal,1588 ~ 1651) 利 用 巴 斯 上 则 线 5 机 册 尔 格 称 为 饭 斯 卡 是 线 ? 以 及 和 牛 辆 
利用 离心 率 为 2 的 效 山 线 也 分 别 和 解决 了 一 等 分 角 问 题 . 

以 上 是 用 超越 此 线 或 其 它 方 法 代 医 了 斥 规 而 解决 六 三 大 难题 "的 
必 图 ， 
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{ 山 只 用 直 尺 代 共 在 户 和 网 筑 , 或 只 用 加 规 代 未 让 尺 和 乔 规 艇 决 
“三 太 准 题 ” 

1833 年 瑞士 人 斯 厅 纳 (Steiner;1796 ~ 1863) 发 表 了 他 的 单 尺 作 图 方 
法 , 季 内 几 直 尽 利 一 个 己 关 圆心 的 圆 ( 辐 规 两 脚 之 间 的 开 虚 不 变 ) 人 研究 
了 作 图 问题 ,解决 了 直 尺 和 圆规 所 能 作出 的 很 多 问题 .1797 年 ,马路 购 
尼 ( 意 大利 ,Mascheronis,1750 ~ 1800) 在 他 的 tGeometria Del Compassa》1h! 
谈 到 了 他 只 有 凡 一 个 圆规 , 计 在 作 图 中 利用 对 衣 线 (作为 两 圆 的 公 弦 ) 的 
对 称 , 解 决 了 尺 规 作 图 问题 . 安 得 州 ( 德 ,1863 ~ 1923) 在 1896 牛 ,他 的 
《几何 作 图 理论 》 中 ,只 用 占 尺 ,并 基于 对 图 的 反 演 3, 代 替 凡 和 解 决 了 
一 系列 作 图 问题 ,他 的 作 图 过 程 较 与 歌 罗 电 的 要 繁 .他 们 都 尼 将 开 线 的 
交点 (对 直线 的 对 称 , 对 网 的 反 演 ) 转 化 为 加 的 交点 ,而 解决 了 作 图 问 


1896 年 ,德国 的 纪 增 水 (Gérard ,Math. Ann) 宪 表 了 他 只 用 诗 尺 讶 医 
助 坐 标 系 研究 了 作 图 问题 . 述 有 人 用 站 边 表 凡 全 究 作 赂 问题 . 

一 本 有 名 的 讨论 等 浆 工 以 的 具 作 是 Hudson 的 <Ruler And Coom- 
pass .其 中 介绍 了 斯 泰 纳 ( 只 册 直 尺 ) 和 蕊 点 罗 尼 {用 一 个 圆规 } 的 工 
作 . 其 书 仅 有 143 页 (英文 版 ) .以 上 这 些 作 图 方法 都 不 符合 欧 几 里 得 对 
直 凡 和 圆规 作 图 的 规定 , 因 市 述 要 继续 寻找 川 直 尺 和 和 贺 规 作 图 的 方法 . 

(4D 寻求 判断 自 尺 和 国 规 "能 作 " 或 “不 能 作 " 的 准则 {判断 方法 ). 

求 作 止 多 过 形 等 价 于 等 分 圆周 ,在 我 国 很 哩 以 前 就 有 数学 家 研究 
过 这 类 问题 ,时 做 "市 国术 ”. 在 4 原本 }》 中 及 三 角形 ,十 下 边 形 等 的 和 作 
法 ,对 有 些 下 多边 形 的 作法 只 闻 林 拢 .如 ,正七 边 形 , 正 九 按 形 , 上 正二 七 
边 形 , 止 十 儿 按 彤 等 等 ,这 些 问题 引起 了 后 岂 学 考 们 的 兴趣 .很 多 人 试 
图 利用 凡 规 找 出 各 种 正 多 边 形 的 作法 .首先 找到 止 多 边 形 " 能 作 ” 与 “不 
能 作 ” 的 准则 的 人 是 世界 数学 家 之 王 高 斯 ( 德 ,Gauss,1777 ~ 1855). 

2. 作 图 问题 的 研究 与 终结 

高 斯 并 不 满足 于 弛 求 个 市 止 多 边 的 作 图 上 方法 ,他 希望 能 找到 一 种 
判别 准则 ,哪些 下 多边形 用 直 尺 利 圆 规 可 以 作出 .哪些 下 多边 形 不 能 作 
出 . 世 就 是 说 ,他 已 经 营 识 到 直 愉 向 规 的 “效能 "不 旦 方 能 的 .可 能 对 
某 些 正 多 边 形 不 能 作出 ,而 不 是 人 伞 找 不 到 作 图 方法 . 
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180] 第 ,他 上 友 现 了 新 的 人 研究 结果 ,这 个 结果 是 可 以 判 斯 -个 正 多 
边 撒 能 作 " 或 “不 能 作 ” 的 浴 则 .这 个 结果 交 一 次 震惊 了 数学 办 .但 是 ， 
有 大 怀疑 他 药 基 断 淮 则 可 能 只 是 充分 条 件 .1837 年 三 策 尔 (法 ,wantsel， 
1841 一 1848) 证 明了 这 个 判断 淮 则 也 是 局 要 条 件 . 从 此 ,用 肖 民 和 为 规 
作 正 多 边 形 的 问题 得 到 了 完满 的 结果 .由 这 个 判断 淮 风 可 以 知道 正七 
雇 形 . 正 斑 边 形 . 正 十 机 记 形 等 都 是 尺 规 作 图 不 能 问题 . 

数学 家 通过 下风 边 形 作 疼 , 明 确 了 尺 规 的 效能 是 有 限 的 .从 此 .他 
赋 究 的 方向 转 到 池 找 一 般 作 图 题 的 判断 淮 巾 - 

自从 建立 了 数 形 对 应 之 后 ,大 们 拒 玫 何 问题 化 为 代数 问题 米 赋 究 . 
大 大 扩展 了 本 究 的 方法 .1837 年, 耻 策 条 证 明了 一 等 分 莉 .一 倍 立 方 体 
问题 都 是 雇 规 作 图 不 能 冲 题 .1882 年 , 林 德 蜗 ( 德 ,LindermoamtyC.L,PF， 
1852 ~ 1939) 又 证 有 了 x 是 超越 数 ,而 超越 数 所 对 应 的 线段 是 斥 需 不 能 
作出 的 .所 以 . 较 积 化 方 阿 题 也 是 彤 和 项 作 图 不 能 问题 . 综 上 所 述 “ 三 大 
难题 "是 用 凡 规 不 能 作出 的 作 疼 题 . 在 研究 作 图 问题 时 , 划 断 这 个 问题 
是 侣 可 作 ,首先 批 问题 化 为 代数 方程 . 然 帮 ,用 代数 方法 米 判 断 . 划 漆 
的 准则 是 : 

“对 一 个 儿 何 引 用 直 尺 利 圆 舰 能 作出 的 充分 必要 第 件 是 :这 个 儿科 
由 所 对 应 的 数 能 由 已 天: 基 所 对 应 的 数 , 经 有 限 次 的 加 . 减 . 弱 .了 除 此 开 半 
方向 得 到 而 x 不 可 能 加 i 比 得 到 ). 
从 此 ,以 规 作 图 丫 题 完全 得 到 了 解决 . 
自从 1826 年 ,俄国 上 大凡 巴 切 去 斯 基 的 正 欧 几何 (罗氏 几何) 正 陈 发 
袁 之 后 ,大 们 随 之 研究 将 氏 平 击 上 的 几何 作 半 .在 归 氏 平 南 上 陈 直 线 ， 
辐 之 外 , 吧 多 了 风 种 曲线 , 即 拱 上限 贺 和 等 中 曲线 .相应 地 .不 但 要 有 和 必 图 
工具 下 尽 和 国 斤 .还 此 有 是 后 了 商 种 曲线 的 工 贞 .发 现 曙 氏 北 何 史 人 还 
有 和 匈 舍 利 数学 家 鸳 牙 依 ( Bolyai .J 了 .1802 ~ 1860) 在 他 的 论文 中 就 络 放 了 
加 开 半 面 土 作 平 行 线 的 方法 .后 来 .不 少 书 中 在 讲 罗 [ 代 几 何 时 , 作 平 行 
线 的 方法 事 采 财 了 鲍 牙 依 的 作 图 方法 . 

在 罗氏 平面 于 也 有 尺 规 (或 共 它 | 共 ) 作 图 不 能 问题 ,例如 

(1) 二 等 分 任意 角 ; 

2) 一 等 分 任意 线段 ; 

看 和 看 


身 股 三 记者 


13) 由 一 个 一 角形 的 质点 岂 对 边 作 两 笨 贰 线 . 使 得 分 成 的 三 个 三 角 
撒 的 自 积 相等 . 

到 了 20 | 纪 70 ~ 80 年 代 ; 在 国外 一 些 杂 起 上 上 配 有 人 赋 究 轩 氏 平面 
FEF 几何 作 图 的 交 划 ,内容 汕 古 新 的 进展 .在 当时 的 外 联 ,涉世 有 很 多 沦 
交 发 表 , 开 HH. 有 专门 刁 矫 出版. 好, 吝 斯 塔 诺 维 奇 的 4 罗氏 平面 上 的 儿科 
和 件 图 》 .另外 ,还 有 葛 尔 都 哈 依 、 布 伏 受 夫 斯 基 ( 最 后 -次 俄 交 几何 诛 
本 》 的 译 者 ) 正 对 这 个 问题 铺 研 很 深 , 文 总 不 少 . 他 们 对 作 图 的 证 明太 多 
采用 骏 昌 线 畏 数 ,这 给 一 些 计 者 带 米 了 一 定 的 困难 .要 用 纯 儿 何 的 方法 
前 加 困难 .因为 , 岁 区 几何 所 导出 的 三 衣 芭 就 引 双 曲线 隶 数 及 共 基 未 式 
一 艳遇 寺前 学 .所 以 .用 起 来 较 方 便 . 

七 .版 本 流传 

1.《 原 本 》 在 国外 的 流传 

欧 几 里 得 个 人 的 手 杭 早 志 失传 ,在 很 长 一 段 时 间 内 是 以 各 种 交 汪 
的 抄本 到 外 流 人 ,而且 不 同文 字 的 乒 本 内 容 禁 尽 相 同 ,其 全 是 概 据 : 些 
版 本 重 新 整理 修订 的 .到 了 公开 4 世纪 币 腊 人 玫 萄 (Theon) 就 是 根据 
儿 个 不 同 版 本 整理 了 一 个 较为 满意 的 抄本 .后 来 的 学 者 太 都 根据 这 个 
朱 相 研究 和 翻 详 < 原 小 3. 

1808 后 ,在 娃 蒂 四 出 节 馆 发 现 了 两 部 欧 儿 里 得 的 昔 作 ,其 中 之 一 

是 & 序 本 》y 的 希腊 交 抄 本 .拿破仑 把 这 早 个 抄本 送 往 巴 化 ,经 研 容 认 为 
& 味 本 区 的 这 个 抄本 早上 木 笨 的 抄本 .从 此 ,很 区 学 者 把 证 闽 态 转 问 研究 
迁 蒂 周 抄 木 . 

据 不 十 全 统计 ,从 15 拭 纪 到 19 世纪 到 下 年 间 ,# 刀 本 由 出 了 一 于 
多 版 , 代 次 于 羊 经 的 改行 量 .因此 ,要 精确 介绍 版 本 的 发 行情 况 红 太 办 
难 了 ,只 能 从 一 个 广 面 介绍 版 本 的 纯 删 情 沈 .以 下 各 介绍 从 时 删 术 发 山 
以 后 .出 不 阿 文 节 看 电 个 国 家 下 期 外 出 出 版 的 版 本 . 

1482 年 ,世界 于 第 个 印 缚 本 和 序 本 # 在 意大利 出 服 , 当 叶 ,意大利 
下 版 家 爱 滨 蛤 得 CErhard Haitholty 在 威尼斯 创建 了 一 个 印刷 上 ;他 主动 
上 茶 印 了 坎 伯 姬 斯 (Canpanus) 由 阿拉 但 交 译 成 拉丁 交 的 译本 .出 于 这 个 
译本 成 为 印刷 本 ,数量 较 多 ,流传 较 广 .1486 人 年 , 这 个 印刷 本 六 住 上 马尔 
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姆 ULM) 再 版 .1491 年 ,多 企 巴 赛 尔 (Base]) 竺 版 ， 

1533 年 ,在 巴 赛 朱 第 一 次 钙 出 了 格 里 乌 (Simnon Gryueng) 的 希腊 六 
有 艇 本 . 

1558 年 ,在 德国 由 Sobeubi 翻 详 出 版 了 第 YI 一 IX 着 本 .1562 咎 又 
| ilhin Holtzman 翻 详 由 版 了 前 六 埋 本 . 

1564 年 一 1565 年 ,看 法国 册 Piemre Forradel 翻译 出 版 了 前 九 眷 本 . 

1570 年 ,在 英国 伦敦 第 :次 印刷 了 英文 啤 本 ,由 比 林 攻 里 (H. 
Rillingsley) 译 日 负 腊 文 ,这 个 版本 流传 较 广 ， 

1576 年 ,在 时 班 于 由 Rodigo Camorano 德 泽 出 版 耳闻 着 本 ， 

1606 咎 , 荷 关 Jan Piuierszoon 翻 详 出 版 了 前 六 卷 本 . 

1739 年 ,俄国 Carapon 用 俄 六 翻译 出 版 了 第 个 人 箔 文 ( 原 本 }. 

1744 年 ,在 瑞 旺 由 Marten Stimer 翻译 出版 了 前 六 卷 本 . 

1745 年 ,在 贱 素 出 Emest Gotieb Ziegenbhaly 翻译 出 版 了 一 个 版 本 
( 卷 数 不 详 ). 1803 年 .H.C.linderap 又 翻译 出 版 了 一 个 前 六 卷 木 . 请 参 
阅 交 [15.19]. 

1873 年 ,在 口 本 由 昌 邦 等 人 从 商 文 版 本 岸 成 日 文 ,第 一 次 出 版 

2. 原 本 》 在 我 国 的 流传 

和 原本 六 在 我 国 判 出 了 多少 次 ,有 多 少 个 不 同 卷 数 的 版 本 ,有 上 儿 种 文 
闻 的 版 本 ,它们 之 问 的 关系 如 何 .近年 来 ,有 天 位 党 者 在 这 方面 作 了 大 
量 的 ,深入 细 禾 的 研究 .上 作 , 荆 本 清楚 了 4 原本 3》 在 我 国 的 流传 概貌 ,他 
拉 的 工作 可 分 为 以 上 四 个 方面 : 

《昌吉 朝 (1605 年 ) , 徐 . 利 的 前 六 卷 林 ,清关 11857 年 ) , 李 . 伟 的 后 

刀 癌 本 以及 1865 年 十 五 卷 本 在 各 个 时 斯 重印 的 次 数字 ; 

(ID 于 部 各 局 有 几何 原本 耐 不足 欧 几 则 得 所 著 的 & 几 何 原本 # 的 来 
源 以 及 它们 之 剖 的 关系 ; 

(ID) 满 文 抄本 的 米 龙 去 脉 ; 

(TV) 唯一 的 一 种 当 古 文 了 5 卷 本 ,1987 年 出 版 

把 以 上 这 些 版 本 分 为 一 类 ”: 

第 一 类 版 本 

包括 徐 . 利 六 养 本 , 李 . 伟 九 卷 本 及 合 记 十 五 卷 本 的 重 刻 次 数 宇 . 
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1607 年 , 徐 . 利 六 卷 本 第 一 次 印刷 ,北京 . 

1611 和 牛 , 再 刊 六 着 本 ,此 京 . 利 公案 的 核 本 林 能 刊 出 , 即 于 1610 年 
去 扯 , 后 由 徐光启 等 重审 再 败 . 

1625 年 , 李 之 藻 刻 4 大 学 初 清 》 从 书 上 时 ,就 是 根据 八 郑 本 有 的 二 校本 
重 首 并 收入 .法 国人 人 果 第 尔 (H.Cordier) 的 《这 学 书 日 } 称 ,于 4758 年 ( 广 
降 一 十 一 年) 将 4 天 学 初 丽 》 译 为 注 文 -这样 ,又 有 一 个 满 文 六 卷 本 

1787 年 当 四 库 全 书 划 族人 六 郑 本 . 

1847 年, 广东 《海山 仙 馆 六 书 ? 收 入 六 卷 本 . 

1939 生 , (或 1960 年) ,商务 印 书 饶 4 从 书 集 成 ?中 收入 六 卷 机 . 

4 万 有 文库 》 也 收 大 六 卷 本 . 

1906 年 几何 痊 说 ?收入 六 卷 本 .广东 番 轴 清 应 裤 . 

1893 秆 ,江南 制造 局 州 四 卷 本 , 共 . 内 ;小 仓 山 房 石 印 闪 卷 洒 , 共 
三 册 . 

1857 年 ,使 善 兰 , 伟 烈 业 力 合 译 后 九 卷 第 一 次 出 版 . 

1865 年 , 李 苦 兰 主持 将 徐 、 利 的 前 六 卷 与 李 , 伟 的 后 九 差 合 刻 成 十 
五 卷 本 ! 以 后 称 " 明 请 本 站 . 些 后 ,又 多 次 重 针 . 

1878 年 , 汀 南 制 造 局 刊 二 五 卷 本 

1882 年 ,江宁 各 填 和 败 十 开卷 本 ， 

1896 后 ,上海 积 山 书局 腹 十 五 卷 薄 本 . 

1898 年 ,而今 算 学 丛书 $ 影 印 二 五 卷 森 . 

1983 年 ,《 徐 光 启 蓝 译 集 》 收 六 卷 本 ”， 

以 二 这些 版 本 ,前 六 着 是 回 一 个 底 术 ,后 九 准 是 另 一 个 底 木 ， 

第 二 类 版 本 

在 我 国 还 出 版 了 几 种 内 容 相 和 近 .结构 不 同 鬼 几何 著作 也 称 为 《用 全 [ 
库 本 ?区 列 于 万， 

(1 几何 原本 七 从 满 交 抄本 , 共 - 册 . 

1688 全 2 月 法 国 传教 士 自 晋 (Jachin Bourel, 1656 ~ 1730) , 张 减 (. 
.Gerbillon,1654 ~ 1707) 来 北京 . 康 加 入 他 们 讲 宫 讲解 几何 ,他 们 谁 备 
的 几何 讲稿 形成 了 … 部 满 文 抄本 ,命名 几何 原本 3》, 基 三 册 , 属 故宫 博 
物 院 藏 书 . 共 编 写 方式 已 与 欧 几 里 得 几何 厚 本 结构 不 同 ,脱离 了 会 理化 
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模式 ,内 容 ,体例 均 有 变化 . 另 :种 说 法 .此 稿 可 能 来 和 白 法 国 已 带 的 & 几 
何 原 本 ,这 种 编写 方式 也 许 受 到 了 当时 玄 洲 一 些 学 圳 的 影响 . 
(1 几何 康 相 七 准 汉 交 朱 本 ,此 一 其 ,丰富 博 物 了 藏 书 ,经 儿 人 位 
学 痛 考 证 , 实 取 了 各 代 中 满 交 抄本 同 小 - 源 . 
CED) 侣 北 {国立 中 央 图 书馆 》 浪 有 上 关 精 抄本 4 几何 原木》. 这 个 精 
朱 本 星 刘 钝 研究 抽 于 1994 年 去 右 北 讲学 时 安 现 的 .于 对 这 个 # 昌 本 } 进 
行 了 】 泛 深 刻 蔓 让 与 研究 , 写 下 了 论文 [251. 
此 原本 六 其 卷 数 ,各 善 命 题 数 及 内 容 皆 北 京 训 宫 所 藏 满 , 汉 六 
两 种 同名 抄 木 :至 .可 以 断定 忠 & 数 理 精 更 ? 系 统 的 & 玫 L 何 原本 > .其 性 本 
是 17 世 红 法 同 耶 钱 会 和 数学 家 巴 蒂 (GG. Pandies,1636 ~ 1673) 的 几何 
于 教科 忆 Peners de Smetrie”， “这 一 钟 林 应 为 康 是 亲手 校 间 的 数 理 梢 
萄 :几何 育林 ?的 底稿 本 之 一 . 
“ 知 J 同 立 中 央 疯 尿 馆 立木 书 1 第 06398 光 称 : 
< 儿 何 原木 -七 郑 ,泰西 欧 几 甲 得 把 , 利 天 守 译 ,上 昌 钞 本 > . 
作 ,. 泽 埋 个 谋 ,版 本 的 特征 和 父 待 得 也 直 滑 楚 , 示 为 : 
< 几何 原本 上 卷 . 法 国外 蒂 原 押 . 张 诚 等 详 , 康 外 了 手 批 精 负 林 


> 

妆 [25] 中 斌 为 以 上 马术 的 宛 成 在 满 诡 钞 本 之 后 ,也 可 能 是 由 满 交 
本 详 寺 有 末 鸭 . 

(VY 数 则 精 纺 中 的 几何 原 本 》 | 一 郑 . 它 与 欧 几 里 得 的 《原木 少 
结构 .体例 均 不 同 ,这 样 的 编撰 方式 也 许 有 利于 初学 者 接受 写 . 

(vv 北京 故 言情 物 院 还 成 有 一 部 % 几 何 序 本 ?十 一 卷 抄 本 ,其 四 册 
呈 CIV) 中 的 站 一 疮 纺 摧 方 式 十 同 . 

有 有些 学 消 认 为 第 本 类 的 这 些 版 本 ,很 可 能 都 来 和 巴 带 的 Elgmens 
4 CenrmetriepA9 改编 本 . 

第 三 类 版 本 

近 第 来 - 些 党 者 二 门 内 事由 -种 版 本 的 研究 与 翻译 .1 作 . 部 是 以 
目前 出 由 流行 的 权威 珊 山 ( 英 ,Heathy lihomnas Little, 1861.10.5 ~ 1940.3. 
16) 的 莫 交 《 凡 小 十 三 着 为 底 本 .已 经 翻译 并 出 版 了 以 版本. 

(1)1987 年 , 英 德 翻译 出 版 了 蒙 文 前 五 卷 人 本 {内蒙 右 大 民 出 版 社 ). 
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{H)1990 年 , 兰 纪 直 . 朱 骨 宽 用 现代 汉 交 番 译 出 版 了 十 三 卷 森 ( 陕 
西 科学 技术 出 版 社 ). 

(CID)1992 年 ,用 繁体 字 现 代 汉 文 出 版 了 十 一 郑 本 ( 即 纪 正 , 朱 息 
宽 详 十 二 着 小 }) .台北 九 章 出 版 社 , 由 陕西 科学 技术 出 版 社 提供 现代 汉 
文 底 本 . 

经 过 几 代 学 者 的 研究 考证 , 才 存 最近 开 牛 获得 了 《原本 》 在 中 朵 流 
传 的 概貌 ,大 笋 搜 清 了 刊 出 的 次 数 ,各 种 版 本 之 问 的 关系 与 来 源 .虽然 
有 些 隔 题 还 再 进 - 步 研 究 与 考证 ,但 是 这 已 经 是 一 个 很 满意 的 成 果 
了 . 

可 将 以 上 所 述 , 简 单 概括 为 以 下 儿 种 版 本 . 

{DD) 欧 几时 得 儿科 原本 》 

(1) 汉 六 言 交 共 16 个 版 本 ,现代 汉文 2 个 版 本 . 

[2) 满 文 六 卷 本 ,(1758 咎 ,由 《大 学 初 图 $ 中 详 出 )1 个 版 本 . 

3) 葡文 五 卷 本 ,(1987 咎 )1 个 版 本 . 

《07 收编 殉 几 里 得 & 几 何 序 本 

(1) 没 交 4 个 版 本 . 

(2) 满 六 七 卷 抄 本 ,(1688 年 ,给 康 息 的 讲稿 )1 个 版 本 ， 

以 上 是 截 正 上 月 前 的 情况 ,统计 到 的 用 议 . 满 . 演 二 种 交 字 出 版 的 欧 
儿 里 得 《原本 ,此 20 个 版 本 ,上 其 它 改 编 本 5 个 版 本 .也 许 以 后 还 能 发 现 
更 多 的 版 本 . 

在 国内 出 版 # 原 本 》 的 次 数 , 各 版 本 之 间 的 关系 , 米 省 ,比较 详细 日 
全 面 的 论述 , 庇 推 立 [3.4.19.28] . 


这 次 再 版 ,增加 了 涂 儿 虫 得 而 像 ,原本 3 的 俄 文 详 李 的 诬 页 ,日 文 
译本 的 封 夯 和 蒙 上 庙 交 译 林 的 绯 各 等 四 幅 图 . 

这 深 冉 版 ,由 苦 纪 员 .未 轧 宽 和 张 航 新 二 位 教授 对 原文 作 了 较 信 页 
的 校正 .市 于 我 们 水 平 有 限 . 如 有 多 有 要 之 处 向 请 扯 评 指正 . 


译 者 
2002 年 I0 月 于 陕西 师范 大 学 
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